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r(5) 1 .500000...

Muodostetaan nyt uusi reaaliluku seuraavasti: Luetaan matriisin diagonaalilla olevat
digitit jirjestyksessi ja vaihdetaan jokainen digitti joksikin toiseksi. Toisin sanoen
luvun desimaalikehitelméssé .dydadsdy... i:s desimaali d; # Mi][i] (i:nnen rivin i:s
desimaali). Luvun alku voisi siis olla esimerkiksi .02719.... Tam4 luku ei kuitenkaan
voi esiintyd matriisissa, silld se poikkeaa jokaisesta matriisin luvusta: 1. luvusta 1.
digitin osalta, 2. luvusta 2. digitin osalta, 3.luvusta 3. digitin osalta jne. Kaikki vilin
10, 1] reaaliluvut luettelevaa funktiota r ei siis voi olla olemassal!

(Huomaa, ettei auta, vaikka lisdisimmekin ndin saamamme reaaliluvun matriisiin,
silld voisimme taas generoida samaan tapaan uuden reaaliluvun, joka ei esiinny
listassa.)
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2.8 Kertaustehtavia matematiikasta

1. Ns. Kyyhkyslakkaperiaate (Pigeonhole Principle) sanoo: Jos kyyhkysid on
enemmén kuin peséikoloja ja jokainen kyyhkynen lentdd johonkin pesikoloon,
niin ainakin yhdessi kolossa on enemmain kuin yksi kyyhkynen.
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LUKU 2. MATEMAATTISIA PERUSKASITTEITA

Kuinka kiy, jos pesikoloja on yhtd monta kuin luonnollisia lukuja ja kyyhkysid
yvhtd monta kuin kokonaislukuja? Entd jos kyyhkysid on yhtd monta kuin
luonnollisia lukuja, mutta jokainen kyyhkynen yrittda pesid jokaisen toisen
kyyhkysen kanssa eri pesissi? (Yhteen koloon mahtuu vain yksi pesi.)

. Hilbertin Hotelliin on saapumassa bussiletka, jossa on darettéméin monta bus-

sia, kussakin ddrettoméin monta matkust ajaa. Miten sijoittaisit vieraat Hil-
bertin hotellin huoneisiin?

. Hilbertin hotellin vieraskirjan jokaisella sivulla on vain dérellisen monta nimeé
ja uusien vieraiden on kirjoitettava nimensi aina seuraavalle tyhjille riville.

Kuinka monta sivua kirjassa on oltava, jotta uusien vieraiden nimille olisi tilaa
(jirjestdméattd nimid uudelleen), niin kauan kuin vieraita voitaisiin sijoittaa
hotelliin (mahdollisesti jarjestimélld uudelleen)?

. Cantorin planeetalla asiat on tapana mitata darettomalla tarkkuudella. Jokai-

sella planeetan asukkaalla on ainutlaatuinen nimi, joka koostuu dédrettémén
pitkéistd aakkoston {a, b} merkkijonosta.

Asukkaat aaaa..... ja baaaa.... ovat padttaneet jarjestdad seuramatkan Hilber-
tin Hotelliin ja kutsuneet matkalle mukaan kaikki asukkaat, joiden nimi on
aakkosjirjestyksessid heiddn vilillidn. Mukaan ovat kutsutut mm. aaaa...:n
pikkusisko abaaaa.... ja baaaa...:n serkun poika abbbbbb...... Mahtuuko poruk-
ka Hilbertin Hotelliin? Perustele vastauksesi huolella! (Vihje: Cantorin diago-
naaliargumentti.)

. Etsi virhe seuraavasta todistuksesta, jonka mukaan 2—1. Tarkastellaan yhtéa-

164 @ = b. Kerro molemmat puolet a:lla, jolloin saat a> = ab. Vihenni b?
molemmilta puolilta, jolloin saat a® —b? = ab— b?. Jaa kumpikin puoli tekijoi-
hin, (a —b)(a+b) = b(a —b), ja jaa (a — b):114, jolloin saat a + b = b. Lopuksi
oletetaan, ettd a ja b ovat 1, jolloin pétee 2 = 1.

. Olkoon X joukko ja X:n koko n = |X|. Todista induktiolla, ettd X:n potens-

sijoukon koko on |P(X)| = 2".

. Mité vikaa on seuraavassa induktiotodistuksessa, jonka mukaan kaikki kissat

ovat samanvarisia?

Olkoon n kissojen lukumééra. Jos n = 1, niin véite selvésti tosi (yksi kissa on
aina samanvérinen, olipa véiri miki tahansa). Oletetaan nyt, ettd mille tahan-
sa n:n kissan joukolle pitee, ettd kaikki kissat ovat samanvirisiid. Tarkastel-
laan sitten n + 1:n kissan joukkoa. Valitsemalla niistd mitkd tahansa n kissaa
(jotka voidaan valita n+ 1 eri tavalla) saadaan induktio-oletuksen perusteella
samanvéristen kissojen joukko. Siispa kaikki n 4+ 1 kissaa ovat samanvérisii.
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8. Todista seuraava viite: Jos juhlissa on n(n > 2) henkil6d, niin vihintdéin
kahdella henkil6lld on yhtd monta ystavaa juhlissa.

9. Todista kontrapositiolla: Jos ¢ on pariton kokonaisluku, niin yhtlslla n? +n —
c = 0 ei ole paritonta kokonaislukuratkaisua n:lle.
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LUKU 3. LASKENNALLISET ONGELMAT

3.5 Tehtavia laskennallisista ongelmista

. Muodosta padtosongelma, jolla voidaan arvioida seuraavan laskennallisen on-

gelman vaikeutta!

(a) Laske n:n kertoma n!, kun n on luonnollinen luku.
(b) Jérjestd annettu sanaluettelo aakkosjérjestykseen.

(c) Etsi annetusta verkosta kaikki klikit eli solmujoukot, joiden solmut liit-
tyvét kaarilla kaikkiin muihin klikin solmuihin.

Mieti myos, miten padtosongelman syote koodataan merkkijonona. Millainen
on paatdsongelmaa vastaava formaali kieli?

. Keksi esimerkkeji ei-laskennallisista ongelmista! Voisiko tietokonetta kiyttia

silti apuna niiden ratkaisemisessa?

. Lue satu padtosongelmista

http://www.cs.joensuu.fi/pages/whamalai/tepe04/satu.htm ja tayden-
ni se loppuun!

. Tarkastellaan taas Kissastanian logiikkakoulua. Talla kertaa tunnin aiheena on

hieman monimutkaisempi MIAU-jarjestelmi, joka koostuu seuraavista sdin-
noista:

xUAx — xAUy

xUUx — xIUy

X — MxM

x — xUI

XX — X

xI — xUA,

missd x ja y voivat olla mitdtahansa merkkijonoja.

Tehtdvana on osoittaa, ettd tyhjastikin (merkkijonosta) voi syntyd kunnon
naukaisu (MIAU) jirjestelmén sdannoillal

. Tarkastellaan aakkostoa ¥ = {m,, u}. Méadritellddn aakkoston “potenssit”

seuraavasti:

30 = {€} (tyhjd merkkijono)

YA =% x ¥F = {az|a € ¥ ja z € Xk}

Esim. X! = {m,i,u}, ¥? = {mm, mi, mu, im, i, iu, um, ui, uu}. Montako al-
kiota ("sanaa”) on X":ssd? Entd montako sanaa on koko kielessd X* = | J,_,™7?



