Laskennanvaativuusteorian projektityo (1 ov)

Turingin koneiden aika- vs. tilavaativuus, vaativuusluokat, NP-tiydellisyys

Projektityo on suora jatko TEPE-kurssille ja sen voi suorittaa samaan tapaan
ryhmissd ongelmia pohtien kuten kurssillakin. Palauta kuitenkin itsenéisen
opiskelusi tulos ongelmaraporttina! Ongelmien lisdksi projektiin kuuluu 10
harjoitustehtévaa (kotidemot) ja oppimispaivékirja. Ongelmista saa 50% pis-
teistd ja harjoituksista ja oppimispéivikirjasta kummastakin 25% pisteista.
Jos juutut pahoihin vaikeuksiin, tule kysyméan apua!

Viimeinen palautuspiivi Pe 10.5. klo 14.00 mennessi

Valitse kolme seuraavista ongelmista!

Tapaus 1

Tarkastellaan seuraavanlaisia uskomusverkkoja: Jirjestelméssi on annettuna
joukko aksioomia Aj, A, ..., A, (juurisolmut) sekd uskomuksia P, Ps, ..., Py
(muut solmut) . Kukin aksiooma voi olla joko tosi tai epétosi, samoin kukin
uskomus. Uskomusten totuusarvot saadaan aksioomien tai aiemmin johdettu-
jen uskomusten totuusarvoista AN D-, OR- ja NOT-operaatioilla. Esimerkik-
si saannot

Ay AND Ay —» P,

NOTAQ OR A3 — P2

P, AND NOTP, — P;
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Jarjestelmalla voidaan suorittaa kahdenlaista paattelyd. Ensinnédkin voidaan
kysyd, onko annettu uskomus P tosi vai epitosi annetulla aksioomajoukol-



la. Toiseksi voidaan kysyé, milld aksioomajoukoilla annettu uskomus P olisi
tosi. Mitkd ovat kummankin paattelytyypin aikavaativuusluokat (pahimmas-
sa tapauksessa)? Jos samalla verkolla tehd&én useita kyselyja (eri uskomuk-
sista), miten pééttely kannattaisi toteuttaa mahdollisimman tehokkaasti?
(Vihje: Voisiko ajan muuttaa tilaksi?)

Tapaus 2

Maija ja Matti leikkivat erikorkuisilla palikoilla. Kumpikin rakentelee omia
tornejaan, mutta sitten lapsille tulee riita: onko palikat jaettu reilusti? Pystyyko
kumpikin rakentamaan yhtd korkean tornin?

Auta lapsia ja suunnittele epadeterministinen Turingin kone joka ratkaisee
lasten ns. PRT-ongelman (partitioning problem) mahdollisimman tehokkaasti:
Annettu n positiivista kokonaislukua x1, s, ..., ,,. Voiko luvut (palikat) jakaa
kahteen joukkoon siten, ettd kummankin joukon summa on sama? Ts. onko
olemassa ositus kahteen indeksijoukkoon I ja J s.e. ¥;crx; = Yjerx;?7 (Huom!
Koneen riittaa siis vastata vain “kylla” tai ei”.) Koneen komponenttien sanalli-
nen kuvaus riittiad, sinun ei tarvitse laatia yksityiskohtaista siirtymékaaviota,

kunhan koneen toiminta selvida kuvauksesta.

Mihin aikavaativuusluokkaan ongelma kuuluu?
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Tapaus 3

Haluaisit ottaa matkalle mukaan paljon kirjoja, mutta lentokoneessa on ab-
soluuttinen 30 kilon painoraja matkatavaroille. Paatat jattda kaiken muun
paitsi kirjat kotiin, mutta silti sinulla on liian paljon kirjoja ja sinun pitéisi
karsia pois osa niistd. Niinpéd paidtit optimoida mukaan otettavien kirjojen



tiarkeys-paino-suhdetta. Maarittelet jokaiselle kirjalle tarkeysmitan s; ja pun-
nitset sen painon w;. Miten valitset optimaalisen kirjakokoelman mukaasi?
Ts. sinun pitéisi valita kirjajoukosta 1,2, ..., N osajoukko I s.e. X;c;w; < 30
ja Yiers; on mahdollisimman suuri.

Kuinka vaativa ongelma on?

Tapaus 4

Ulkoavaruudesta saapuu alien-retkikunta, joka lahjoittaa Maan asukkaille
hyvan tahdon eleeni algoritmin, joka ratkaisee SAT-ongelman polynomisessa
ajassa g(n). Miten voit kiyttdsd lahjaa hyviksesi?

Tarkastele erityisesti NP-tiydellistd ongelmaa CAT?, jonka voi ratkaista epéade-
terministiselld Turingin koneella polynomisessa ajassa p(n). CAT-ongelman
koodaus SAT:ina (ts. loogisina lausekkeina, jotka kuvaavat CAT-koneen toimin-
nan) vaatii ajan (p(n))3. Missi ajassa voit ratkaista CAT:in? Entd muut NP-
tdydelliset ongelmat?

Harjoitustehtavia

1. Kahdeksan kilpailijaa on osallistunut ohjelmointikilpailuun, jossa taytyi
ratkaista salaperdinen MYST-ongelma mahdollisimman tehokkaasti. Pista
kilpailijat paremmuusjérjestykseen niiden aikavaativuusluokkien (O-
luokat) perusteella! Ohjelmien aikavaativuudet ovat seuraavat:
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missa € on vakio 0 < e < 1.

2. Laadi kielen L = {a™b™|n > 0} tunnistava pinoautomaatti sekd Turingin
kone. Mitka ovat koneiden aika- ja tilavaativuudet? Ovatko ne keskendin
vertailukelpoisia?

'Huom! CAT on kuvitteellinen ongelma, jota ei vield tunneta.



3. Méaérita seuraavan, kielen {ww®|w € {a,b}*} tunnistavan standardi-
mallisen Turingin koneen aikavaativuus pahimmassa tapauksessa sy6t-
teen pituuden n funktiona.

(Ohje: Pahimmat tapaukset koneen aikavaativuuden kannalta ovat sell-
aiset syotteet, jotka kuuluvat tunnistettavaan kieleen. Tarkastele, mon-
tako edestakaista “pyyhkiisyd” nauhallaan kone tarvitsee timanmuo-
toisen syotteen kisittelyyn, ja montako siirtoa kuhunkin pyyhkéisyyn
kuuluu.)
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4. (a) Osoita, ettd kaikki sddnnolliset kielet kuuluvat luokkaan
DTIME(n +1)

(b) Osoita, ettd kaikki kontekstittomat kielet kuuluvat luokkaan P.
(Vihje: Miten tehokkaita jisennysmenetelmis tunnet?)

5. Olkoon C miki tahansa kieliluokka (erityisesti kiinnostavia ovat luokat
C = NP, PSPACE, jne.). Sanotaan, etta kieli A on C-tiydellinen, jos
A kuuluu luokkaan C' ja miké tahansa kieli B € C' voidaan polynomis-
esti palauttaa A:ksi. (Merk. B<,,PA.) Miksi vaadimme, ettd palau-
tusfunktion aikavaatimus on polynominen? Miksei esim. riité, ettd sen
tilavaatimus olisi polynominen?

6. Todista seuraavat vaitteet:
a) Jos A on NP-tédydellinen kieli ja A € P, niin P = NP.



10.

b) Jos A on NP-tdydellinen kieli, B € NP ja A<,,?B, niin my6s B on
NP-taydellinen.

(Vihje: Polynomisten palautusten ominaisuudet.)

. Tieddmme, ettd epddeterministinen Turingin kone voidaan aina muun-

taa deterministiseksi. Miksei tdm4 riitd osoittamaan, ettd P = N P?

. Osoita, ettd luokka NP on suljettu yhdisteiden ja leikkausten suhteen!

(Vihje: Oleta, ettd meilld on epddeterministiset Turingin koneet M, ja
My, jotka tunnistavat kielet A ja B polynomisessa ajassa ja muodosta
vastaavat yhdiste- ja leikkauskoneet.) Luokan ei tiedeté olevan suljetun
komplementoinnin suhteen. Mihin vaikeuteen toérmitédin yritettiesséi
todistaa timé ominaisuus?

. Olet matkusteleva matemaatikko Paul Erdos, joka antaa luentoja ym-

pari maailmaa. Haluaisit suunnitella lyhimmén mahdollisen reitin kaikkien
yliopistojen kautta, vierailematta kuitenkaan useampaan kertaan samas-
sa kaupungissa. Sinulla on hyvin tehokas algoritmi, joka ratkaisee Hamil-
tonin kehd (HC) ongelman. Voitko hy6dyntaa algoritmiasi reitin suun-
nittelussa? Perustele!

(Vihje: Polynomiset palautukset. Tédydennd HC-verkkoon siitd puut-
tuvat kaaret, mutta anna niille niin suuret painot, ettei matemaatikon
reitti voi kulkea niiden kautta.)

Mika on suosikkisi N P-taydellisistd ongelmista? Missd kdytdnnon tilanteis-

sa voit tormata sithen?



