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Luku 0O

Johdanto

0.1 Kurssin esittely

3 (+17) ov:n pakollinen kurssi

e mahdollisesti 1 ov:n vapaaehtoinen “projektityd” laskennanvaativuudesta ja
NP-taydellisistd ongelmista

e Aihepiiri: laskennalliset ongelmat vs. vastaavat formaalit kielet ja ongelmien
ratkaisun mekaaniset mallit vs. kielen tunnistamiseen kiytettavat automaatit

e Taustatiedot: riittdvit matemaattiset perustiedot (lukion oppiméara sekd mie-
lellddn appro-tason matematiikan kursseja tai diskreetti matematiikka)

e Luennot: ma, ti 12-14 TD106

e Luennoija: Wilhelmiina Himaladinen
(whamalai@cs.joensuu.fi, vast.otto ke 14-15 )

Laskuharjoitukset

KE 14-16 B179 Roman Bednari (English group)
TO 14-16 B180 Wilhelmiina Hamé&l&inen
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Kurssin suoritus

Kolme vaihtoehtoista suoritustapaa:

1. Osallistumalla ongelmaldhtoiseen oppimiseen ja tekemilld laskuharjoituksia,
jolloin harjoituksista 25%, ongelmaraporteista 50% ja oppimispaivikirjasta
25% pisteista.

2. Tekemalld laskuharjoitukset ja osallistumalla kahteen vilikokeeseen, jolloin
harjoituksista 25% ja kokeista yht. 75% pisteisti.

3. Loppukokeella, jolloin arvosana méairdytyy yksinomaan koepisteisté.

Kurssimateriaali

e Ei yhtd virallista kurssikirjaa, mutta joukko suositeltavaa kirjallisuutta (ks.
alla)

e Luentokalvot kattavat kurssin padkohdat tiiviisti (ilmestyvét kurssin kotisivul-
le
http://www.cs.joensuu.fi/pages/whamalai/tepe/tepe.html)

e Suositeltavaa laatia omat muistiinpanot! Luentokalvot saa myos tekstitiedos-
tona, jolloin niitd voi kiyttdd runkona omalle materiaalilleen.

Kirjallisuutta

Orponen, P. Laskennan teoria, Helsingin yliopisto, Tietojenkésittelytieteen laitos.
(luentomoniste - hyvin selke, tiivis, melko matemaattinen)

Sipser, M. Introduction to the Theory of Computation. (Hauskalukuinen, mielen-
kiintoisia esimerkkeji ja tehtdvid, mutta paikoin lilan suppea.)

Hopcroft, J.E., Motwani, R., Ulman, J.D. Introduction to Automata Theo-
ry, Languages, and Computation. Addison-Wesley, 2001. (Varsin perusteelli-
nen, mutta asioita selitetty turhankin pitkdsti. Vanha painos on tiiviimpi ja
kattaa hyvin aihepiirin!)

Kinber, E., Smith, C. Theory of Computing. A Gentle Introduction. Prentice
Hall, 2001. (Hyvin havainnollinen, kiltti johdatus aiheeseen :)
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Lewis, H.R., Papadimitriou, C.H. Elements of the Theory of Computation,
Second Edition, Prentice-Hall, 1998. (Klassikko, pétevi ja perusteellinen, mut-
ta ainakin 1. painos aika matemaattinen.)

Wood, D. Theory of Computation, Harper & Row, 1987.

Sudkamp, T.A. Languages and Machines. An Introduction to the Theory of Com-

puter Science.

Kurssin sisalto

Tarkastellaan seuraavaa sarjakuvaa:
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e Tarina esittelee sarjan asteittain vaikenevia ongelmia sekd mekaanisia ratkai-

suyrityksia.

Ratkaisukone saa syotteendin ohjelmakoodin ts. merkkijonon ja antaa tulos-

teenaan tiedon siitd, onko syote hyviksytty vai hylatty.

Tehtdvané on siis ratkaista, onko annettu merkkijono kyseisen kieliopin mu-

kainen (kuuluuko se sdéntéjen méiritteleméin “kieleen”).

Ongelmat voidaan esittaéd hierarkiana:

1. Leksikaalinen analyysi: koostuuko merkkijono laillisista osista?

— kone, jolle annettu sdéntéjoukko (“kielioppi”), vain rajallinen muisti
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2. Lauserakenteiden tarkistus: koostuuko merkkijono liséksi laillisista lause-
rakenteista? (sisdkkaisten rakenteiden lukumé&érad ei ole rajoitettu)

— kone, jolle annettu sdantdjoukko seki rajaton pinomuisti
3. Ohjelman toiminnan simulointi testisyotteilla: miten toimii eri syotteilla?

— nyt koneen saama merkkijono koostuu sekd ohjelmakoodista ettd sen
testisyotteesta

— kone, jolle annettu sdédntojoukko seké rajaton tyonauha
4. Pysidhtymisongelma: pysihtyykoé ohjelma kaikilla syotteilla?

— Fi voida ratkaista mekaanisesti!



LUKU 0. JOHDANTO

e vastine Chomskyn kielihierarkia luonnollisille kielille

- ratkeamattomat ongelmat
tyyppi 0

rajoittamattomat esim. pysidhtymisongelma

tunnistus:

# —tapauksessa )

e tunnistus: RN

N
‘ Turing—kone + déreton _

ST eku.r suviset tydnauha (pysihtyy aina) .
/ kielet N

tyyppi 1
kontekstilliset kielet

Turing—kone +
adrell. tyonauha
tyyppi 2
kontekstittomat kielet
tunnistus:
pinQautomaatyi

luonnoll. kielet?

tyyppi 3
sdannolliset kielet

ddrelliset
kielet

Kuva 1: Chomskyn kielihierarkia tdydennettyni rekursiivisten kielten luokalla.

e tyyppi 3 sddnndlliset kielet (erikoistapaus dérelliset kielet)
e tyyppi 2 kontekstittomat kielet
e tyyppi 1 kontekstilliset kielet (koneella darellinen tyonauha)

e tyyppi 0 rajoittamattomat kielet = rekursiiviset kielet + rekursiivisesti nume-
roituvat kielet

e ulkopuolella ratkeamattomat ongelmat
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Alustava siséllysluettelo:

1. Johdanto

Kurssin esittely
Matemaattisten peruskisitteiden kertaus

Laskennalliset ongelmat ja ratkeavuus

2. Adsrelliset automaatit ja siasnnélliset kielet

Saannolliset lausekkeet ja kielet
Deterministiset darelliset automaatit
Adrellisen automaatin minimointi
Epéadeterministinen dérellinen automaatti

Saannollisten kielten rajoituksia

3. Kieliopit ja jasentdminen

Kontekstittomat kieliopit ja kielet
Rekursiivisesti etenevi jasentdminen
Attribuuttikieliopit

CYK-algoritmi

Pinoautomaatit

4. Turingin koneet ja rajoittamattomat kielet

Turingin koneet

laajennoksia: moniuraiset ja moninauhaiset koneet

epadeterministiset <-> deterministiset koneet

*Ekskursio: kontekstiset kielet ja luonnollisen kielen jisennys

koneiden itsetutkiskelu, universaalikoneet ja -kielet

*Ekskursio: mekaanisen laskettavuuden <-> inhimillisen paattelyn rajat
ratkeamattomat ongelmat

ongelmien vertailu ja palautus

5. Laskennan vaativuusteoriaa

Turingin koneiden aika- ja tilavaativuus
NP-taydellisyys
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0.2 Matemaattisia peruskasitteita

Tassa luvussa kerrataan lyhyesti joitain matemaattisista késitteitd kuten loogiset
symbolit, joukot, relaatiot ja funktiot, joukkojen numeroituvuus ja ylinumeroitu-
vuus sekd esitelladn hyodyllisid matemaattisia todistusmenetelmia.

0.2.1 Loogisia symboleita

Olkoon P ja Q) propositioita eli totuusarvoisia lauseita, jotka kuvaavat jonkin asian-
tilan. Esimerkiksi P="Kuu on juustoa”’, Q="Napoleon asuu Kuussa”. Talloin P:st4
ja @:sta voidaan muodostaa uusia, rakenteisia propositioita seuraavilla loogisilla
operaattoreilla:

Negaatio —P: P on epétosi (ohjelmointikielssd not P, ! P)

Disjunktio PV Q): joko P tai () on tosi (tai molemmat ovat tosia) (ohjelmoin-
tikielissa P or @, P||Q)

Konjunktio P A\ Q: sekd P ettd @ ovat tosia (P and @, P&&Q)

Implikaatio P = Q: "jos P, niin Q" (= PV Q)

FEkvivalenssi P < @: 7P jos ja vain jos @ (= (P = Q) A (Q = P))

93

Liséksi usein tarvitaan symboleita V (universaalikvanttori, ’kaikille”, "jokaiselle”) se-
kd 3 (eksistenssikvanttori, "on olemassa”, ”jollekin”). Esimerkiksi Vz, z € N ”jokaiselle
luonnolliselle luvulle x pétee...”, dz, x € N "jollekin luonnolliselle luvulle x pétee...”

0.2.2 Joukot

Joukko on kokoelma olioita eli joukon alkioita, esimerkiksi A = {a4,as, ..., a,} tai
Y ={a,b,c,...,z}. Merkitdan a; € A ("a; kuuluu joukkoon A”). Joukon erikoista-
paus on tyhji joukko (), joka ei sisdlld yhtddn alkiota. Perusjoukko on (asiayhtey-
destd riippuva) kokoelma oliota, joka on valittu tarkastelun kohteeksi, esimerkiksi
luonnolliset luvut N, reaaliluvut R, tai kirjainmerkit.

Joukkojen vililla voi vallita seuraavia suhteita:

e A on B:n osajoukko: AC B & Ve(x € A— z € B).
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e A on B:n aito osajoukko: AC B: AC BANA# B.

A:n ja B yhdiste: AUB = {z|z € AV x € B}.

A:n ja Bm leikkaus: AN B ={z|lz € ANz € B}.

A ja Bm erotus: A\ B = {z|lt € ANz ¢ B}.

Am komplementti perusjoukossa E: A= E \ A.

A:n ja B:n karteesinen tulo: A x B = {(z,y)|r € A Ay € B}, missd kukin
(z,y) on jarjestetty pari.

e joukon A potenssijoukko: P(A) = {X|X C A}.
esim. jos A = {a, b, c}, niin P(A) = {0, {a}, {0}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c},{a, b, c}}.

0.2.3 Relaatiot

Relaatio R kuvaa kahden (tai useamman) joukon alkioiden vililld vallitsevaa suh-
detta. Esimerkiksi joukkojen A ja B vilinen (binaéiri-)relaatio maaritelladn joukon
A x B osajoukkona:

R ={(a,b)la € ANb€ BAR(a,b)}.

Esimerkiksi olkoon A ja B luonnollisia lukuja ja R on seuraajarelaatio:
R(a,b), jos ja vain jos b= a + 1.

T4lloin relaatio koostuu pareista {(0,1),(1,2),(2,3),...}. Relaation R C A x B
kddnteisrelaatio R~ C B x A on relaatio

R = {(b,a)|(a,b) € R}.

0.2.4 Funktiot

Funktio on relaation erikoistapaus, joka liittdd annetun joukon jokaiseen alkioon
toisen annetun joukon méaratyn alkion. Maaritellaan funktio seuraavasti:

Maéaritelma 0.1 Olkoon f joukkojen A ja B wvdilinen relaatio f C A X B, joka
tayttid seuraavat kaksi ehtoa:
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N

=

Kuva 2: A=funktion maéérittelyjoukko, B=maalijoukko, f(A)=arvojoukko. f ei ole
injektio, koska x1 ja x2 kuvautuvat samalle pisteelle, eikd surjektio, koska kaikilla
B:n pisteilla ei ole alkukuvaa A:ssa.

1. (Madrittelyehto) Jokaista A:n alkiota x vastaa B:n alkio y eli

Ve e A3Jy € B (z,y) € f.

2. (Yksikasitteisyysehto) Jokaista A:n alkiota x vastaa vain yksi alkio y B:ssd eli

Vo € A,Vy,yo € B((z,41) € f A (2,92) € f = y1 = 1.

Talloin f on funktio eli kuvaus f : A — B mddrittelyjoukosta A maalijoukkoon
B(kuva 2).

Mikali funktio f kuvaa pisteen x € A pisteelle y € B, sanotaan y:td z:n kuvaks.
Merkitddn y = f(z) & < z,y >€ f. Jos C C A, niin joukko f(C) on C:n
kuvajoukko

f(C) ={f(z)|lz € C}.
Funktion f : A — B arvojoukko on méérittelyjoukon A kuvajoukko f(A).

Joukko f~!(D) on D:n alkukuva
f (D) = {zlf(2) € D},

missd f~! on f:n kiinteisrelaatio. Relaatio f~! on fm kddnteisfunktio eli kddnteis-
kuvaus, jos f~! tiyttiad funktion ehdot.



0.2. MATEMAATTISIA PERUSKASITTEITA 11

Funktioiden erikoistapauksia ovat injektio, surjektio ja bijektio, jotka maéritelladn
seuraavasti:

Funktio f : A — B on

e injektio, jos jokaisella arvojoukon kuva-alkiolla on vain yksi alkukuva eli

Vi, z9 € A(f(z1) = f(22) = 71 = 22).

e surjektio, jos jokaisella B:n alkiolla on alkukuva A:ssa eli

Yy € Bz € A(y = f(x)).

e bijektio, jos f on seki surjektio ettd injektio.
Huom! f on bijektio < f:114 on kdanteisfunktio.

e esim. 1. f:Z — Z*T U {0}, f(x) = |z| on surjektio, mutta ei injektio.
e esim. 2. f: ZT — Q, f(z) = = on injektio, mutta ei surjektio.

e esim. 3. f : Rt — R", f(x) = 22 on bijektio, jonka kiifinteiskuvaus on f(y) =

VY-

0.2.5 Numeroituvuus
Maéaritelma 0.2 Joukko X on numeroituva, jos

1. X on darellinen tas
2. On olemassa bijektio f : N — X, jolle
X ={f(n)ln € N}.
Intuitiivisesti ajatellen X :n alkiot voidaan siis jirjestdd ja indeksoida luonnollisilla

luvuilla: X = {xz¢, z1, z, ... }. Esimerkiksi parittomien luonnollisten lukujen joukko
X =1{1,3,5,...} on numeroituva, silld voidaan mééaritelld bijektio f : N — X

f(n) =2n+1.

Jos X ei ole numeroituva, se on ylinumeroituva. Esimerkiksi reaalilukujen joukko R
sekd luonnollisten lukujen joukon N potenssijoukko P(N) ovat ylinumeroituvia.
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Kuva 3: Esimerkiksi kokonaisluvut voidaan numeroida luonnollisilla luvuilla.

0.2.6 Todistusmenetelmia

Seuraavassa esitelladn joitain hyodyllisia todistusmenetelmié.

Matemaattinen induktio

Halutaan todistaa, ettid jokin viite P(n) pétee kaikille luonnollisille luvuille.
Viite todistetaan kahdessa osassa:

1. Perustapaus n = 0: Todistetaan, etta viite pétee tapauksessa P(0)

2. Induktioaskel: Todistetaan, etté kaikilla n P(n) — P(n+ 1)
Kohdista 1+2 seuraa, etté viite pétee kaikillan € N (P(0) pétee, josta saadaan
induktioaskeleella P(1), tasta puolestaan P(2) jne.) Induktioaskel todistetaan
yleensé induktio-oletuksen avulla:

e Oletetaan, ettd P(n) pitee kaikilla n < k.

e Osoitetaan viite tapauksessa n = k + 1.

Esimerkki 1 Viite: ¥;—"i = "22+"Vn >0
Todistus:

1. n=0%r,i=0=2H
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2. Induktio-oletus: 3k € N s.e. vdite pdtee kaikilla n < k

Tapausnzk—i—l:Ef;11i=1+2+3+...+k+(k+1)
Ol. mukaan X¥_ i = 23£ | joten

EfilliIkZ%k-l-(k-l-l):W#D

Episuora todistus (Todistus antiteesilli eli vastaviitteelld)
Halutaan todistaa viite ”jos P, niin Q”. Oletetaan P ja tehddin vastaviite —(Q).
Mikéili naistd voidaan johtaa ristiriita, on viite tosi.

e Idea: implikaatio P = @) tosi muulloin, paitsi kun P A —Q (P = Q =
(-PVQ)=-(PA-Q))

e Huom! Ei tiedetd, mika ristiriita halutaan johtaa!

Esimerkki 2 Olkoon U ddreton joukko ja S sen ddrellinen osajoukko ja T
S komplementti U :ssa.

Viite: T' on ddareton.
Todistus: Vastavdite: T on ddrellinen. Koska sekd S ja T ovat ddrellisid, on
myos U ddrellinen, mikd merkitsee ristiriitaa (U oli ddreton). O

Kuinka todistaisit vaitteen: "Maailmassa on vahintddn kaksi ihmisté, joilla on
yhtd monta hiusta pafdssdan”?

Kontrapositiolla todistaminen
Halutaan todistaa viite ”jos P, niin Q”. Todistetaan sen sijaan ekvivalentti
lause "jos ei Q, niin ei P” (P = Q = -Q = —P)

e Voidaan ajatella antiteesimenetelmén erikoistapauksena. Oletetaan P ja
=@ ja yritetddn johtaa =P — nyt siis tiedetddn, mika ristiriita halutaan
johtaa (P A —P).

Eksistenssi- ja universaalilauseiden todistuksesta
Muotoa ”On olemassa x € X, jolle patee...” ja "Kaikille X € X pétee...” olevat
viitteet voidaan joskus todistaa suoraan.

e Eksistenssilause 3z € X P(x): konstruoi téllainen z (arvaa, tuota, kek-
si generoiva algoritmi jne.) Huom! Osoitettava, ettd haluttu ominaisuus
my0s péatee!

e esim. viite "Himalajalla on vuori, joka on korkeampi kuin mikdin muu
vuori maailmassa.”

e Universaalilause Vo € X P(x): valitse mielivaltainen z X:sti ja osoita,
ettd sille patee haluttu ominaisuus P(X).
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e esim. Olk. S={z € R|(z*? —3z+2=0)}jaT ={z € Rl <z <2}
Viite: S =T.

Epatodeksi osoittaminen
Muotoa Vz € X P(z) olevien viitteiden osoittaminen epitodeksi on huomat-
tavasti helpompaa kuin oikeaksi todistaminen — riittd4 antaa yksikin vastaesi-
merkki joukosta X, jolla viite ei pade. Esimerkiksi viite "Kaikki linnut osaavat
lentdd” on epitosi, koska esimerkiksi pingviinit eivit osaa lentaa.
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2.4 *Ekskursio: Transfiniittiset ordinaaliluvut

Transfiniittiset ordinaali- eli jarjestysluvut tarkoittavat darettomia lukuja, joille silti
voidaan madaritelld jarjestys. Mm. David Hilbert, Georg Cantor, Kurt Godel ja Rudy
Rucker ovat tarkastelleet téllaisiin lukuihin liittyvid ongelmia.

w Omega

w eli Xy (alef-nolla) on suurin normaali jarjestysluku, ts. lukujonon 0,1, 2, 3, ... suurin
alkio limn. w voidaan méiéritelld seuraavasti: w on ensimméinen sellainen luku a,
jolle a + 1 = a. Esim. 1 + w=w, 2w = w.

w:lle voidaan kuitenkin méaaritelld toimivat yhteen- ja kertolasku uusien transfiniit-
tisten lukujen generoimiseksi. Sovitaan, ettd w+ 1= w:n seuraaja ja lim, ,,(w+n) =
w4+ w = 2w.

Nyt lim, ,,(w X 2 4+ n) = w x 3, lim,,_,,(w X n) = w X w = w?. Samoin saadaan

wd Wt w.

w? ja w¥ voidaan méiiritelld seuraavasti: w? on ensimmaiinen sellainen ordinaaliluku
a, jolle w + a = a ja w* on ensimméinen ordinaaliluku a, jolle w X ¢ = a. (Tama
voidaan jarkeilld seuraavasti: w X w® = Wt = w* koska 1+ w = w).

Huom! Transfiniittisten lukujen yhteen- ja kertolasku eivit ole vaihdannaisia! 14w =
w#w+1

¢p Epsilon-0

Vield suurempia lukuja saadaan konstruoimalla lukuja sisékkaisilla potenssiinkoro-
tuksilla ts. w** . Médritellisin ¢, ensimmaiiseksi ordinaaliluvuksi a, jolle w® = a. €
voidaan kuvailla parhaiten ottamalla kiyttoon tetraatio-operaatio *b (’b teroituna

a:han”), joka tarkoittaa b:n a-kertaista potenssia eli eksponetiaalipinoa b , jos-
sa b toistuu a kertaa. Tetraatio-operaatiolla saadaan nopeasti suuria lukuja, esim.
310 = 10mibardi ) 2, — @ 34 = ", Nyt €g =¥ w.

Vieldkin suurempia ordinaalilukuja saadaan sisdkkiisilla tetraatio-operaatioilla!
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N; Alef-1

N; on ensimmaéiinen ei-ordinaaliluku ts. Ni:std alkiosta koostuvaa joukkoa ei voi
mitenkddn jarjestdd numerojarjestykseen. Ni:n madritelma perustuu mahtavuuden
késitteeseen. Sanotaan, ettd joukot A ja B ovat yhtd mahtavia, jos on olemassa
bijektio f : A — B (ts. funktio on méiiritelty kaikille A:n alkioille ja jokaista
B alkiota vastaa tésmilleen yksi A:n alkio). Maaritellddn N; seuraavasti: 8; on
ensimmaéinen ordinaaliluku, joka on mahtavampi kuin w. Ts. ei ole olemassa mitdin
bijektiota, joka kuvaisi N; alkiota w:lle alkiolle.

Hilbertin hotelli

N;:n suuruus voidaan ymmartad Hilbertin hotellivertauksen avulla. Hilbertin hotel-
lissa on w huonetta, jotka on numeroitu luonnollisilla luvuilla 0, 1, 2, 3, .... Hilbertin
hotelli on sikili paradoksaalinen, ettd tdytyttyddnkin siithen mahtuu vield vieraita,
eikd kukaan joudu jakamaan huonettaan! Oletetaan esimerkiksi, ettd hotellissa on w
vierasta, yksi kussakin huoneessa, ja hotelliin saapuu vielé yksi vieras. Kuinka hénet
voidaan majoittaa? Helposti! Vieras sijoitetaan huoneeseen 0, joka saadaan tyhjak-
si siirtdmalld vieras 0 huoneeseen 1, joka puolestaan saadaan tyhjiksi sijoittamalla
vieras 1 huoneeseen 2 jne. Entépé jos hotelliin saapuu w:n matkailijan seurue? Nyt
voidaan sijoittaa ensimmadiset w vierasta parillisiin huoneisiin ja uudet w vierasta
parittomiin huoneisiin. Samoin voidaan sopivilla jirjestelyilld sijoittaa w?, w“ tai
jopa €y vierasta. Tdmén uskomattoman hotellin majoituskapasiteetilla on kuitenkin
raja — nimittdin N;. N; on ensimmaéinen sellainen luku, jonka suuruista matkusta-
jajoukkoa hotelliin ei saada mahtumaan milldén jarjestelylla.

Cantorin argumentti

Cantor osoitti v. 1873, ettd matemaattisessa avaruudessa on vihintdan N; pistetta.
(Yleisemmin tdmaé tulos ilmaistaan sanomalla, etta reaalilukujen joukko on ylinu-
meroituva). Sen sijaan ns. jatkumo-ongelma — onko matemaattisessa avaruudessa
kenties enemmaén kuin N; pistettd — on edelleen avoin ongelma. Cantorin todistuk-
sessaan kiyttdméa tekniikka (ns. Cantorin diagonaaliargumentti) on siksi nappéaré,
ettd esitimme idean seuraavaksi:

Viite: Reaalilujen joukko R on ylinumeroituva.

Todistus: Meidan riittdd tutkia jotain R:in osajoukkoa ja osoittaa, ettd se on yli-
numeroituva. Valitaan tutkittavaksi osavili |0, 1[ ja tehddén vastavéiite:
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Vastaviite: Vili |0, 1| on numeroituva. Toisin sanoen voimme numeroida kaikki reaa-
liluvut z, 0 < z < 1 luonnollisilla luvuilla. Olkoon luvun z jérjestysnumero r(z) (ts.
on bijektio r : ]0,1[— N). Oletetaan, ettd voisimme esittdd vélin |0, 1] reaaliluvut
ddrettomand matriisina M, jossa kutakin luonnollista lukua vastaa vélin reaaliluku
esitettynd ddrettomalla tarkkuudella. Matriisin alku voisi olla esim. seuraava:

r(1) : .141592...
r(2) : .333333...
r(3): .718281...
r(4) : .414213...
r(5) : .500000...

Muodostetaan nyt uusi reaaliluku seuraavasti: Luetaan matriisin diagonaalilla olevat
digitit jarjestyksessd ja vaihdetaan jokainen digitti joksikin toiseksi. Toisin sanoen
luvun desimaalikehitelmésséd .didaodsdy... i:s desimaali d; # M[i|[¢] (¢:nnen rivin i:s
desimaali). Luvun alku voisi siis olla esimerkiksi .02719.... Tdmé luku ei kuitenkaan
voi esiintyd matriisissa, silld se poikkeaa jokaisesta matriisin luvusta: 1. luvusta 1.
digitin osalta, 2. luvusta 2. digitin osalta, 3.luvusta 3. digitin osalta jne. Kaikki vilin
10, 1| reaaliluvut luettelevaa funktiota r ei siis voi olla olemassa!

(Huomaa, ettei auta, vaikka lisdisimmekin niin saamamme reaaliluvun matriisiin,
silld voisimme taas generoida samaan tapaan uuden reaaliluvun, joka ei esiinny
listassa.)
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gelmia. Muutenkin sopivaa oheislukemistoa kurssille!)
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2.5 Tehtavia lukuun 0

1. Ns. Kyyhkyslakkaperiaate (Pigeonhole Principle) sanoo: Jos kyyhkysia on
enemman kuin pesikoloja ja jokainen kyyhkynen lentdéd johonkin pesikoloon,
niin ainakin yhdessa kolossa on enemmaén kuin yksi kyyhkynen.

Kuinka kiy, jos pesikoloja on yhtd monta kuin luonnollisia lukuja ja kyyhkysia
yhtd monta kuin kokonaislukuja? Entd jos kyyhkysid on yhtd monta kuin
luonnollisia lukuja, mutta jokainen kyyhkynen yrittdd pesid jokaisen toisen
kyyhkysen kanssa eri pesissia? (Yhteen koloon mahtuu vain yksi pesi.)

2. Miten sijoittaisit w x w vierasta Hilbertin hotellin w:aan huoneeseen?

3. Hilbertin hotellin vieraskirjan jokaisella sivulla on vain &arellisen monta nimea
ja uusien vieraiden on kirjoitettava nimensi aina seuraavalle tyhjille riville.
Kuinka monta sivua kirjassa on oltava, jotta uusien vieraiden nimille olisi tilaa
(jirjestaméttd nimid uudelleen), niin kauan kuin vieraita voitaisiin sijoittaa
hotelliin (mahdollisesti jarjestdmalla uudelleen)?

4. Etsi virhe seuraavasta todistuksesta, jonka mukaan 2=1. Tarkastellaan yhta-
164 @ = b. Kerro molemmat puolet a:lla, jolloin saat a?> = ab. Vihenni b
molemmilta puolilta, jolloin saat a? —b? = ab— b?. Jaa kumpikin puoli tekijoi-
hin, (a —b)(a +b) = b(a — b), ja jaa (a — b):114, jolloin saat a + b = b. Lopuksi
oletetaan, ettd a ja b ovat 1, jolloin pitee 2 = 1.

5. Olkoon X joukko ja X:n koko n = |X|. Todista induktiolla, ettd X :n potens-
sijoukon koko on |P(X)| = 2".

6. Mité vikaa on seuraavassa induktiotodistuksessa, jonka mukaan kaikki kissat
ovat samanvarisia?

Olkoon 7 kissojen lukumééré. Jos n = 1, niin viite selvésti tosi (yksi kissa on
aina samanvéarinen, olipa véri miké tahansa). Oletetaan nyt, ettd mille tahan-
sa n:n kissan joukolle pitee, ettd kaikki kissat ovat samanvérisid. Tarkastel-
laan sitten n + 1:n kissan joukkoa. Valitsemalla néistd mitkd tahansa n kissaa
(jotka voidaan valita n + 1 eri tavalla) saadaan induktio-oletuksen perusteella
samanvaristen kissojen joukko. Siispé kaikki n + 1 kissaa ovat samanvarisi.

7. Todista seuraava viite: Jos juhlissa on n(n > 2) henkil64, niin vdhintdédn
kahdella henkil6lld on yhtd monta ystavaa juhlissa.

8. Todista kontrapositiolla: Jos ¢ on pariton kokonaisluku, niin yhtalslla n? +n —
¢ = 0 ei ole paritonta kokonaislukuratkaisua n:lle.
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Laskennalliset ongelmat

e Laskennallinen ongelma ~ mikd tahansa tehtdvi, joka voidaan mallintaa rat-
kaistavaksi digitaalisella tietokoneella.

Esimerkkeja: kokonaislukujen kertolasku, kirjastokortiston aakkostaminen, yri-
tyksen palkanlaskenta, yliopistollisen kurssin kurssitietojen yllapito.

e ongelman ratkaiseva ohjelma on sen yksi esitystapa

e yleisempi esitystapa helpottaa analysointia

2.1 Ongelma: MIU-jarjestelma

Kissastanian logiikakoulussa on tunnin aiheena MIU-jérjestelmé, jonka kaikki lauseet
koostuvat kolmesta kirjaimesta M, I ja U. Jérjestelméssd on vain yksi aksiooma
M. Uusia lauseita (teoreemoja) saa muodostaa edellisistd lauseista (aksioomiasta
tai teoreemoista) seuraavilla sdannéilla:

1. Jos merkkijonon viimeinen kirjain on I, saat lisatd U:n loppuun.

2. Jos sinulla on Mz (missd x voi olla mikd tahansa merkkijono, my6s tyhja
merkkijono), saat paitelld merkkijonon Mzzx.

3. Jos jossain merkkijonossa esiintyy I11, saat korvata sen U:lla.

4. Jos merkkijonossa esiintyy UU, sen saa pudottaa pois merkkijonosta.

19
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Sadntoja saa soveltaa vapaasti aina, kun ne sopivat aksioomaan tai jo johdettuihin
teoreemoihin, mutta mitddn muuta ei saa tehda (siksi jarjestelm#d kutsutaan for-
maaliksi).

Kissakoululaisten tehtéviané on johtaa aksioomasta MI teoreema MU. Osaatko suo-
rittaa paattelyn?!

MIU-jarjestelmaé voidaan siis ajatella erdinlaisena kissojen kielipelind. Kaytossa
on aakkosto ¥ = {M,I,U} ja kielioppi, jonka mukaan voidaan muodostaa sanoja.
Esitetdam sananmuodostussadnnot hieman formaalimmin:

Il — zU
My — Mzxx
xllly — xUy
xUUy — xy,

missd z ja y voivat olla mitdtahansa merkkijonoja (my6s tyhja merkkijono).

Tarkastellaan aakkoston kaikkien mahdollisten merkkijonojen joukkoa 3*, joka koos-
tuu  merkkijonoista {e, M, I,U MM, MI, MU, IM,I1I,IU, UM,UI,UU, MMM,
MMI,MMU, MIM,...}. Nyt voidaan esittaa erilaisia kysymyksié aakkoston merk-
kijonoista. Esim. ongelma 7 (z): "Mitd merkkijonoja voit tuottaa annetusta merkki-
jonosta x jarjestelmén saannoilla?” tai mo(x): "Voitko tuottaa merkkijonon x MI:sté
jarjestelmén sdannoilla?” Ensimmaéisen kysymyksen vastaus on joukko merkkijono-
ja, itse asiassa X*:n osajoukko (tai mahdollisesti tyhja joukko), kun taas jalkim-
méisen kysymyksen vastaus on "Kylld” tai "Ei”. Téllaisia kylld/ei-ongelmia kutsu-
taan pddtésongelmiksi. Formaalisti voidaan mééritelld paatosongelma 7 kuvauksena
7 X* — {0,1}. Se liittd4 siis jokaiseen aakkoston merkkijonoon joko vastauksen 1
tai 0.

Toisaalta voimme kysyéd, mitd kaikkia 3*:n merkkijonoja péddtosongelma 74 hy-
viksyy? (T.s. mille z w(z) = 1 tai kiiéinteisrelaatio 7='(1) = z?) Vastausjoukkoa
A kutsutaan formaaliksi kieleksi ja vastaavaa padtosongelmaa 74 kielen A tunnis-
tusongelmaksi.

Tehtavi: Mista sanoista seuraavat kielet koostuvat?

e Kaikki M:sta johdettavat merkkijonot.
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o Kaikki U:sta johdettavat merkkijonot.

e Kaikki MU:sta johdettavat merkkijonot.

(MIU-jarjestelmén idea on alkujaan Hofstadterin kirjassa Godel, Escher, Bach.)

2.2 Formalisointi

e ongelmalla potentiaalisesti déareton joukko tapauksia (“syGtteitd”)

e ongelman ratkaisu on algoritmi, joka liittda kuhunkin tapaukseen sen oikean
vastauksen (“tulosteen”).

e esim. kokonaislukujen kertolaskuongelma

— tapaukset: kaikki mahdolliset kokonaislukuparit
— annettuun tapaukseen liittyva vastaus: lukuparin tulo

— ongelman ratkaisu: miké tahansa yleinen kertolaskualgoritmi.
e kunkin yksittdisen tapauksen ja sen vastauksen oltava ddarellisesti esitettdvid.

e Laskennallinen ongelma = kuvaus ddrellisesti esitettavien tapausten joukosta
darellisesti esitettdavien vastausten joukkoon

Adrellinen esitys

e kaikki tietokoneen kisittelema tieto on viime kidessd voitava koodata bittijo-
noiksi.

e luontevaa sallia koodaukseen kiytettdvin myds muita merkkejd kuin 0 ja 1
(muut merkit voidaan tietenkin tarvittaessa edelleen esittdd bittijonoina).

e Maiir. “darellinen esitys” = jonkin aakkoston merkkijono.

e esim. em. kertolaskun syote (kaksi kokonaislukua) voitaisiin esittaa merkkijo-
nona r#y tai mul(z,y), missi x ja y ovat kokonaislukujen merkkijonoesitykset
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Merkkijonoihin liittyvia peruskisitteita ja merkintoja

e Aakkosto on airellinen, epatyhji joukko alkeismerkkejd t. symboleita. esim.
binddriaakkosto {0,1} ja latinalainen aakkosto {AB, ... Z}.

e Merkkijono on &irellinen jarjestetty jono jonkin aakkoston merkkeji. Esim.
“01001” ja “000” ovat binddriaakkoston merkkijonoja, ja “LTE” ja “XYZZY”
ovat latinalaisen aakkoston merkkijonoja.

e Merkkijonon z pituus on siihen siséltyvien merkkien méérd. Merk. |z|. Esim.

01001 = [XYZZY| =5,  |000| = |OTE| = 3.

e Tyhja merkkijonon e pituus on |e| = 0.
e Merkkijonojen vilinen perusoperaatio on katenaatio eli jonojen perdkkiin kir-
joittaminen. (Katenaation operaatiomerkkiné kiytetddn joskus selkeyden li-

sdamiseksi symbolia ~.) Esimerkkejé:

(i) KALATKUKKO = KALAKUKKO;

)
(i) jos x = 00 ja y = 11, niin zy = 0011 ja yz = 1100;
(iii) kaikilla z on ze = ex = x;

)

(iv) kaikilla z, y on |zy| = |z| + |y|.

e Aakkoston ¥ kaikkien merkkijonojen joukko on ¥*. Esim. ¥ = {0,1}, ¥* =
{€,0,1,00,01,10,...}.

Paitosongelmat ja formaalit kielet
e yleisesti laskennallinen ongelma 7 on kuvaus
w3 — I
missd X ja ' ovat aakkostoja

e piaitosongelmat ovat tarked laskennallisten ongelmien aliluokka, jossa kunkin

(19522

ongelman tapauksen vastaus on “kylld” tai “ei

e formaalisti ongelma on muotoa 7 : ¥* — {0, 1}.
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e esimerkiksi padtosongelma “onko annettu luku alkuluku?” voidaan esittaéd aak-
koston ¥ = {0,1,2,...,9} kuvauksena

¥ — {0,1},

r(z) = 1, jos x on alkuluku;
1 0, jos z eiole alkuluku.

e Jokaista padtosongelmaa 7 : 3* — {0, 1} vastaa merkkijonojoukko
A ={z € X* | w(z) =1},
so. niiden ongelman tapausten joukko, joihin vastaus on “kylla”
e jokaista merkkijonojoukkoa A C ¥* vastaa padtosongelma

1, josz € A;

ma s 25— {0,1}, WA(x):{O, jos x ¢ A.

e aakkoston X (formaali) kieli (engl. formal language) = mielivaltainen merkki-
jonojoukko A C ¥*

e kielen A tunnistusongelma (engl. recognition problem) = merkkijonojoukkoon
liittyvé padtosongelmaa 4

e ts. formaali kieli padtosongelma
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2.3 Laskennallisten ongelmien ratkeavuus

e sanotaan, ettd ohjelma P ratkaisee laskentaongelman 7, jos kullakin syotteelld
x ohjelma P laskee ja tulostaa arvon 7(z).

e Voidaanko kaikki mahdolliset laskentaongelmat ratkaista ohjelmilla?

e Osoittautuu, ettei voida, silld kaikkien merkkijonojen (milld tahansa ohjel-
mointikielelld mahdollisten ohjelmien) joukko on numeroituva, mutta kaik-
kien péidtésongelmien joukko on ylinumeroituva (X; vierasta ei voi majoittaa
w:aan huoneeseen).

e Laskentaongelmia on siis tietyssd mielessid “enemmén” kuin niiden mahdollisia
ratkaisuja, ja siksi milldan ohjelmointikielelld er voida laatia ratkaisuja kaikille
laskentaongelmille.

Lause 1 Minki tahansa aakkoston ¥ merkkijonojen joukko ¥* on numeroituvasti
aareton.

Todistus: Olkoon ¥ = {ay, as, ..., a, }. Kiinnitetdin merkeille "aakkosjarjestys”, esim.
a < ag < ... < Q.

Joukon ¥* merkkijonot voidaan jérjestaa seuraavasti (kanoniseen jirjestykseen):

1. ensin luetellaan 0:n mittaiset merkkijonot (= €), sitten 1:n mittaiset (= a1, as, . . .

sitten 2:n mittaiset jne.;

2. kunkin pituusryhmén sisilld merkkijonot luetellaan aakkosjarjestyksessa.

e jokaiseen luonnolliseen lukuun n voidaan siis liittd4 ¥*:n merkkijono ja pain-
vastoin — X* on numeroituva.
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Vaadittu bijektio f : N — ¥X* on:

n+1
n+2

2n
2n+1

3n
n?+n

n?+n+1
n?+n+2

111

111

SN

111

a1

a2

Unp,
a a1

a1a2

a10p,

G201

Aoy,

a'nan
ai1a1aq

a1a1az

O
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Lause 2 Minki tahansa aakkoston ¥ padtosongelmien joukko on ylinumeroituva.

*Todistus: (Cantorin diagonaaliargumentti.)

Merkitddn kaikkien Y:n padtosongelmien kokoelmaa II:114:

Il = {m | 7 on kuvaus ¥* — {0,1}}.

Vastaviite: Oletetaan, ettd II on numeroituva, so. on olemassa numerointi

II = {7T0,7T1,7T2,...}.

Olkoot ¥*:n merkkijonot kanonisessa jirjestyksessé lueteltuina xg, 1, o, .. ..

Muodostetaan uusi padtosongelma 7:

.95 = {0,1}, 7

() :{ 1, jos mi(z;)

0, jos mi(x;)



26 LUKU 2. LASKENNALLISET ONGELMAT

Koska 7 € Il niin 7 = 7 jollakin £ € N.
Talloin

. |1, jos mp(zk) =
Tloe) = { 0, jos mp(wk) =

N X

(k)
(k)

RISTIRIITA. Siis oletus, ettd joukko II on numeroituva, on vaari. o

0;
1.

>

\ o T T2 73

—

0
| 0 A4 0 0
0
|1 1 41

23] 0 0 0 P

e Kiy kuin Valehtelijan paradoksissa! ("Puhuuko x totta, jos x sanoo: 'Miné
valehtelen’ ?”)

e kaikista laskentaongelmista voidaan esimerkiksi C-ohjelmilla ratkaista vain ha-
vidvin pieni osa: ylinumeroituvan joukon numeroituva osajoukko.

e sama pitee kaikilla ohjelmointikielilld, silld kaikki “riittdvin vahvat” ohjel-
mointikielet méérittavit tdsmélleen saman ratkeavien ongelmien luokan (ns.
Churchin—Turingin teesi).

e useimmat laskennalliset ongelmat ovat absoluuttisesti ratkeamattomia.

e ratkeamattomat ongelmat késittdvit myos mielenkiintoisia/kiytannollisid on-
gelmia

e esim. pysdhtymisongelma: annettu ohjelma P ja sen syote x; padteltiava py-
sahtyykoé P:n laskenta syotteelld x, vai jadko se ikuiseen silmukkaan.
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2.4 Ekskursio: pysahtymisongelman ratkeamattomuus

Pysiahtymisongelman C-tulkinta on: “Ei ole olemassa totaalista (aina pysahtyvai)
C-ohjelmaa, joka ratkaisisi, pysdahtyyko annettu C-ohjelma P annetulla syotteelld

w”.

Oletetaan, etté voitaisiin kirjoittaa totaalinen C-funktio
int H (char *p, char *w),

joka saa arvon 1, jos merkkijonoparametrin p esittdma funktio pysdhtyy syotteellda
w, ja 0 muuten. Kirjoitetaan tdmén perusteella toinen C-funktio H:

void H (char *p){
if H(p,p) while (1) ;
}

Merkitéén edelld kuvattua funktion H ohjelmatekstii h:lla ja tarkastellaan funktion
H laskentaa talld omalla kuvauksellaaan. Saadaan ristiriita:

A A~

H(h) pysihtyy < H(h,h)=0 < H(h) ei pysihdy.

Ristiriidasta seuraa, etti oletettua totaalista pysdhtymisentestausohjelmaa H ei voi
olla olemassa.
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2.5 Liite: Vakiintuneita merkintatapoja

e Aakkostot: X, ', ... (isoja kreikkalaisia kirjaimia).
esim. bindariaakkosto ¥ = {0, 1}.

e Aakkoston koko (tai yleisemmin joukon mahtavuus): ||

e Alkeismerkit: a, b, ¢, ... (pienid alkupaén latinalaisia kirjaimia).
esim. olkoon ¥ = {ay,... ,a,} aakkosto; talloin |X| = n.
e Merkkijonot: u, v, w, x, y, ... (pienid loppupéén latinalaisia kirjaimia).

e Merkkijonojen katenaatio: "y tai vain zy.

e Merkkijonon pituus: |z|. Esimerkkejd:
(i) labe| = 3;
(ii) olkoon £ = ay ... am, Yy = by ...by; tilloin |zy| = m + n.

e Tyhja merkkijono: e.

e Merkkijono, jossa on n kappaletta merkkii a: a”. Esimerkkejd:
(i) a" =ga...a;
—
o n kpl
(i) |a'bick| =i+ + k.

e Merkkijonon z toisto k kertaa: z*. Esimerkkeji:
(i) (ab)? = abab;
(i) [2*| = kla].

e Aakkoston ¥ kaikkien merkkijonojen joukko: >*.
FEsimerkki: {a,b}* = {¢, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, . .. }.
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2.6 Tehtavia lukuun 1

1. Lue satu paatosongelmista
http://www.cs.joensuu.fi/pages/whamalai/tepe/satu.html ja tdydennd
se loppuun!

2. Tarkastellaan taas Kissastanian logiikkakoulua. Tall4 kertaa tunnin aiheena on
hieman monimutkaisempi MIAU-jarjestelmé, joka koostuu seuraavista sdan-
noista:
xUAx — xAUy
xUUx — xIUy
x — MxM
x — xUI

XX — X
xI — xUA,

missd z ja y voivat olla mitdtahansa merkkijonoja.

Tehtévinid on osoittaa, ettd tyhjdstdkin (merkkijonosta) voi syntyd kunnon
naukaisu (MIAU) jérjestelmén sddnnoilla!

3. Tarkastellaan aakkostoa ¥ = {m,i,u}. Méaéaritelliin aakkoston “potenssit”
seuraavasti:
Y0 = {€} (tyhja merkkijono)
YL =% x ©F = {az|a € T ja x € ZF}.
Esim. ' = {m,i,u}, ¥% = {mm, mi, mu, im, i1, iv, um, ui, vu}. Montako al-
kiota ("sanaa”) on ¥":ssd? Entd montako sanaa on koko kielessd ¥* = | J,_,>?



Luku 3

Saannolliset kielet ja aarelliset
automaatit

Tuumasin taimeen... l

Na nil= kowe |
K&y pis toimeen.

Listas50, on kol
mewkijonet 5 jaide,
koodifie. g, olla,

e Ohjelmointikielten muuttujat, vakiot jne. ovat tietynmuotoisia, ohjelmointi-
kielen syntaksin (“oikeankirjoitusopin”) mukaisia. Esim. 0.123 on luku, mutta
0.1.2.3 ei ole. Miten voidaan tunnistaa tdsmilleen oikeanmuotoiset merkkijo-
not?

e Ongelma voidaan ratkaista sddnnollisten kielten ja ddrellisten automaattien
avulla

e UNIXissa on kisky grep, jolla voidaan etsia tekstistd hahmoja. Esim. grep [A-Z][a-z]*[0-9] te
etsii tiedostosta teksti rivit, joilla on méarittelyn muotoisia sanoja: ensin suu-
ri kirjain, sitten mielivaltainen mééra pienid kirjaimia ja lopuksi numero. grep

31
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etsii nimenomaan sdanndéllisia lausekkeita, joihin tutustumme tassi luvussa,
ja onkin lyhenne sanoista “Global search for Regular Expression and Print”

3.1 Saannolliset lausekkeet ja kielet

e Esim. Hyviksy merkkijonot, joissa esiintyy sana “kissa”. Ts. merkkijonot ovat
muotoa

[0 tai useampia kirjaimialkissa[0 tai useampia kirjaimial
e Esim. Etsi tekstitiedostosta osoitteita, jotka ovat muotoa

[zkatu tai ztie |[numero] [mahd. rapun kirjain]
[mahd. asunnonnumero|[postinumero|[kunnan nimi

e Kuinka esittdd kompaktisti sallitut merkkijonot (ts. kuvata kieli, jonka tun-
nistusohjelma hyviksyy)?

e Madritellddn avuksi kolme operaatiota kielten yhdistdmiseen: Olkoot A ja B
aakkoston . kielid. Talloin

— A:n ja B:n yhdiste on kieli

AUB={zx e ¥ |z € Ataiz € B}

— A ja B tulo on kieli

AB={zye ¥ |z € A, y€ B}

— A potenssit A¥, k > 0, miiritelldin iteratiivisesti:

A = {e},
AP = AAF
= {z1..24 |z, €A Vi=1,... k} (k>1)

A:n sulkeuma on kieli

A* = GAIC
k=0

= {$1$k|k20, .T,'EA Vlzl,,k}
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e Mddritelma: Aakkoston Y sddnnolliset lausekkeet (engl. regular expression)
madritelldén induktiivisesti sdannoilla:
(i) @ ja € ovat X:n siadnnollisia lausekkeita;

(ii) @ on X:n sédnnollinen lauseke kaikilla a € X;

(iii) jos 7 ja s ovat X:n sdannollisid lausekkeita,
niin (rUs), (rs) ja r™* ovat Y sianndllisi lausekkeita;

(iv) muita X:n sédénnollisid lausekkeita ei ole

e Kukin X:n séénnollinen lauseke r kuvaa kielen L(r):

) L(0) =

i) L(e) = {6}

iii) L(a) = {a} kaikilla a € ¥;
iv) L((rUs)) = L(r) U L(s);
v) L((rs)) = L(r)L(s);

vi) L(r*) = (L(r))"

e Aakkoston {a, b} sddannollisid lausekkeita:

(i
(
(
(
(
(

ri = ((ab)b), ry= (ab)™,

= (ab™), 7= (a(bU (bb)))*.

Lausekkeiden kuvaamat kielet:

L(r) = ({a}{b}){b} = {ab}{b} = {abb};
L(ry) = {ab}* = {¢, ab, abab, ababab, ...}

= {(ab)" i >0};
L(r3) = {a}({b})" = {a,ab, abdb,abbb, ...}

= {ab' |i>0};
L(rs) = ({a}{b,bb})" = {ab, abb}"

= {e¢,ab, abb, abab, ababb, . ..}

{z € {a,b}" | kutakin a-kirjainta x:ssi

seuraa 1 tai 2 b-kirjainta }

e Sulkumerkkien vihentadmissadntoja:
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— Operaattoreiden prioriteetti:
* - . - U

— Yhdiste- ja tulo-operaatioiden assosiatiivisuus:

L(((rus)Ut)) = L((ru(sUt)))
L(((rs)t)) = L((r(st)))

= perakkaisid yhdisteitd ja tuloja ei tarvitse suluttaa

— Kiytetdan tavallisia kirjasimia, mikéli sekaannuksen vaaraa merkkijonoi-
hin ei ole.
Yksinkertaisemmin siis:

r1=abb, 1o = (ab)*, r3=ab*, rys= (a(bUbb))

e Madaritelmd: Kieli on sddnnollinen, jos se voidaan kuvata sdannolliselld lausek-
keella

e Esim. Olkoon aakkosto ¥ = {a, b, c, ..., }. Hyviksytdin merkkijonot, jotka ovat
muotoa

[*kissal™®,
missé [ on lyhenne lausekkeelle [ = (aUbU ... Ud) (ts. I* € %)

e Esim. 2: Olkoon ¥ = {A, B, ..., ,q,b,...,,0,1,2,...,9}. Osoite on muotoa

(LI™)(katu U tie )dd™ (1 U €)(dd™ U €) ddddd LI*,

misséd d on lyhenne lausekkeelle

d=(0UlU..U9)

ja L on lyhenne lausekkeelle

l=(AUBU..UO).

e Esim. 3 C-kielen etumerkittomét liukuluvut (float, double, long double) maa-
ritellddn seuraavasti:

— (kokonaisosa).(desimaaliosa) (e tai E) [+ tai —] (eksponetti) [suffiksi]
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— kokonaisosa ja desimaaliosa koostuvat digiteisté
— joko kokonaisosa tai desimaaliosa voi puuttua (mutta eivit molemmat)

— joko (i) desimaalipiste tai (ii) (e tai E) ja eksponentti voivat puuttua
(mutta eivit molemmat)

— suffiksi: F tai f: float, L tai l: long double, muuten double

e Btumerkittomat liukuluvut tunnistava kieli voidaan méaritella sdannollisella
lausekkeella (ilman suffikseja):

number = (d*.d* U.d")(eU ((eU E)(+U—Ue€)d")) U
dt(eUE)(+U—-Ue)d"

Vai? number = d*(.dd*)U
d*(.dd*Ue)(EUe)(+U—Ue)dd*U

dd*(EUe)(+ U — Ue)dd*

e Kieleen kuuluvat esim. seuraavat merkkijonot: 12., .12, 1.2, 1.2E3, 1.2e3, 1.2E-
3,1E2, 1e23

3.1.1 Saannollisten lausekkeiden sieventaminen

o Sadnnollisilla kielilld on yleensd useita vaihtoehtoisia kuvauksia, esim.:
¥ = L((aUb)¥)

L((a"b%)")
= L(a"b* U (aUb)"ba(a U b)¥).

Mddritelmd: Saannolliset lausekkeet r ja s ovat ekvivalentit, merk. r = s, jos
L(r) = L(s)

Lisaksi merkitdén r C s tarkoittamaan L(r) C L(s)

Lausekkeen sieventdminen = “yksinkertaisimman” ekvivalentin lausekkeen maa-
rittdminen

Huom: Usein merkitdan r* = rr* = r*r
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3.1.2 Sievennyssaantoja

rUr = r (mutta rr #r, kun r # (), €)
rU(sUt) = (rUs)ut
r(st) = (rs)t
rUs = sur
r(sUt) = rsurt
(rus)t = rtUst
0* = e
Or = O (mutta@Ur=r)
er = r (mutta eUr #r, kun r # ¢)
= r'rUe=r"Ue
rt o= (rue”
() =

e Lisiksi patee padttelysdanto:
Jos r =rsUt, niin r = ts*, kun € ¢ L(s)
e L(r)=L(s) & L(r) CL(s)ANL(s) CL(r)elir=s<rCsAsCr
e Esim. ylla:
1. (aUb) C (a*b*) = (aUb)* C (a*b*)*
2. ((a*b*)*) C a*b* U (a Ub)*ba(a U b)*):

— jos muotoa a*b*, niin selva

— muuten sisiltda osajonon ba

3. a*b* U (a U b)*ba(a U b)*) C (aU b)*, silli (a U b)* kuvaa kaikki ¥:n
merkkijonot

e Voidaan todistaa (todistus sivuutetaan): Jos L ja M ovat sddnnollisid kieli,

myos
1. LNM
2. L=Y*\L

3. L? = {w®|lw € L}

ovat sdannollisia
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Harjoituksia saannollisista lausekkeista

1. UNIX:in egrep-komennolla (extended grep) voi etsié tekstistd hahmoja, jotka
on midritelty sdannollisind lausekkeina. egrepin perussyntaksi on seuraava:
egrep <lauseke> <tiedosto>, missd lauseke voi olla

hakasuluissa lista merkkejd, esim. [abcd]: miké tahansa merkeista a, b, ¢, d

(lauseke)(lauseke): kahden lausekkeen katenaatio

(lausekel)|(lauseke2): joko lausekel tai lauseke2

(lauseke)x: lauseke toistuu 0 kertaa tai useampia kertoja (sulkeuma)

\b: tyhjd merkki sanan reunassa \B: tyhja merkki sanan keskelld

Huom! Lauseke kannattaa laittaa hipsuihin ('lauseke’). Lisda tietoa komen-
nolla man egrep.

Testaa egrep-komentoa! Voit kiiyttaa syotetiedostona mitatahansa (C-)ohjelmakoodia,
esim. kotisivun tiedostoa esim.c.

Millaisia hahmoja etsivit seuraavat komennot:
egrep '[1]*’

egrep ’[1][0]

egrep ’[1]|[0]"

2. Millaisella egrep-komennolla 16ydét seuraavat rivit:
a) Rivit, joilla on numeroita
b) Rivit, joilla esiintyy sana while tai for
¢) Rivit, joilla esiintyy numero 10
d) Rivit, joilla esiintyy kokonaislukuja. (Huom! Komentosi ei siis saa hyviksya
desimaalilukuja.)

3. Tarkastellaan seuraavia aakkoston ¥ = {a, b} kielid. Anna kustakin kielestd
kaksi merkkijonoa, jotka kuuluvat kieleen, ja kaksi, jotka eiviat kuulu kieleen!
) *b*
a(ba)"b
*uUb*
aa)*
Ua)b

b)
c)
d)
e)
f) *aX*aX*aX"

(a
(e
E*
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Mita merkkijonoja kuuluu seuraavaan lausekkeen kuvaamaan kieleen?
(cUhUmUr)at((cUt)aU (sUt)o)ught(m Ul Utw Ur)ice

. Kuinka méérittelet sidnnollisen lausekkeen, jolla 16ydét tietoa lumimyrskysta?

Huomaa, ettd ilmaisu voi esiintyd myo0s taipuneena (sanavartalo ei onneksi
taivu) tai yhdistettynd, esim. "lumi- ja ukkosmyrskyvaroitus”.

Mitd merkkijonoja kuuluu kieleen L((*)? Enta L(e*)?

Etsi lyhin merkkijono, joka kuuluu seuraavan lausekkeen kuvaamaan kieleen!

a) a*(bU abb)b*b
b) a*b*b(a U (ab)*)*b*
¢) (aUab)(a* U ab)*b

Muodosta seuraavia kielid vastaavat sddnnolliset lausekkeet:

a) {w € {a, b}*|w:n kolmanneksi viimeinen merkki on a}

b) {w € {a, b}*|w sisiltad joko merkkijonon ab tai ba}

c¢) {w € {a,b}*|w siséltad merkkijonon aba mutta ei merkkijonoa bab}

Muodosta seuraavia kielid vastaavat sadnnolliset lausekkeet:

a) {w € {a, b}*|w sisdltdd parillisen maaran merkkia a}

b) {w € {a,b}*|w:mn pituus on pariton}

¢) {w € {a, b}*|w:n sisdltdmien b-merkkien lukuméaéra on kolmella jaollinen}

Esitd yksikertaisemmassa muodossa seuraavat lausekkeet! (s.e. ne yhd gene-
roivat saman kielen!)

a) (OUlU0lUI11)*

b) (0* U 10*)*

¢) 1*(011%)* U 1*(011*)*0



3.2. AARELLISET AUTOMAATIT 39

3.2 Adsrelliset automaatit

e Ongelma: Kahviautomaatti, joka ei anna vaihtorahaa, hyviksyy vain 50 sentin
ja yhden euron kolikoita ja minimimaksu on 2 euroa. Millaisia sy0tejonoja
kahviautomaatti hyviksyy?

e Kelvollisia sytejonoja ovat esim. seuraavat (yksikkoné snt):
50 + 50 + 50 + 50
100 + 100
50 4+ 100 +100
100 + 50 + 50 + 100

e Ts. kahviautomaatti hyviksyy syotejonot, jotka ovat muotoa

1 euro + 1 euro +
[0 tai useampia 50 sentin tai 1 euron kolikoital

tai

1 euro + 50 senttid +
[1 tai useampia 50 sentin tai 1 euron kolikoita]

tal

50 senttid + 1 euro +
[1 tai useampia 50 sentin tai 1 euron kolikoital

tai

50 senttid + 50 senttid + 1 euro +
[0 tai useampia 50 sentin tai 1 euron kolikoital

tal

50 senttid + 50 senttid + 50 senttid +
[1 tai useampia 50 sentin tai 1 euron kolikoital

e Kahviautomaatin toiminta voidaan kuvata ddrellisend automaattina

e Automaatin syotteitd ovat 50 sentin ja 1 euron kolikot ja automaatti hyviksyy
“syotejonon”, jos siihen sisdltyvien rahojen summa on vahintdan 2 euro
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e Automaatti voidaan esittaa tilasiirtymdkaaviona

3.2.1 Adsrellisen automaatin esitys
e tilasiirtymékaavio

e tilasiirtymétaulukko

50 snt | 1 euro
— Qo q1 Q2

q1 q2 g3
q2 g3 g4
g3 q4 g4

<~ Qs g4 q4

e FEsimerkki: C-kielen mukaisen etumerkittoman liukuluvun tunnistava auto-
maatti:
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— Tilasiirtyméataulukkona:

d| . |Ee|+,—
— Qo | Q1| Q
g1 491|143 | 44
g2 | 43
< 3|43 q4
g4 | 96 g5
gs | 96
< Qs | Gs

Tassa d = {0,1,...,9}. Taulukon puuttuvat kohdet on virhetila “Error”,
jota kiytdnnossa jatetddn merkitsemétti selkeyden takia
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— Ohjelmana:

int IsDigit(char ¢); /* palauttaa 1, jos ¢ on numero, 0 muuten */

int =0
char ¢ while ( (¢ = fgetc(stdin))!=EOF )
{
switch ( ¢ )
{
case 0: if (IsDigit(c) ) ¢ = 1;
else if (c==""") ¢ = 2 else ¢ = 99;
break;
case 1: if (IsDigit(c) ) ¢ = 1;
else if (c==""") ¢=3;
else if (c=="¢’ || c=="E’) q=4; else ¢=99;
break;
case 2: if (IsDigit(c)) ¢=3; else ¢=99;
break;
case 3: if (IsDigit(c)) ¢=3;
else if (c=="¢’ || c=="E’) ¢ = 4 else ¢ = 99;
break;
case 4: if (IsDigit(c)) ¢=6;
else if (c=="+4" || c=="-") ¢ =5 else ¢ = 99;
break;
case b: if (IsDigit(c)) ¢=6; else ¢ = 99;
break;
case 6: if (IsDigit(c)) g=6; else ¢ = 99;
break;
case 99: break;

}

if (¢g==3|| ¢ ==6) printf("luku OK!");
else printf("Virheellinen luku");

e Ajrellisen automaatin pohjalta laadittuun ohjelmaan voidaan liitt#s myos se-
manttisia toimintoja

e Esim. Etumerkillisen kokonaisluvun tunnistaminen
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T
(o= ()——ED)

e Vastaava ohjelma, joka lisidksi evaluoi luvun arvon:
int IsDigit(char ¢); /* palauttaa 1, jos ¢ on numero, 0 muuten */

int g =0
char ¢ int sign = 1; int val = 0; while ( (¢ = fgetc(stdin))!=EOF )
{
switch ( ¢ )
{
case 0: if (c=="+" || c=="-") {
q=1;
if (¢=="-") sign = —1;
}
else if (IsDigit(c) {
q=2;
val = ¢ —"'0;
}
break;
case 1: if (IsDigit(c) {
q=2;
val = ¢ =" 0';
}
else g=99;
break;
case 2: if (IsDigit(c)) {
q=2;
val = 10 x val + (¢ =" 0');
}
else ¢=99;
break;
case 99: break;

}
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}

if ( ¢ == 2) printf("luvun arvo on %d”, sgn * val);
else printf(”Virheellinen luku”);

3.2.2 Adrellisen automaatin formaali miirittely

n o fuld]

syGtenauha: i
nauhapéi:
q1 = q2
ohjausyksikko:
Jausy q0
é

e Ajrellinen automaatti M
— &drellistilainen ohjausyksikkd, jonka toimintaa séitelee automaatin suir-
tymdafunktio o
— merkkipaikkoihin jaettu sydétenauha

— nauhapdd, joka kullakin hetkelld osoittaa yhta sy6tenauhan merkkié
e Automaatin “toiminta’:

— Automaatti kdynnistetdédn erityisessa alkutilassa qg, siten ettéd tarkastel-
tava syote on kirjoitettuna sy6tenauhalle ja nauhapii osoittaa sen en-
simmaistd merkkié

— Yhdessi toiminta-askelessa automaatti lukee nauhapain kohdalla olevan
syotemerkin, paattdd ohjausyksikon tilan ja luetun merkin perusteella
siirtyméafunktion mukaisesti ohjausyksikon uudesta tilasta, ja siirtdd nau-
hapadtd yhden merkin eteenpéin

— Automaatti pysdhtyy, kun viimeinen sy6temerkki on késitelty. Jos oh-
jausyksikon tila télloin kuuluu erityiseen (hyviksyvien) lopputilojen jouk-
koon, automaatti hyvdksyy syotteen, muuten hylkdd sen

— Automaatin tunnistama kieli on sen hyviksymien merkkijonojen joukko
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o Madritelmd: Adrellinen automaatti (engl. finite automaton) on viisikko
M= (Q’ 2,5,(]07F),
missa

— (@ on automaatin tilojen dérellinen joukko;

— Y on automaatin sydteaakkosto;

— 0:@Q x ¥ — @ on automaatin siirtymdfunktio;
— o € @ on automaatin alkutila;

— F C @ on automaatin (hyviksyvien) lopputilojen joukko.
e Esim. reaalilukuautomaatin formaali esitys:
M = ({q,---,gerror},{0,1, ... ,9,.,E,e,+,-},
5,90, {93, 46 }),

misséd ¢ on kuten aiemmin taulukossa; esim.

5((]0a0) = 5((]0, 1) == 6(CI039) =41,

6((]0, ) = g2, 6(q0> E) = error, 5(Q1> E) =4 jne'
e Automaatin tilanne on pari (¢, w) € @ x X*

— automaatin alkutilanne sydétteelld x on pari (qo, x)

— ¢ on nykyinen tila ja w on syotemerkkijonon kisittelematén osa
e Tilanne (g, w) johtaa suoraan tilanteeseen (¢',w'), merk.
(¢;w) (¢, w"),
M

joson w=aw' (a € X) ja ¢ = d(q,a).
Tilanne (¢',w') on tilanteen (¢, w) vdliton seuraaja

e Tilanne (¢, w) johtaa tilanteeseen (¢',w') eli tilanne (¢', w') on tilanteen (g, w)
seuraaja, merk.

(g, w)F* (¢, w"),
M

jos on olemassa vilitilannejono (qo,wo), (q1,w1), .., (Gn,wy), n > 0, siten
etta

(g, w) = (g0, wo) ; (g1, wn) 1\|_4 A'; (@n, wn) = (ql,wl)-

Erikoistapaus: n = 0, (¢, w)-*(¢, w) milld tahansa tilanteella (g, w)
M
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o Automaatti M hyviksyy merkkijonon z € ¥*, jos on voimassa
(g0, )" (gy, €) jollakin ¢ € F}
M

muuten M hylkdd z:n. Ts. automaatti hyviksyy x:n, jos sen alkutilanne sy&t-
teelld = johtaa johonkin hyviksyvidin lopputilanteeseen

o Maddaritelmd: Automaatin M tunnistama kieli

L(M)={z €X*| (q,x)-"(gs,€) jollakin ¢y € F'}
M

e Esim. merkkijonon “0.25E2” kisittely edelld esitetylla liukulukuautomaatilla:

k- (q?n 5E2) - (q3a E2)
= (g4,2) = (s €).

Koska ¢s € F = {q3,¢s}, on siis 0.25E2 € L(M)

3.3 Automaattien minimointi

e Kaksi automaattia, jotka tunnistavat tdsmélleen saman kielen ovat keskendin
ekvivalentteja

e Adrellinen automaatti on minimaalinen jos se on tilamairaltaan pienin ekvi-
valenttien automaattien joukossa

e Automaatti, jossa on enemmaén tiloja kuin ekvivalentissa minimaalisessa au-
tomaatissa on redundantt:

e Automaatteja muodostava algoritmit eivit aina tuota minimaalista automaat-
tia

e On helpompi ndhda mikd on minimaalisen automaatin tunnistama kieli kuin
redundantin automaatin tunnistama kieli

e On turha tallettaa ylim&araisia tiloja

e Minimaalisen automaatin kisittely on tehokkaampaa kuin redundantin auto-
maatin
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3.3.1 Apukisitteita

e Maiairitellddn M:lle laajennettu siirtyméafunktio 6*, joka voi saada parametri-
naan merkkijonon:
jos ¢ € @, x € ¥*, niin

§*(g,z) = se ¢ € Q, jolla (q,x)-*(¢', €)
M

e Tilojen ekvivalenssi: M:n tilat ¢ ja ¢’ ovat ekvivalentit, merk.

!

q9=q,
jos kaikilla x € ¥* on
6*(g,z) € F jos ja vain jos 6*(¢',z) € F

(ts. jos automaatti ¢:sta ja ¢":sta lahtien hyviksyy tédsmailleen samat merkki-
jonot)

o k-ekvivalenssi: tilat ¢ ja ¢' ovat k-ekvivalentit, merk.

jos kaikilla z € ¥*, |z| < k, on
6*(g,z) € F jos ja vain jos 6*(¢,z) € F

(ts. jos mikddn enintddn k:n pituinen merkkijono ei pysty erottamaan tiloja
toisistaan)

e Selvisti patee:

N0 . ; y o
(i) ¢=4q', joss seki q ettd ¢’ ovat lopputiloja
tai kumpikaan ei ole; ja

(i) g=¢, joss q=¢ kaikillak=0,1,2,...

e Minimoinnin idea: sy6tteend annetun automaatin tilojen k-ekvivalenssiluokkia
ositetaan (k + 1)-ekvivalenssiluokiksi kunnes saavutetaan téysi ekvivalenssi
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3.3.2 Adirellisen automaatin minimointi -algoritmi

e Sydte: Adrellinen automaatti M = (Q, %, 8, go, F).

1. (Turhien tilojen poisto) Poista M:sté kaikki tilat, joita ei voida saavuttaa
tilasta gy milldén syotemerkkijonolla.

2. (0-ekvivalenssi) Osita M:m jiljelle jadneet tilat kahteen luokkaan: ei-
lopputiloihin ja lopputiloihin.

3. (k-ekvivalenssi — (k + 1)-ekvivalenssi)

while not(tilasiirtymafkt yhteensopiva luokkajaon kanssa) {
jaa luokan sisilla eri tavalla kiyttaytyvat tilat eri luokkiin;
}

return M = (Q, 5,4, @o,ﬁ)a

missa

- Q:M :n tilaluokat
d=luokkien vilinen siirtyméfunktio

— ¢o=M: alkutilan luokka

— F=Mmn lopputilojen luokat
e Lopputulos

— M:n kanssa ekvivalentti direllinen automaatti M , jossa on minimimé&a-
ritiloja
— M on tilojen nimedmista vaille yksikéisitteinen

e Huom: Tiloja on alun perin dérellinen maéra ja joka askeleessa nro 3 (paitsi
viimeisessi) ositetaan vihintddn yksi tilaluokka, joten algoritmi padttyy aina

e Todistus siitd, ettd algoritmin tuottama automaatti M on minimiautomaatti
ja yksikésitteinen sivuutetaan (Orposen moniste s. 17-18)

Esimerkki

e Olkoon M = (Q, X%, 9, qo, F),

— tilojen joukko @ = {1,2,3,4,5,6},
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syoteaakkosto ¥ = {a, b},
— alkutila ¢y = {1},
— lopputilojen joukko F' = {4,5} ja

— siirtyméfunktio 9:

al|b
- 11213
21412
3123
+— 413]|5
+— 51(1|4
614]|5

e Askel 1: Turhien tilojen poisto

49
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o Askel 2: 0-ekvivalenssi

— Osita M:n jiljelle jadneet tilat kahteen luokkaan: lopputiloihin ja muihin

tiloihin
a b
. —- 12,1 |31
2 (4,112, 1
312, 1 |3,1
II. « 43,1 |5,11I
+~— 51,1 |4,1I

— Nyt osituksesta voidaan muodostaa automaatti, jossa

x kutakin luokkaa vastaa yksi tila ja
x kustakin tilasta on kaikki erilliset siirtymét, jotka
luokkaan kuuluvilla tiloilla on

— Tila on epddeterministinen, jos siitd voidaan siirtya jollain merkilld useam-
paan kuin yhteen tilaan

— Esimerkissé tila I on epddeterministinen, koska merkilla a voidaan siirtyé
tilaan I tai tilaan II

e Askel 3: k-ekvivalenssi = (k + 1)-ekvivalenssi

— Jos M :ssé el ole epddeterministisiéd tiloja, niin algoritmi padttyy ja pa-
lauttaa M:n
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— Muutoin hienonna kutakin M:m epideterministista tilaa vastaavan luo-
kan ositusta edelleen:

x Jaa sen sisilld alkuperédiset tilat eri luokkiin s.e. kustakin luokasta
on vain samanlaisia siirtymia
*x Suorita askel 3 uudestaan

— Esimerkissimme jaetaan tila I kahtia
— Téamaén jilkeen ei ole endd epddeterminisié tiloja ja algoritmi padttyy

e Lopputulos

a b
I. — 1211 |31
312,11 |3, 1
IT: 24,11 2,11
I: «~ 43,1 5, IIT
«~— 5| 1,1 4, 111
b

D

N

I “@ =
ORsOSs

a

3.4 Epadeterministiset darelliset automaatit

e Esimerkiksi alimerkkijonon aba etsiminen aakkoston {a, b} merkkijonoista on
luontevasti kuvattavissa epadeterministiselld automaatilla. Epddeterminismi
siis helpottaa automaatin konstruointia

e Epiddeterminististen automaattien avulla luodaan yhteys determinististen &a-
rellisten automaattien ja sddnndllisten kielten vilille

— deterministiset ja epddeterministiset automaatit tunnistavat tdsmélleen
samat kielet

m a @a
(oo —2=(a )t )—2
) (o)—(e) ,,
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— epadeterministiset automaatit tunnistavat tismélleen sdinnolliset kielet
= Siis deterministiset automaatit tunnistavat tdsméilleen sdanndolliset
kielet

e Epideterministiselld automaatilla siirtyméafunktio liittda vanhan tilan ja syo-
temerkin pariin (g, z) joukon mahdollisia seuraavia tiloja

e Epideterministinen automaatti hyviksyy merkkijonon jos jokin mahdollisten
tilojen jono johtaa lopputilaan. Jos yhtdan téllaista jonoa ei ole, niin epade-
terministinen automaatti hylkida syotemerkkijonon

e Esim. kuvan automaatti hyviksyy syotejonon abbaba, koska se voidaan kisi-
telld seuraavasti

(qo, abbaba) F(qqo, bbaba) F(qo, baba)
}_(QOa aba’) i_(Lha ba’) }_((b; U,) |_(Q3a 6)

e Toisaalta voidaan myos paityd hylkddvian tilaan

(qo, abbaba) (g, bbaba) F(qo, baba)
I_(qu a'ba') l_(q07 ba) '_(CIO: a’) |_(q07 6)

e Epideterministinen automaatti voidaan ajatella suorittavan kaikki johdot rin-
nakkain
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Deterministinen Epideterministinen
laskenta laskenta

/N

O/O/O\JO \

O=—O0="0="0="0

hyviksy tai hylkii hylkad

e Mddritelmd: Epadeterministinen direllinen automaatti (engl. nondeterminis-
tic finite automaton) on viisikko M = (Q, %, 6, qo, F'), missé

— (@ on adrellinen tilojen joukko,

> on sy6teaakkosto,

— §:Q x X — P(Q) on (joukkoarvoinen) siirtyméfunktio,
— o € Q on alkutila ja

— F C @ lopputilojen joukko.

e Kuvan automaatin siirtymafunktio

a b
—qo | {90, 01} | {q0}
q1 0 {CI2}

2| {e} | 0
< g3 {g3} {as}

e Nyt virhetilanne on helposti ilmaistavissa tyhjan seuraajatilajoukon avulla



54 LUKU 3. SAANNOLLISET KIELET JA AARELLISET AUTOMAATIT

(¢, w) voi johtaa suoraan tilanteeseen (¢',w'), (¢, w) F (¢',w'), jos w = aw' ja
M
q' € §(q,a). Tilanne (¢',w") on (g, w):n mahdollinen viliton seuraaja

e Muutoin mééiritelmét epideterministisille automaateille ovat samat kuin ai-
emimin

e Deterministiset automaatit ovat epiddeterminististen erikoistapaus = kaikki
edellisilld tunnistettavat kielet ovat tunnistettavissa myos jalkimmaisilla

e Mutta myos kddntden: deterministiset ja epddeterministiset ddrelliset auto-
maatit ovat yhtd vahvoja

3.4.1 Automaatin determinisointi

e Muodostetaan epiddeterminististd automaattia M vastaava deterministinen
automaatti M:

1. Muodosta M:n tilat S CP(Q)

— ts. kaikki M:n tilojen joukot P(Q)

— Merk. P(Q) = {0, s1, S92, ..., Sm }, missi tyhji joukko vastaa virhetilaa
jak=2m—1

9. Lisia M tilojen vilile siirtymét:
- 5 —al)sja missi Sj = U{ql|f(qaa) = q,aq € S
— ts. tilajoukon s; seuraajajoukkoon merkilld a kuuluvat kaikki ne tilat
q', jotka voidaan saavuttaa s;:mn tiloista ¢

3. Alkutilaksi {go} (alkuperdisesti alkutilasta muodostettu joukko)
4. Lopputiloiksi kaikki alkuperaisen lopputilan ¢, sisdltdvat tilajoukot s;,
4y € Si
5. Karsi turhat tilat, joita ei voi saavuttaa alkutilasta
6. Minimoi automaatti
— jaa loppu- ja muihin tiloihin
— hienonna luokkajakoa, kunnes yhdenmukainen siirtyméfkt:n kanssa

e Huom! Periaatteessa voitaisiin liséta siirtymé kahden tilajoukon s; ja s; vilille,
jos yhdestékin s;:n tilasta voidaan saavuttaa jokin s;:n tila. Talla tavalla tulee
kuitenkin paljon turhia tiloja.

e Esimerkki:
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mb ma

Y
a b a b
— = qo, 1 q0, 42 g0,q1,93) )7 =
a

~_ — =

mb ma

e Lause: Olk. A = L(M) jonkin epddeterministisen adrellisen automaatin M
tunnistama kieli. T&lloin on olemassa deterministinen automaatti M , jolla
L(M) = A.

*Todistus: Olk. A = L(M), M = (Q,%,0,q, F). Laaditaan determ. auto-
maatti M = (Q, >, 5, qo, a ), joka simuloi M:n toimintaa kaikissa sen kullakin

hetkelld mahdollisissa tiloissa rinnakkain. Automaatin ]\//7 tilat vastaavat M:n
tilojen joukkoja

Q = PQ),

o = {QO},

F {S C Q| S sisiltdi jonkin ¢; € F},
5(57 CL) - U 6(Q7 a)'

geS

—~

Tarkastetaan, ettd L(M) = L(M). Kielten ekvivalenssi seuraa, kun todiste-
taan kaikilla x € ¥* ja g € Q:

(QO,-T)L;*(Q’ €) & ({qO}’x)E*(S’ €)jageS.

Todistus induktiolla merkkijonon x pituuden suhteen:

L. |z| = 0: (qo, 6);*(% €) & q=qo.
Samoin ({qo}, €)-"(S,€) & S = {qo}-

M

2. Induktio-oletus: viite patee kun |z| < k.
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3. |z| = k + 1: talléin = = ya jollakin y, |y| = k, jolle viite pétee induktio-
oletuksen perusteella. Nyt

(q0,2) = (qo,ya)l—*(q,e)

3¢’ € @ s-e. (g0, ya)-"(q', a) ja (¢ a) - (g €)

34" € Q@ se. (q0,9)F ( €) ja (¢',a) I- (g, €)

3¢’ € @ se. ({0}, y) (S e)jad € 5 jaged(d,a)

({qo},y)ﬂl;;( ,€) ja ﬂq €S'se qed(d,a)
({40}, y);*(S', ) jage | Jd(d,a)=6(5"0a)
({90}, ya);*(S a) jaq€d(S,a)=S

({a0}, ya)z*(S a) ja (S, a) = (S,€)jage S
({20}, 7) = ({q0}, ya) *(S,e)jageS.

(R A

Tt ¢

3

3.4.2 Hahmontunnistus epadeterministisella automaatilla

Epideterministisilld automaateilla voidaan kitevisti kuvata hahmontunnistuson-
gelmia. Ohjelmatoteutusta verten automaatti on kuitenkin determinisoitava. Edelld
huomasimme, ettd pahimmassa tapauksessa vastaavan deterministisen automaatin
tilam&ird on eksponentiaalinen. Hahmontunnistusongelmissa determinisointialgo-
ritmi tuottaa kuitenkin automaatin, jossa on yhtd monta tilaa kuin alkuperiisessa
epadeterministisessid automaatissa, ja joka on samalla minimiautomaatts!

Esim. Olkoon aakkosto { M, I, U}. Esiintyykoé hahmo M IU merkkijonossa? Vastaava
epadeterministinen automaatti:

M,I,U M,I,U

®
(o) @;@

Kuva 3.1: Epiddeterministinen MIU-automaatti.
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Muodostetaan vastaava deterministinen automaatti:

M I U

0 0 0 0
A {0} {0,1}=E | {0}=A {0}=A
B {1} 0 {2}=C 0
C {2 0 0 {3}-D
D {3} {3}=D {3}=D {3}=D
E {0,1} {0,1}=E | {0,2}=F | {0}=A
F {0,2} {0,3}=E | {0}=A {0,3}=G
G {0,3} {0,1,3}=L | {0,3}=G | {0,3}=G
H {1,2} 0 {2}=C {3}=D
I {1,3} {3}=D {2,3}=] {3}=D
J {2,3} {3}=D {3}=D {3}=D
K {0,1,2} |{0,1}=E |{0,2}=F |{0,3}=G
L {0,1,3} |{0,1,3}=L|{0,2,3}=M | {0,3}=G
M {0,2,3} |{0,1,3}=L | {0,3}=G | {0,3}=G
N {1,2,3} |{3}=D {2,3}=] {3}=D
0 {0,1,2,3} | {0,1,3}=L | {0,2,3}=M | {0,3}=G

(Huom! Piirréd taulukon kuvaama automaatti!)
Poistetaan tilat, joita ei voi saavuttaa alkutilasta, sekd yhdistetasin lopputilat (mi-
nimointialgoritmin mukaan).

Kuva 3.2: Lopputulos: minimaalinen deterministinen MIU-automaatti.

A o

(D=0~ ©

o7
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3.4.3 e-automaatti

Ongelma: Punahilkkapeli

Punahilkka haluaa vierailla Mummonsa luona. Metséssa risteilee useita polkuja,
joista osaa voi kulkea vapaasti, mutta osaa vartioi peikko. Peikot vaativat lapipaa-
systa tullia yhden piparkakun — joko tdden- tai syddmenmuotoisen mieltymyksensé
mukaan. Aiti on kuitenkin antanut Punahilkalle vain yhden tihtipiparkakun. Miten
pitkille Punahilkka padsee? Entd yhdelld sydédnpiparkakulla?
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Mupgvaieo S T il
E [ERPRERLN A

Kiltti susi kutsuu Punahilkan pesdénsa ja tarjoaa yhden sydanpiparkakun. Nyt Pu-
nahilkka padsee Mummolaan, mutta miten hin péisee takaisin kotiin?
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e-automaatti

e Ajrellisten automaattien mallin laajennus

e Epideterministinen darellinen automaatti, jossa sallitaan e-suirtymdt ts. siir-
tymaét tyhjalla merkkijonolla

e Hyddyllinen tyokalu monimutkaisten jarjestelmien suunnittelussa!

e Voidaan kiyttad automaattien yhdistamiseen: L(M;) | L(M2) (kielten yhdis-
te), L(M;)L(M2) (kielten katenaatio), (L(M;))* (kielen sulkeuma)

e Vastaa sddnnollisissa lausekkeissa esiintyvid tyhjaa merkkijonoa €

e Huom! Kaikki, mikd voidaan kuvata e-siirtymien avulla, voidaan kuvata il-
mankin!

Formaali méirittely

Madritelmd: e-automaatti on viisikko M = (Q, X, 6, go, F'), missé siirtyméafunktio §
on kuvaus

§:Qx (ZU{e}) = P(Q)

e Tilanne (¢, w) voi johtaa suoraan tilanteeseen (¢', w')

(¢, w) (¢, w"),
M
jos
(i) w=oaw' (a € X) jaq € (g, a); tai
(il) w =w' ja ¢' € §(q,€)
e Muut méaaritelmét kuten tavallisilla epaddeterministisilld darellisilla automaa-

teilla

e Lemma: Olkoon A = L(M) jollakin e-automaatilla M. Téll6in on olemassa
myo0s e-siirtyméaton epiddeterministinen automaatti M , jolla A = L(J/M\ ).
Todistus: Olkoon M = (Q, %, 6, qo, F) jokin e-automaatti. Automaatti M toi-
mii muuten kuten M, mutta simuloi kunkin askelensa yhteydessa myos kaikki
M :n mahdolliset e-siirtymét.

Formaalisti:

M\: (Q:E:é\aqmﬁ):
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Q a

O—=0

N
00
Kuva 3.3: Kielen {aa,ab} tunnistava e-automaatti.

missa

0(g,0) = {d' € QI (a,9)"(d,)};

o { FU{q}, jos (q€)F"(gr,€) jollain ¢f € F; o

M
F, muuten.

3.4.4 e-siirtymien poisto
e Muodosta siirtymi ¢ —% ¢/, jos (¢, a)-*(¢, €)
M

esim. q:%ifh f,CI'

e Lisidd alkutila gy lopputiloihin, jos (qo, €)F" (g, €) (g5 € F)
M
: € €
€s11m. C]O_,Ch_,(]f

e Intuitiivisesti: seuraa kaikkia ¢:sta lahtevid polkuja, jotka sisiltdvit a:n, kun-
nes vastaan tulee jokin epatyhji merkki (toinen a tai b). Kaikki matkan var-
rella olleet tilat ovat tilan ¢ seuraajia a:lla.

e Uusi (joukkoarvoinen) siirtyméfunktio 6(g,a) saadaan mekaanisesti kolmessa
vaiheessa. Olkoon S(g,a) ¢:n a-sulkeuma merkilld a (ts. tilat, joihin pafsee
a:lla, s.e. polulla saa liséiksi esiintyi e:ia). S(g, €) on siis ¢:n e-sulkeuma (tilat,
joihin pédsee e:eilla). Huom! ¢ € S(q, €) Vq.

1. Laske S(q,€) = {¢'|(g,€)F"(¢',€)}; /* mihin padsee pelkilld e:eilla g:sta
%/ Y

2. Laske S(gq,a) = S(S(q,€),a); /* mihin 1. askeleen tulosjoukosta pédsee
a:lla */
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3. S(g,a) := S(S(q,a),¢€); /* Lisaa viela ne, joihin 2. askeleen tulosjoukosta
pédsee e:eilla */
return S(q, a);

Kuva 3.5: Vastaava e-siirtyméaton epadeterministinen automaatti M. Trralliset tilat
2, 5 ja 6 katoavat (sulautuvat tilaan 1).

e Huom! muodostettavissa e-automaateissa aina yksikéasitteiset alku- ja loppu-
tilat.
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3.4.5 Lausekeautomaatit

Maiaritellaan vield yksi direllisten automaattien laajennus: lausekeautomaatti:

Madritelmd: Merk. REy, = aakkoston ¥ sddnndllisten lausekkeiden joukko. Lause-
keautomaatti on viisikko

M = (Q72a5> qup)a
missé siirtyméafunktio § on dérellinen kuvaus
§:Q x REg — P(Q)

(so. 6(g,r) # 0 vain dérellisen monella parilla (¢,7) € @ x REy).

e Yhden askelen tilannejohto méaéritelldan:
(¢, w) = (¢, ')
M

jos on ¢’ € 6(q,r) jollakin sellaisella 7 € REy, ettd w = zw’, z € L(r). Muut
madritelméit samat kuin e- epiddeterministiselld automaatilla

e esim. Automaatti, joka tunnistaa kielen L(M) = {(iso |Jpaksu) kissa soi
hiiren (ja vield yhden hiiren)*. Nyt

(qo, isokissa) - (g1, kissa)
M

9 iso U paksu kissa %
javielayhden hiiren

Kuva  3.6: Lausekeautomaatti, joka  tunnistaa kielen  L(M) =
{iso |Jpaksu) kissa s6i hiiren (ja viela yhden hiiren)*.
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3.5 Adrelliset automaatit ja sidinnolliset kielet

e (Osoitetaan seuraava tulos:
Kieli on sdannollinen < Kieli voidaan tunnistaa darelliselld automaatilla.

e Todistuksen idea:

1. Kieli L(r) on sédénnoéllinen = L(r) voidaan tunnistaa dérelliselld auto-
maatilla M:

— Muodostetaan sddnnollisté lauseketta r vastaava e-automaatti
— Télloin on olemassa vastaava e-siirtyméton epadeterministinen au-
tomaatti
— Haluattessa epiddeterministinen automaatti voidaan viela determini-
soida (ja minimoida)
2. Kieli L(M) voidaan tunnistaa &dérelliselld automaatilla M = L(M) on
sddnnollinen kieli:

— Tarkastellaan ddrellisten automaattien laajennosta, lausekeautomaat-
teja — jos vaite patee lausekeautomaateille, se patee myos tavallisille
aarellisille automaateille (jotka ovat niiden erikoistapaus)

— Redusoidaan lausekeautomaatti korkeintaan 2-tilaiseksi automaatik-
si, josta voidaan lukea suoraan vastaava sadnnéllinen lauseke

e Lause: Jokainen sdidnnollinen kieli voidaan tunnistaa aarellisella automaatilla.
Todistus:

— Muodostetaan mielivaltaista sdannollista lauseketta r vastaava e-automaatti
M,, jolla L(M,) = L(r) (ks. kuva)

— M, :std voidaan poistaa e-siirtyméit edellisen lemman mukaisesti, ja tar-
vittaessa voidaan syntyvi epddeterministinen automaatti determinisoida
alemmin esitetyn konstruktion avulla. O
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r=sUt: e T~

Kuva 3.7: Lauseketta r vastaavan e-automaatin M, muodostaminen.
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e Lause: Jokainen aéarellisella automaatilla tunnistettava kieli on sddnnollinen.
Todistus: Osoitetaan, ettd jokainen lausekeautomaatilla tunnistettava kieli on
saannollinen.

Idea: Redusoidaan lausekeautomaatti s.e. siitd voidaan lukea vastaava sian-
nollinen lauseke:

— Yhdistetdaan M:n lopputilat yhdeksi e-siirtymilla (ks. kuva)
— while (muita kuin alku- ja lopputiloja) {

+ valitse ¢, ¢ # o, ¢ # 45 (qr € F)

* poista ¢ reitiltd ¢; — ¢ — ¢; ¢; = g edeltdjatila ja ¢; = ¢:n seu-
raajatila) reduktiosidénnoilla (muista kiyda lapi kaikki ¢:ta siséltéavit
polut!)

* yhdista rinnakkaiset siirtymét

Kuva 3.8: Lausekeautomaatin lopputilojen yhdistdminen.
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(@):
OO0 (o))
qi = qi qj

(i1): +
(o) @ 3 (o))
q; q = qi qj

Kuva 3.9: Tilan poistaminen lausekeautomaatista.

r

ORI OO

S

Kuva 3.10: Rinnakkaisten siirtymien yhdistdminen lausekeautomaatissa.

— Tiivistyksen péaattyessd jiljelld olevaa enintddn 2-tilaista automaattia
vastaava sddnnollinen lauseke muodostetaan kuten kuvassa

(i): r
%@ - a
(ii): ﬁl o ﬂs
- = Q/_\© = rira(rs Urarirs)*
\/

Kuva 3.11: Saanndllisen lausekkeen muodostaminen redusoidusta lausekeautomaa-
tista.
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e Esimerkki:

aa

b
=
O
ab ’ ba
aaUb
o % = — = (aa Ub)(ba)* (bbU a)
-
C/ bhUa C/
ab ba ab
ab @] = * *
= (aa U b)(ba)*(bb U a) (ab @] (aa @] b)(ba) (bb U a))

Kuva 3.12: Esimerkki: sdannollisen lausekkeen muodostaminen &aarellisestid auto-
maatista.
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3.5.1 Hauska lisatieto: Saannollisen kielen sulkeumaominai-
suudet

Automaattien avulla voidaan osoittaa seurava tulos:

Lause: Olkoon L; ja L, sdannolisia kielid. Talloin myos

—_

. L1 Ly (kielten yhdiste)

[\)

. L1 Ly (kielten leikkaus)

w

. L1 Ly (kielten katenaatio)
4. Ly = ¥\ L; (kielen komplementti)

5. (L1)* (kielen sulkeuma)

=2}

. (L1)® (kéidinteiskieli, jossa kaikki L;:n sanat on kirjoitettu takaperin)

ovat saannollisia.

Todistus: Harjoitustehtéva!

Esim.

Kuva 3.13: Automaatti M, joka tunnistaa kielen L(M) = {w €
{a, b}*|w sisdltdd merkkijonon bab}.
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a b ab

@ @ ()
B gl

Kuva 3.14: Komplementtiautomaatti M, joka tunnistaa kielen L(M) = {w €
{a, b}*|w ei sisilld merkkijonoa bab}.

3.6 Saannollisten kielten rajoituksista

e Minki tahansa aakkoston formaaleja kielid (paatosongelmia) on ylinumeroi-
tuva maird, mutta sddnnollisid lausekkeita vain numeroituva madrd = kaikki
kielet eivit voi olla sdanndéllisia

e Perusrajoitus: adrellisilla automaateilla on vain rajallinen “muisti”
e Adjrelliset kielet ovat aina siinnollisii
e Milloin on ddreton kieli sdénnollinen?

— oltava jokin toistuva rakenne (sulkeuma)

— vastaavassa automaatissa silmukka

e Esim. tasapainoisten sulkujonojen muodostama kieli Lyqen = {(¥)* | k& > 0}
ei ole saannollinen, eli sité ei voi tunnistaa direlliselld automaatilla.

@&—e) @)
) ) ) )

a)

( ( (

)
) )
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— tunnistaa tasan n sulkuparia sisaltavin merkkijonon

— entd jos enemmaén tai vihemmaén sisdkkaisia sulkuja?

— esim. @' € Lyateh, ™' € Liaten, mutta automaatti ei tunnista niiti

Enté kieli {a*b* | k > 0}*?

= ei voida tunnistaa #drelliselld automaatilla (eikd siten myo6skddn mv. arit-
meettisia lausekkeita)

“Pumppauslemma” formalisoi tdmén rajallisen muistin idean

Idea: mitd tahansa annetun sddnnoéllisen kielen riittdvin pitkdd merkkijonoa
voidaan “pumpata’” keskeltd, ilman etté kielen tunnistava darellinen automaat-
t1 huomaa muutosta

Lemma|Pumppauslemmal: Olkoon A sddnnollinen kieli. Talléin on olemassa
n > 1s.e. miki tahansa z € A, |z| > n, voidaan jakaa osiin z = wvw, |uv| < n,
lv| > 1, ja uv'w € A kaikillai =0,1,2,...

Todistus:

— Olk. M jokin A:n tunnistava deterministinen direllinen automaatti ja n
= M: tilojen maara.

— Tarkastellaan automaatin lapikdymié tiloja sen tunnistaessa merkkijonoa
z €A, |z|>n:

*

Koska |z| > n = tiytyy kulkea jonkin tilan kautta (ainakin) kaksi
kertaa (itse asiassa jo x:n n:84 ensimmaéistd merkkis kisitellessdéin)

OIlk. g ensimmainen tila, jonka automaatti toistaa z:44 késitellessaén.

Olk. v = M :n késittelema z:n alkuosa sen tullessa ensimmaéisen ker-
ran tilaan ¢

Olk. v = se osa z:std u:n jalkeen jonka M Kkésittelee ennen ensim-
maistd paluutaan ¢:hun, ja

w = loput x:sté
Talléin on |uv| < n, |v| > 1, ja uwv'w € A kaikillai =0,1,2,... 0O

Kuva 3.15: Merkkijonon z = uvw € A pumppaus.
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e Huom! Pumppauslemma antaa vain sdannoéllisyyden valttdméattomat, mutta

ei riittavid ehtoja. On olemassa epédsaannollisia kielid, joita voi my6s pumpata!

Huom2! Pumppauslemma on kiinnostava vain darettomille kielille. (Aéirellisille
kielille, jotka kaikki ovat saénnéllisia, voidaan valitan = max{|z| | z € L}+1,
jolloin ei ole olemassa yhtéén = € L s.e. |z| > n)

Esim. Viite: Sulkulausekekieli
L = Lyaen = {(k)k ‘ k> 0}

on episdannollinen.
Tod.: Vastaoletus: L on sddnnoéllinen. = 3 jokin n > 1, jonka pituisia L:n
merkkijonoja voidaan pumpata.

Valitaan = (™)", jolloin |z| = 2n > n. Lemman mukaan z voidaan jakaa
pumpattavaksi osiin z = wvw, |uv| < n, |v| > 1; siis on oltava

u=C o= w="")" missii<n-—1,j>1.

Mutta esimerkiksi “0-kertaisesti” pumpattu merkkijono uv®w = (*(*~(+))» =
(") ei kuulu kieleen L. Ristiriita. Siten L ei voi olla sééinnéllinen. O

Pumppauslemmaa kiytetiiin siis epdsddnnéllisyyden osoittamiseen (Jos fin >
lse (Vz € A|z| > n 3 jako z = wow, |uv| < n, |v| > 1, jolla Vi = 0,1, ...
uv'w € A), niin A ei ole sdéinnéllinen < Jos Vn > 1se. dz € A |z| > n V
jaoille z = vvw, |uv| < m, |v| > 1 pitee i = 0,1, ... uv'w ¢ A, niin A ei ole
saannollinen.)

Huom: Pumppauslemma ei sano, ettd voimme valita u:n ja v:n haluamallamme
tavalla!

Todistusstrategia: Valitaan tarkasteltavan jonon pituudeksi esim. 2n, jossa
ensimmadiset n merkkid muodostavat uv:n, muttei kiiinnitetad tarkkaan ottaen
miten

Esim. Viite: L = {a*b'c*** | k,1 > 0} ei ole sidnnollinen.

Tod.: Vastaoletus: L on sddnnéllinen = dn > 1, jonka pituisia merkkijonoja
voidaan pumpata. Valitaan z = a™b'c"*!, jollakin [ > 0. Nyt |z| = 2n+2I > n.
Koska |uv| < n, uv koostuu vain a-merkeistd ja m = |v| > 1. Télloin uow =

a" ™'t ¢ L. Ristiriita. Siten L ei voi olla

saannollinen. O
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e Esim. 2: Viite: L = {a™b"c¢™*"|m,n > 0} ei ole sdénnollinen.
Tod: Tarkastellaan merkkijonoja, joiden pituus vahintddn n = k + [. Valitaan
r = afb'cFt) |z| = 2k + 21 > n. Nyt osa uv koostuu z:n korkeintaan k + l:sti
ensimmaéisestd merkistd (siséltad vain a:ta ja mahd. b:td) ja v:n olt. vihintdan
1-merkkinen. Kaksi jakovaihtoehtoa:

l.u=d,v=d W, w= b7, missi i # k tai j > 0. Tallsin 0-
kertaisesti pumpattu jono on uvw=a’b'~7c*¥*! joka kuuluu kieleen vain
jos, i =k ja j = 0, miki ei mahd.

2. u=akt, v =0V, w=0b""9c" missi j > 1. uvw = aFbit! ikt =
akb' =ikt joka kuuluu kieleen vain, jos j = 0, miki ei mahd.

= Kieli ei siis saannollinen.

e Esim. 3: Viite: Kieli L,, = {17|p on alkuluku} ei ole sddnnollinen.

Tod.: Vastaoletus: L,, on sdénndllinen = 3 jokin n > 1, jota pitempid L,,:n
merkkijonoja voidaan pumpata.

Valitaan x = 17, jollakin alkuluvulla p > n + 2. Pumppauslemman mukaan
r = wow,|uw| < n,m = |v| > 1. Nyt |uv?P"™w| = |uw| + (p — m)|v| =
p—m+(p—m)m = (m+1)(p—m). Taméi on yhdistetty luku, koska m+1 > 2
jap—m>n+2-—m>2 (silld m = |v| < |Juv| < n). Siis wv?P ™w ¢ Ly,.
Ristiriita. O
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3.7 Ekskursio: Saannollisten kielten sovelluksia

3.7.1 Hahmontunnistus

Tavoite: halutaan 10ytda tekstistd y hahmo z. Edelld tutustuimme jo yhteen ta-
paan ratkaista timéa ongelma darellisten automaattien avulla. Laadimme &érellisen
automaatin, joka tunnistaa hahmon x. Jos haluamme lisdksi sanan x sijainnin merk-
kijonossa, tiytyy lisitd laskuri, joka pitda kirjaa luetuista merkeistd (siirtymista),
kunnes hahmo tunnistettu.

Adsrellisia automaatteja voidaan kiyttid toisellakin tapaa hahmon tunnistukseen.
Muodostetaan direllinen automaatti tekstin y suffikseista. Automaatin kuhunkin
kaareen (siirtymadn) liittyy seki kirjain ettd numero. Kunkin siirtymén yhteydessa
katenoidaan kaaren kirjain luettujen merkkien jonoon. Lisiksi kasvatetaan sijainti-
laskuria siirtymén ilmoittamalla askelméérélld. Tuloksena saadaan pari (p, i), missé
p on suffiksi 7 kertoo sen sijainnin (montako merkkié luettava tekstin alusta, jotta
kyseinen suffiksi 16ytyy).

Tallainen suffiksiautomaatti toimii itse asiassa tekstin hakemistorakenteena, jonka
avulla voidaan etsid mikd tahansa merkkijono tekstisté.

Muistathan myés, ettd sadnnollisilla lausekkeilla voidaan helposti kuvata etsittavia
hahmoja, esim. tiedon haussa. Vastaava hakukone voidaan toteuttaa &arellisenéd
automaattina.

3.7.2 Viestinvalitysprotokollat aarellisind automaatteina

My6és erilaisia protokollia voidaan kuvata &direllisind automaatteina. Télla tavalla
voidaan esimerkiksi verifioida, ettd jokin viestinvilitysprotokolla toimii oikein.

Tarkastellaan yksikertaista AB (alternating bit)-protokollaa, jossa ldhettdjaproses-
si S ja vastaanottajaprosessi R kommunikoivat vuorosuuntaisen kanavan kautta.
Vuorosuuntaisessa kanavassa viesteja saa lihettdd vain yhteen suuntaan kerrallaan.
Kanava voi hukata tai viaristda sanomia, mutta viestien jarjestys siilyy eikd kanava
monista sanomia.

Koska kanavassa on kerrallaan vain yksi viesti, riittdd viestien esittdmiseen kaksi
bittid, 1 ja 0. Lahettdja yrittdd esnsin lihettdd viestin d0 ja jos se saa siitd kuit-
tauksen a0, se siirtyy lahettdméan viestid d1. Jos se saa d1:stakin kuittauksen al, se
voi lahettda taas viestin, jota merkitddn d0:1la jne. Lahettdjd ei kuitenkaan ldhetd
uutta viestid ennen kuin se on saanut edellisestd kuittauksen. Jos kuittausta ei kuu-
lu tietyn ajan t kuluessa se ldhettdd viestin uudestaan. Vastaanottaja puolestaan
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lukee kaikki kanavasta tulevat viestit ja ldhettdd niistd kuittauksen, mahdollisesti
useaankin kertaan (jos sama viesti tulee useita kertoja).

Lahettdjdn ja vastaanottajan toiminta voidaan kuvata seuraavanlaisina epadeter-
ministising (e-) automaatteina.

Sender: Receiver:
| Ok
-
al, e
t do, ¢ di e do a

O Ol C——C

3.7.3 Leksikaalinen analyysi

Leksikaalinen analyysi on kiddntédjén osa, joka jakaa ldhdekoodin loogisesti yhteen-
kuuluviin osiin (tokens). Téllaisia osia voivat olla esimerkiksi varatut sanat, tun-
nisteet, ym. Leksikaalinen analysaattori voidaan toteuttaa esim. UNIX-komentojen
lex ja flex (edellisen GNU-versio) avulla. Lex- ja flex-komento saavat syotteeniain
listan sddnndollisistd lausekkeista sekd ohjeet, mitd tehdé vastaavan osan kohdalla,
ja tuottavat tdmén pohjalta leksikaalisen analysaattorin kyseisille sdannoille.

Syote voisi olla esimerkiksi seuraavanlainen:

else {return(ELSE); }

[A-Za-z|[A-Za-z0-9]* {code to enter the found identifier in the symbol table;
return(ID); }

>= {return(GE);}

= {return(EQ); }

Huom! Tiéllaisessa médrittelyssd varattu sana “else” tdsméiid myos tunnisteen ku-
vaukseen. Ongelma voidaan ratkaista antamalla sd&nnéille prioriteetijérjestys: vali-
taan ensimmaéinen lauseke, johon merkkijono tasmaa.
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3.7.4 Luonnollisen kielen esiprosessointi

Luonnollisen kielen ymmaértadminen tai tiedon eristdminen tekstistd (joka ei pyri-
kddn koko tekstin ymmaértdmiseen, vaan etsimaén siitd ainoastaan haluttua tietoa)
on hyvin haastava tehtidvi, johon sdannélliset kielet eivit riitd. Niitd voidaan kuiten-
kin kiyttad apuna tekstin esiprosessoinnissa samaan tapaan kuin ohjelmointikielen
leksikaalisessa analyysissa.

Erés lahestymistapa on muodostaa transduktori (engl. transducer), joka on erdénlai-
nen uudelleenkirjoitava ddrellinen automaatti. Laajennetaan esimerkiksi lausekeau-
tomaattia siten, ettd jokaisen siirtyméan yhteydessi automaatti sekd lukee merk-
kijonon ettd korvaa sen jollain toisella merkkijonolla (tai tyhjalld merkkijonolla).
Téllaisella transduktorilla voidaan esimerkiksi lukea pois turhat tidytesanat (kuten
englannin artikkelit), tunnistaa prepositiot (esim. korvataan symbolilla PRFE) tai
keksid heuristiikka erisnimien tunnistamiseen (korvataan sovitulla symbolilla).

Alla esimerkki transduktorista, joka pyrkii erottamaan (englanninkielisesté) lausees-
ta substantiivilmaukset (noun phrases), jotka ovat muotoa [(d)a * n+], missi d on
artikkeli, a on adjektiivi ja n on substantiivi. (Huom! Sanaluokat on siis jo tunnis-
tettu jollain tapaa.)

Sigtm: Tadn{}

Kuva 3.16: Transduktori, joka kirjoittaa sulut kaikkien tunnistamiensa substantii-
vilausekkeiden ympérille.



Luku 4

Kontekstittomat kielet ja
pinoautomaatit

| Elka aikooKoon.. l

Tollo! Taallahdn on
en mEdra allu- o
loppustalios ja.

Tama han menee

Mutto. kuinloo
kay kadn -

hyvin. H-rw;.a lean
kelsin piaas if-elie
pariti’a Pinocn,

Sinulle Pinon, niiy
Muistod  paréwmiy,

fitae enasd
testato. objelwand

e Kuten edelld néhtiin, esim. tasapainoisten sulkulausekkeiden muodostama kie-
li

Linaten = {(*)* | k£ > 0} ja
if-else-parien muodostama kieli
Lij—eise = {iffelse’|l < k}

eiviit ole saannollisia (Pumppauslemma)

7
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e Mutta niita kielid voi kuvata kontekstittomilla kieliopeilla

e Kuten edelld sdannéllistia kielid tunnistava kone oli dérellinen automaatti,
kontekstitonta kieltd tunnistava kone on pinoautomaatts

4.1 Kontekstittomat kieliopit ja kielet

e Esim. sulkulausekekielelld ysinkertainen rekursiivinen kuvaus: Merk. S = “mie-
livaltainen tasapainoinen sulkumerkkijono”. Tall6in S on tasapainoinen sulku-
merkkijono, jos

(i) S = e tai
(ii) S on muotoa (S’), missd S’ on tasapainoinen sulkumerkkijono

e Toinen kuvaustapa: seuraavat muunnossddinnot tuottavat tdsmélleen kielen
Laten merkkijonot symbolista S

(i) S = ¢,
(ii)) S = (9)

e Esim. merkkijonon ((())) tuottaminen:
§=(5) = ((5) = (((5)) = () = (0))

e Kontekstiton kielioppi on muunnossysteemi, jossa kuvattavat merkkijonot tuo-
tetaan korvaamalla erityisid muuttuja- t. vdlikesymboleita annettujen sdanto-
jen mukaan yksi kerrallaan, symbolia ympéaréivin merkkijonon rakenteesta
riippumatta

e Merkinnalla
A—)wl\w2| \wk
lyhennetdén

A= wi, A= wy, ... A— wy

e Esim. Yksinkertainen kielioppi tietyille aritmeettisille lausekkeille:

- T | E+4+T
— F | T+F
— a | (E).

NN
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Esim. lausekkeen (a + a) * a tuottaminen:

E = T = TxF = FxF
= (E)=* = (E+T)xF = (L+T)xF
= (E+T)*F = (a+T)+«xF = (a+F)xF
= (a+a)xF = (a+a)x*a

Magdritelmd: Kontekstiton kielioppi (engl. context-free grammar) on nelikko
G= (V% PS),

missi

e V on kieliopin aakkosto;

e ¥ C V on kieliopin pddtemerkkien joukko; sen komplementti N = V' \ ¥ on
kieliopin wvédlikemerkkien t. -symbolien joukko;

e P C N x V* on kieliopin sddntdjen t. produktioiden joukko;

e S € N on kieliopin ldhtésymboli

Produktiota (A4,w) € P merkitdin A — w

e Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa suoraan merkkijonon +' € V* kieliopissa
G, merk.

!

=
7G7

jos voidaan kirjoittaa vy = aAB3, vy = awpf (o, B,w € V*, A € N), ja kieliopissa
G on produktio A — w

e Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa merkkijonon 7' € V* kieliopissa G, merk.
:>* !
’YG Y
jos on olemassa jono V:n merkkijonoja vo,v1,--- ,7n (n > 0), siten etti

!

=YVN=V= ... = V=
Y ’YOGFYIG G’Vn Y

e Erikoistapaus: n = 0, 72G>*7 milld tahansa v € V*
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e Merkkijono v € V* on kieliopin G lausejohdos, jos on S:G>*fy

e GG:n lause on pelkistdan paidtemerkeistd koostuva G:n lausejohdos =z € ¥*
e Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli koostuu G:n lauseista:

L(G) ={zr e ¥* | S=G>*x}

Mddritelmd: Formaali kieli L C ¥* on kontekstiton, jos se voidaan tuottaa jollakin
kontekstittomalla kieliopilla

e Esim. Tasapainoisten sulkujonojen muodostaman kielen Lyaien = {(¥)* | & >
0} tuottaa kielioppi

Gmaten = ({5, ()} A{G)} {5 = 65 = (9)},9)

e Esim. Aiemmin tarkisteltujen yksinkertaisten aritmeettisten lausekkeiden muo-
dostaman kielen Ly, tuottaa kielioppi

Gexpr = (V,E,P, E)a

missa

<
I

{E,T, F’ a/’ +’ *’ (,)}’

{a7+7*7(7)}7

P = {E-T, E-FE+T, T—F T—TxF,
F —a, F— (E)}.

\g|

Toinen kielioppi kielen Leyp,, tuottamiseen on

G,...,= V.S, PE),

expr

missa
V {E7 a” +’ *’ (1)}’
Z = {U/, +7*5(7)}5
P {E—>E+E,E—>E*E,E—>a,E—>(E)}
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e Esim. (~ Orponen teht.44) Tarkastellaan suomen kielen virkettd, joka koos-

tuu yksinkertaisesta paédlauseesta + 0 tai useammasta sisikkiisestd relatiivi-
lauseesta:

L,¢; = {subj( joka pred attr obj)* pred attr obj}

Téllaisia virkkeitd voidaan tuottaa esim. seuraavilla kontekstittoman kieliopin
G s8annoilla:

(Esitetdan yksinkertaisuuden vuoksi sd&nnét merkkijonoilla)

VIRKE — SUBJ SL PRED ATTR OBJ

SL — joka PRED ATTR OBJ SL | €

SUBJ — poika | tytto | janis | susi | peikko

PRED — pelkisi | metsisti

ATTR — suurta | pientd | vihaista | hirmuista | arkaa
OBJ — poikaa | tyttod | janista | sutta | peikkoa

Kieleen kuuluvat mm. seuraavat virkkeet:

— poika joka metsisti sutta joka pelkisi peikkoa joka pelkisi suurta tyttoa
pelkési hirmuista jénista

— tytto joka metsisti arkaa poikaa pelkési vihaista janisté

Vakiintuneita merkintatapoja

Vilikesymboleita: A, B,C,...,S,T

Paiatemerkkeja: kirjaimet a,b,c, ... ,s,t;
numerot 0,1,...,9;
erikoismerkit; lihavoidut tai alleviivatut varatut sanat (if, for, end, ... )

Mielivaltaisia merkkejéd (kun vilikkeitd ja padtteitd ei erotella): X,Y, Z
Péadtemerkkijonoja: u, v, w, x,y, 2

Sekamerkkijonoja: «, 3,7, ... ,w
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e Kielioppi esitetddn usein pelkkidné sddntdjoukkonas:

A1 — W11 | e | Wik,
AQ — W91 | e | Wk,
An = wm | o0 | Wk,

e T4illoin padtellddn vilikesymbolit edellisten merkintdsopimusten mukaan tai
siitd, ettd ne esiintyvit sdidntojen vasempina puolina; muut esiintyvit merkit
ovat padtemerkkeja

e Lihtosymboli on talloin ensimmdisen sddnndén vasempana puolena esiintyva
valike; tassé siis A;

4.1.1 Saannolliset kielet ja kontekstittomat kieliopit

¢ Kontekstittomilla kieliopeilla voidaan kuvata joitakin ei-sdannéllisié kielid (esi-
merkiksi kielet Lmatch ja Lexpr)

e Osoitetaan, ettd myos kaikki sddnnolliset kielet voidaan kuvata kontekstitto-
milla kieliopeilla

o Kontekstittomat kielet ovat siten sddnnollisten kielten aito yliluokka

tyyppi 2
kontekstittomat kielet

tunnistus:
IRQautomaatti

tyyppi 3
sadannoOlliset kielet

tunnistus:
adrellinen automaatti

aarelliset
kielet
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4.1.2 Oikealle ja vasemmalle lineaariset kieliopit

Mdaritelmd: Kontekstiton kielioppi on oikealle lineaarinen, jos sen kaikki pro-
duktiot ovat muotoa A — € tai A — aB, ja vasemmalle lineaarinen, jos sen
kaikki produktiot ovat muotoa A — € tai A — Ba

Osoittautuu, ettd sekd vasemmalle etté oikealle lineaarisilla kieliopeilla voi-
daan tuottaa tdsmaélleen sdénnélliset kielet

= lineaarisia kielioppeja nimitetdin myo6s yhteisesti sadnndllisiks: kieliopeiksi

Todistetaan téssé viite vain oikealle lineaarisille kieliopeille:

Lause: Jokainen séddnnéllinen kieli voidaan tuottaa oikealle lineaarisella kieliopilla.
Todistus: Olkoon L aakkoston X sdénnollinen kieli, ja olkoon M = (Q, X%, 6, qo, F)
sen tunnistava (deterministinen tai epddeterministinen) dérellinen automaatti. Muo-
dostetaan kielioppi Gy, jolla on L(Gy) = L(M) = L.

e (Gjr:n padteaakkosto = M:n syoteaakkosto X
e G vilikeaakkostoon otetaan yksi vélike A, kutakin M:n tilaa ¢ kohden.

e Gp:n lahtosymboli on Ay,

e Gj;:n produktiot vastaavat M:n siirtymié:

(1) kutakin M:n lopputilaa ¢ € F kohden kielioppiin otetaan produktio A, —
€

(ii) kutakin M siirtym#i ¢ — ¢' (so. ¢’ € §(g, a)) kohden kielioppiin otetaan
produktio A, — aAy

e Tarkastetaan konstruktion oikeellisuus:
— Merk. A, :sta tuotettavien padtejonojen joukkoa
L(A)) ={z € X" | Aqg;*x}
— Induktiolla merkkijonon z pituuden suhteen voidaan osoittaa, ettd kai-

killa ¢ on
z € L(Ay) & (¢,2)F"(gy,€) jollakin ¢; € F
M
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— Erityisesti on siis
L(Gu) = L(Ag) = {z €% | (20, 2)-"(ar€)
jollakin ¢ € F'}
= L(M)=L. Qo

Esim.

ma,b mb
O
E——
Kuva 4.1: Yksinkertainen aarellinen automaatti.

Automaattia vastaava kielioppi on:

A1 — (J,Al‘bA1|bA2
AQ — 6‘[)142

Lause: Jokainen oikealle lineaarisella kieliopilla tuotettava kieli on sddnnollinen.
Todistus: Olkoon G = (V, %, P, S) oikealle lineaarinen kielioppi. Muodostetaan kie-
len L(G) tunnistava epddeterministinen dérellinen automaatti Mg = (Q, %, 6, gs, F)
seuraavasti:

e Mg tilat vastaavat G:n vilikkeita:

Q={qa| A€V -%}

Mg:n alkutila on 1dht6symbolia S vastaava tila ¢g

Mg:n syoteaakkosto on G:n paiteaakkosto X

Mg:n siirtyméfunktio § jiljittelee G:n produktioita siten, ettd kutakin produk-
tiota A — aB kohden automaatissa on siirtymi ¢4 — gz (50. ¢ € 5(qa,q))

Mg lopputiloja ovat ne tilat, joita vastaaviin vilikkeisiin liittyy G:ssd e-
produktio:

F={ga€Q|A—ecP}

Konstruktion oikeellisuus voidaan jilleen tarkastaa induktiolla G:n tuottamien
ja Mg:n hyviksymien merkkijonojen pituuden suhteen. O
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Esimerkkeja

Esimerkkeja saannollisisté lausekkeista ja vastaavista kontekstittomista kieliopeista:

1. Lauseke: a*
Kielioppi:S — aS|e

2. Lauseke: a™ = aa*
Kielioppi: S — aS|a

3. Lauseke: (aa)*
Kielioppi: S — aSale
(merkkijono koostuu vain parillisesta maérésta a:ta)

4. Lauseke: (b*ab*ab*)*
Kielioppi:
S — BaBaBS|e
B — bBle
(merkkijono sisiltaa parillisen néérén a:ta, liséksi saa olla b:ta missi tahansa)

5. Lauseke: (OUJ1U...U9)(0ULIY..-U9)*
Kielioppi:
S — DN
N — DNle
D — 0[1]...|9
(vahintddn yhdestd digitistd koostuva numero)
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4.2 *Ekskursio: Kasvikieliopit (Lindenmayer Systems)

Esimerkki 1 Olkoon symbolit ¥ = {SIEMEN,SIRKKALEHDET, LEHDET,
VARSI, NUPPU,PUNKUKKA,SINKUKK A}. Kukkaketo voidaan nyt esittia
>*:n merkkijonona. Kukin kasvi kehittyy seuraavien sdéintéjen mukaan:

SIEMEN — SIRKKALEHDET
SIRKKALEHDET — LEHDET | VARSI
LEHDET — VARSI

VARSI — NUPPU | LEHDET

NUPPU — PUNKUKKA | SINKUKKA
PUNKUKKA — SIEMEN | SIEMEN SIEMEN |e
SINKUKKA — SIEMEN | SIEMEN SIEMEN |e

missé € kuvaa kasvin kuolemaa (se katoaa kylvimatta edes siemenid).

Kyseessé on kontekstiton kieliopps, silld sdédnndn seuraus madrdytyy ainoastaan edel-
tavin symbolin perusteella (jos useita vaihtoehoisia seurauksia, niin valitaan jokin
niisté).

Esimerkki 2 Laajennetaan symbolijoukkoa: ¥y = X | J{PAIV A, YO} ja méiritel-

l4an uudet saannot:

SIEMEN YO— SIRKKALEHDET YO

SIRKKALEHDET PAIVA— LEHDET PAIVA| VARSI PAIVA
LEHDET PAIVA— VARSI PAIVA

VARSI PAIVA— NUPPU PAIVA| LEHDET PAIVA

NUPPU YO— PUNKUKKA YO| SINKUKKA YO
PUNKUKKA — SIEMEN | SIEMEN SIEMEN |e
SINKUKKA — SIEMEN | SIEMEN SIEMEN |e

PAIVA — YO

YO — PAIVA

Nyt kukat kasvavat vain péivisin, mutta siemenet itavit ja kukat aukeavat vain Gisin.
Téama kielioppi on kontekstillinen, silli my6s symbolin konteksti (ymparistotekijit)
vaikuttavat sddnnon seuraukseen.
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L-jarjestelmét ~ yksinkertaistettu abstrakti kielioppi, jonka tuottama kieli
kuvaa kasvien (tms. elollisten organismien) kasvua ja kehitysta

alkujaan botanisti Aristid Lindenmayerin kehittima matemaattinen malli, jol-
la voi ennustaa kasvien kasvua

sittemmin kiytetty keinotekoisten organismien luomiseen ja kaikkeen mahdo-
liseen!

L-jarjestelma tuottaa vain kieliopin mukaisen merkkijonon — voidaan tulkita
graafisena kuvana

muistuttavat fraktaaleja, mutta eivat valttamétta fraktaaleja

Yleinen idea: jokaisella aika-askelella merkkijonon symboli lavennetaan naa-
purisymbolien ja ehtoihin sopivan sddnnon perusteella (voi pysyéd ennallaan-
kin) <> soluautomaatti, jossa kukin hilan (vektorin, 2- tai useampiulotteisen
taulukon) solu on aérellinen automaatti

Leikkaavat Chomskyn hierarkian kaikkia luokkia:

— voivat noudattaa sdannollisen kielen sddntojé, ts. ovat muotoa A — aB
tai A — Ba (muunnoksen tuloksena yksi péédtesymboli ja yksi vilike-
symboli) tai A — € (“solun kuolema”, symboli katoaa) tai

— kontekstitonta kielioppia, ts. siannét muotoa A — V* (ts. muunnetaan
vain yhta symbolia kerrallaan, riippumatta sen naapureista, muunnoksen
tuloksena voi tulla mitd tahansa vélike- ja paftesymboleja, myos €) tai

— kontekstillista kielioppia, ts. sidnnét muotoa aAf — awf (ts. muunnos
vain tietyssd "kontekstissa”, kun naapureina « ja ()

— rajoittamatonta kielioppia, ts. sddnnét muotoa w — w' (ts. mikd tahan-
sa merkkijono voi muuntua miksi tahansa merkkijonoksi, merkkijonot
voivat sisdltdd niin padte- kuin vilikesymboleja)
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e esim. erddn levimuodon kasvun mallinnus:

— alkuvaiheessa voi olla kahdenlaisia soluja, merk. A ja B ("aksioomat”)

— saannot:
A— AB
B— A

— esim. AB = ABA = ABAAB = ABAABABA (3 aika-askelta)

e yksinkertaisimmat L-jirjestelmét ns. DOL-jirjestelmid (kontekstiton ja deter-

ministinen L-jérjestelmé)

esim. 2: saannot:
A—CB

B— A

C — DA
D—C

— ldhtokohta: miké tahansa aakkoston sallittu “siemen” (1&htGsymboli)
— esim. A= CB = DAA = CCBCB = DADAADAA

esim. 3: Puurakenteen muodostaminen:
A — C[B|D

B— A

Cc—=C

D — C(E)A

E—D

— tulkitaan hakasulut haarana vasemmalle ja tavalliset sulut haarana oi-
kealle

— esim. A = C[B]|D = C[A|C(F)A (2 aika-askelta)

— puuna:
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e Sovellus (WH): muodostetaan kukkaketoa grafiikkaohjelmalla, joka noudattaa

seuraavia saantoja:

SIEMEN — SIRKKALEHDET|VVARSI|OVARSII KV ARSI

VV ARSI - VLEHTI|VNUPPU (satunnainen véri)

OV ARSI — OLEHTI|ONUPPU

VNUPPU - KUKKA

ONUPPU - KUKKA

KNUPPU - KUKKA

KUKKA — SIRKKALEHDET

KV ARSI - VVARSI|OVARSIIKNUPPU|SIRKKALEHDET
|VKIELONV ARSI|OKIELONV ARSI|HAVU

SIRKKALEHTI — VVARSIIOVARSI|\KVARSI|LEHDET

VKIELOVARSI —- VKIELO

OKIELOV ARSI —- OKIELO

VKIELO - VMARJAT

OKIELO - OMARJAT

e Kuvaruutu on jaettu soluihin, joita kiydaan lapi jossain jarjestyksessé ja piir-
retdén ko. paikkaan (tai naapurisoluihin) symbolin mahdollinen seuraaja

Kirjallisuutta

e Prusinkiewicz & Lindenmayer: The Algorithmic Beaty of Plants
e Prusinkiewicz & Hanan: Lindenmayer Systems, Fractals, and Plants

e Rozenberg & Salomaa (toim.): Lindenmayer Systems. Impacts on Theoretical
Computer Science, Computer Graphics, and Developmental Biology
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4.3 Pinoautomaatit

Kuten jo edelld huomasimme, eivit ddrelliset automaatit kykene pitdméan kirjaa
lukemistaan syotemerkeistd. Esimerkiksi sulkulausekkeen tasapainoisuuden tutki-
miseksi meiddn tdytyisi kiyttda jonkinlaista laskuria, jota kasvatetaan aina kun
vastaan tulee alkusulku ’(’ ja vihennetddn, kun kohdataan loppusulku ’)’. Pinoau-
tomaatit ratkaisevat tdman ongelman tarjoamalla kiytt6omme pinon, johon voi
tallettaa symboleja my6hempéd tutkimusta varten.

Pinoautomaatit eivit ole ohjelmoijalle yhta kullanarvoisia apulaisia kuin darelliset
automaatit. Kontekstittonmien kielioppien pohjalta voi nédet suoraan laatia tehok-
kaita ohjelmia. Tastd syystd késittelemme pinoautomaatteja vain lyhyesti, ikddn
kuin johdatuksena Turingin koneisiin. Pinoautomaatit ovat kuitenkin hyodyllinen
abstrakti laskennan malli kontekstittomien kielioppien tutkimuksessa ja toisinaan
voi olla helpompi laatia ongelman kuvaava (epaddeterministinen) pinoautomaatti,
kuin laatia vastaava kielioppi.

n el

sy6tenauha: i
nauhapéi:
Q=2
ohjausyksikko: —
do —= K
Fy C
A
pino T
(tyonauha): S

Kuva 4.2: Pinoautomaatti.

e Pinoautomaatti on darellinen automaatti, johon on lisdtty yksi mielivaltaisen
kokoinen pino tyonauhaksi

e Ts. automaatti voi lukea ja kirjoittaa vain tyénauhan toista paité (pinon huip-
pua), ja padstikseen lukemaan aiemmin kirjoittamiaan merkkejd sen tdytyy
pyyhkid viimeisin merkki pois

e Tyonauha antaa automaatille “muistin”, jonka avulla voidaan valttda darel-
lisen automaatin (joitakin) rajoituksia. (Huom! Téllainen pinomuisti ei riitd
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esimerkiksi sen tarkistamiseen, onko merkkijonossa yhtd monta a:ta, b:td ja
c:td.)

Madritelmd: Pinoautomaatti (engl. pushdown automaton) on kuusikko
M = (Qa E,F,d, CIOaF)a

missa

@ on tilojen adrellinen joukko;

Y. on sydteaakkosto;

e [' on pinoaakkosto;

d:Qx (XU{e}) x (TU{e}) = P(@Q x (I' U{e})) on (joukkoarvoinen)
siirtymdfunktio;

® gy € Q on alkutila;

e F' C @ on (hyviksyvien) lopputilojen joukko

e Siirtyméafunktion

5((]7 g, 7) = {(QI; 71)7 tee (Qk: ”}’k)}

tulkinta: Ollessaan tilassa ¢ ja lukiessaan sydtemerkin o ja pinomerkin v auto-
maatti voi siirtyd johonkin tiloista ¢y, ... , ¢ ja korvata pinon pdallimmaéaisen
merkin jollakin merkeista v, ..., V.

1. Jos 0 = ¢, niin automaatti tekee siirtymén sy6temerkkid lukematta;

2. Jos v = ¢, niin automaatti ei lue pinomerkkid, mutta pistdd uuden merkin
pinon péélle (push(v;));

3. Jos v # € jay; = €, niin luetaan pinosta vy, mutta ei panna uutta merkkii
pinoon (pop(7))

4. Jos sekd v # € ettd 7; # €, niin sekd luetaan pinon paillimédinen merkki
~ ettd kirjoitetaan pinoon ; (ts. pop(7y), push(y;))

e Pinoautomaatit ovat siis yleisessa tapauksessa epddeterministisia
e Automaatin tilanne on kolmikko (¢, w, o) € @ x X* x T'*

o Alkutilanne sydtteelld x on kolmikko (g, z, €)
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Tilanne (¢, w, @) ~ automaatti on tilassa ¢, syétemerkkijonon késitteleméaton
osa on w ja pinossa on ylhdalta alas lukien merkkijono «

Tilanne (g, w, @) johtaa suoraan tilanteeseen (¢', w', '), merk.
(q,w,0) F (¢, a),
M
jos w=ow', a =78, =6 (lo|, 7], 7] <1), siten ettd
(¢d'.9') € d(g,0,7)
Tilanne (g, w, @) johtaa tilanteeseen (¢',w’, '), merk.
(g, w, )"(¢', w', o),
M

jos on olemassa tilannejono (go, wo, @), - -, (¢n, Wn, ),
n > 0, siten ettd

(qa w, O{) = (qu Wy, aO) o 1}\_4 (QTL, W, an) :(q,a ’U),, a,)

M

Pinoautomaatti M hyvdiksyy merkkijonon x € Y*, jos

(90, z,€)F"(qr, €, @) joillakin gy € F' ja o € I'*

M

(jos se syOtteen loppuessa on jossakin hyviksyvissd lopputilassa); muuten M
hylkdda :n

Automaatin M tunnistama kieli on

L(M) = {z € X" | (g, , €)F"(qr, €, ) joillakin g; € F' ja o € I'"*}

M

Ei-siénnéllinen kontekstiton kieli {a*b* | & > 0} voidaan tunnistaa seuraa-

vanlaisella pinoautomaatilla:

missa

M = ({%a q1, 42, q3}7 {CL, b}7 {Aa A}a 57 4o, {qo; Q3})7

6(qo; a, €) {(q1,4)},

6(qi,a,6) = {(q1,4)},

6(q1,0,4) = {(ge,6)},

(g1, 0, 4) = {(as,6)},

6(q2,0,4) = {(a,6)},

0(g2,0,4) = {(a3,6)},
) 0

muilla (¢, g, 7).
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Esimerkiksi syotteelld aabb automaatti M toimii seuraavasti:

(QO, aa'bba 6) F (qla a'bb: A) F (q15 bba AA)
[ (Q2, ba A) H (q3a €, 6)'

Koska ¢3 € F = {qo, g3}, on siis aabb € L(M)

Kielen {a*V* | k > 0} tunnistava pinoautomaatti:

t,x‘/f
%byile
/
l:141/6

Kuva 4.3: Kielen {a*b* | £ > 0} tunnistava pinoautomaatti, jossa pinoaakkosto on
{A,A}.

Téassa on kiytetty tilasiirtyméikaaviotyyppinen esitys:

e Siirtyméehto muotoa a;,y/v', missi

— automaatti lukee merkkijonosta merkin a; ja
— pinosta merkin ~ seki

— kirjoittaa pinoon merkin /'

e "Push”™operaatio: ei lue pinosta merkkid, mutta kirjoittaa uuden merkin ~'
pinon péélle: a;, /7'

e "Pop”-operaatio: lukee pinon paillimmaéisen merkin 7, mutta ei kirjoita mitaian
pinoon: a;, /€

e jos syotemerkki a; = €, niin siirtymé syotemerkkid lukematta — voi silti lukea

tai kirjoittaa pinomerkkeja!

4.3.1 *Pinoautomaatin muunnos: “tyhjin pinon automaatti”

Miaritelladn seuraavan todistuksen avuksi pinoautomaatin muunnos, jolla ei ole
erillistd hyviaksyvia lopputilaa, vaan merkkijono hyviksytaidn missd tahansa tilassa,
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kunhan vain pino on tyhji syStteen loppuessa. (Tavallinen pinoautomaattihan
hyviaksyy syOtteen, jos se on syotteen loppuessa hyviksyvissd lopputilassa, olipa
pinossa mitd tahansa.) Téllaista pinoautomaattia kutsutaan usein “tyhjén pinon
automaatiksi” (empty stach automaton, null stack automaton).

Tyhjéan pinon automaatit ovat hyodyllinen apulainen, silld ne tunnistavat tdasmdalleen
samat kielet kuin tavalliset pinoautomaatit. (Ks. todistus esim. Hopcroft, Motwani,
Ullman: luku 6.2)

Tavallinen pinoautomaatti | Tyhjédn pinon automaatti
hyvaksyy x:mn, jos hyvaksyy x:n jos
(QOaxae);*(qfaea Of) (QOaxae);*(Q,ea 6)

gr € F €@

ael™

Esim. Muodostetaan pinoautomaatti, joka tunnistaa virheellisen ohjelmakoodin, jos-
sa if-else-parien lukumadrat eiviat tdsméd. Automaatti hyviaksyy syotteen, jos siind

on enemmén else:ji kuin ifieji.
dse Z| €
if, €z
= 0 1

Kuva 4.4: Tyhjdn pinon automaatti ¢f — else -virheen haivaitsemiseksi.

else Z| €
if, €|1Z
g, g|X
Q else, X| €

Kuva 4.5: Saman kielen tunnistava lopputilallinen automaatti.

Lause: Kieli on kontekstiton, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa pinoautomaatilla.
*Todistuksen idea:
Kaytetadn hyviksi tyhjdn pinon automaatteja. Jos viite péatee tyhjan pinon au-
tomaatille M, se pitee myos ekvivalentille lopputilalliselle pinoautomaatille M’
(L(M) = L(M")).
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1)”"=" Jos kieliopin G kuvaama kieli L(G) on kontekstiton, niin on olemassa tyhjin
pinon pinoautomaatti M, joka hyviksyy kielen L(M) = L(G).

e Muodostetaan pinoautomaatti, jossa on kaksi tilaa: alkutila S ja hyviksyvi
lopputila F'.

e Aluksi pistetddn pinoon erikoissymboli X (pinon pohja) ja siirrytaén tilaan
F.

e Tamin jilkeen on kaksi vaihtoehtoista askelta:
1. Jos pinon péailla on vilikesymboli C' ja kieliopissa sddnté C' — w, niin
korvaa C w:ll4 pinossa (ts. pop(C), push(w)).
2. Jos pinon paalld on padtesymboli (merk. @), niin lue seuraava syotemerkki
(merk. a'). Jos @ = d, niin lue pinon huippu pois (pop(a)).

e Automaatin siirtymét ovat siis:

1. 6(S,e,¢) ={(F, X)}
2. §(F,¢,C) ={(F,w)}
3. §(F,a,a) ={(F,¢)}

e Intuitiivisesti: Automaatin laskenta simuloi syotejonon wvasenta johtoa. Jokai-
nen johtoaskel toteutetaan pistdmalld pinoon sddnnon S — w oikea puoli w.
Johtoaskelten vilissd automaatti lukee péatesymbolit pinosta ja vertaa niitéd
syotteeseen. Kun sddnnoén vasemman puoleinen vilike C' havaitaan pinossa,
automaatti suorittaa seuraavan askeleen.

e Formaalissa todistuksessa pitéisi vield osoittaa (induktiolla), ettd w € L(G) <
w € L(M).

2)’<"” Jos olemassa tyhjian pinon pinoautomaatti M, joka hyviksyy kielen L(M),
niin on olemassa kontekstiton kielioppi G, joka kuvaa kielen L(G) = L(M).

e Muodostetaan kielioppi, jonka jokainen vilikesymboli vastaa “tapahtumaa”,
jossa

1. luetaan jokin symboli X pinosta (voi koostua useasta siirtymésté)

2. muutetaan tapahtumaa edeltiavi tila p tapahtuman lopussa vallitsevaksi
tilaksi ¢ (symbolin X lukeminen pinosta tapahtuu siis siirtyméapolun
p — —— > q aikana)
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e Merkitddn téllaista tapahtumaa [pXg]:lla.

e Kieliopin muuttujat: alkusymboli S ja kaikki tapahtumasymbolit [pX¢], missa
p,q € @ ja X € T (pinosymboli).

e Kieliopin sdannot:

1. Jokaista tilaa p € @ kohden siirtyma S — [goZop]. (ts. symboli [goZop]
tuottaa kaikki ne merkkijonot w, jotka aiheuttavat symbolin Z; nosta-

misen pinosta kuljettaessa tilasta qq tilaan p eli (o, w, ZO)I}\—: (p,€,€).)

2. Olkoon siirtyméfunktion (g, a, X') arvojoukossa pari (r, Y1 Y5...Yy), missd
a on paidtesymboli tai €, ja £ > 0. Silloin jokaista tilajoukkoa r, 1o, ..., 7k
kohti kieliopissa on sdanto

[qX 1] = a[rYir|[r1Yars]...[rk 1 Yere]-

(t.s. yksi tapa lukea pinosta symboli X ja siirtya tilasta ¢ tilaan ry on
lukea ensin a, sitten kiyttad syétettd Yi:n poppaamiseksi siirtyen samalla
tilaan rq, kiyttad syotettd Yo:n poppaamiseksi siirtyen samalla tilaan 7o,
jne.)

e Formaalissa todistuksessa pitéisi vield osoittaa (induktiolla), ettd [¢X p]?*w

jos ja vain jos (g, w, X)*(p, €, €). Talloin S?*w joss [qOZOp]?*w jollain p joss
M
(g, w, Zo)F"(p, €, €) eli L(G) = L(M).

M
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4.3.2 Deterministiset ja epiddeterministiset pinoautomaatit

e Pinoautomaatti M on deterministinen, jos jokaisella tilanteella (¢, w,«) on
enintéén yksi mahdollinen seuraaja (¢',w’, o), jolla

(QJ w7 a) J'; (ql7 wl7 a,)
e Huom: Epddeterministiset pinoautomaatit ovat aidosti vahvempia kuin deter-
ministiset! (vrt. ddrelliset automaatit)

e Esim. kieli {ww® | w € {a,b}*} voidaan tunnistaa epideterministiselldi, mutta
ei deterministiselld pinoautomaatilla (todistus sivuutetaan)

e Kontekstiton kieli on deterministinen, jos se voidaan tunnistaa jollakin deter-
ministiselld pinoautomaatilla

e Deterministiset kielet ovat tarkea kieliluokka, silld sithen kuuluvat kielet voi-
daan jasentdd oleellisesti tehokkaammin kuin yleiset, mahdollisesti epideter-
ministisen automaatin vaativat kontekstittomat kielet

e Kielten keksinaisia suhteita kuvaa seuraava kuva:
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kontekstittomat kielet

tunnistus: =
epddeterministinen

pinoautomaatti

(b iz tai j=k

kielet, joilla on yksiselitteinen
kontekstiton kielioppi

deterministiset
kontekstittomat kielet
tunnistus: deterministinen
pinQautomaatti

saannolliset kielet

tunnistus:

~

[ ddrelliset Y (rajall.
'\ kielet .’

4.4 Kielioppien jasennysongelma

Ratkaistava tehtava:

“Annettu kontekstiton kielioppi G ja merkkijono z. Onko z € L(G)?”
e Esim. Kuuluuko virke ”jinis joka pelkési arkaa peikkoa metsésti suurta sutta”
kieleen L,.,?
e Ratkaisumenetelma: jisennysalgoritms

e Useita vaihtoehtoisia menetelmid, erityisesti kun G on jotain rajoitettua (kéy-
tannossa esiintyvad) muotoa.
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e Tarkastellaan ensin jasentdmiseen liittyvid peruskésitteitéa

4.4.1 Johdot
e Olk. merkkijono v € V* kieliopin G = (V, X, P, S) lausejohdos

e 7:n johdoksi G:ssd kutsutaan lahtosymbolista S merkkijonoon vy johtavaa suo-
rien johtojen jonoa

S=n=2m=>-""=2MWm="7

e Johdon pituus on siihen kuuluvien suorien johtojen méaéra (edelld n)

e Esim. lauseen a + a johtoja kieliopissa Gexpr:

i) F = E4+T = T+T = F+T
= a+T = a+F = a+a
(ii) £ = E+T = E+F = T+F
= F+F = F+4+a = a+a
i) F = EF+T = E+F = E+a
= T+4+a = F+4+a = a+a
e Johto v =*+' on
1. wasen johto, merk.
=",

Im

jos kussakin johtoaskelessa on produktiota sovellettu merkkijonon vasem-
manpuoleisimpaan vilikkeeseen (edelld johto (i))

2. otkea johto, merk.
=",
jos — 7 — oikeanpuoleiseen vilikkeeseen (edelld (iii))

e Suoria vasempia ja oikeita johtoaskelia merkitdan v = +' ja v =+
Im rm
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4.4.2 Jasennyspuut

e Suurin osa vaihtoehtoisten johtotapojen eroista muodostuu vain vilikkeiden
laventamisesta eri jarjestyksessd (esim. em. johdot (i) — (iii) ovat kaikki “poh-
jimmiltaan” samanlaisia)

e Lausejohdoksen jasennyspuu (syntaksipuu, johtopuu) (engl. parse tree, syntax
tree, derivation tree) = esitystapa, jossa ndma epéoleelliset erot on abstrahoitu
pois

e Jisennyspuu kertoo ainoastaan, miten vilikkeet on lavennettu, ei missd jdr-
jestyksessd lavennukset on tehty

e Esim. kaikkia kolmea em. johtoa vastaa sama jasennyspuu:

E
/TN
E + T
T F
F a

a

Kuva 4.6: Lauseen a + a jasennyspuu kieliopissa Gexpr-

Magdritelmd: Olkoon G = (V, 3, P, S) kontekstiton kielioppi. Kieliopin G mukainen
jasennyspuu on jarjestetty puu, jolla on seuraavat ominaisuudet:

(i) puun solmut on nimetty joukon V' U {e} alkioilla siten, etté sisdsolmujen nimet
ovat vilikkeitd (so. joukosta N =V —3¥) ja juurisolmun nimené on ldhtésymboli S;

(ii) jos A on puun jonkin sisésolmun nimi, ja X1,... , Xy ovat sen jélkeldisten nimet
jarjestyksessi, niin
A — X;...X; on G:n produktio

e Jisennyspuun 7 tuotos = merkkijono, joka saadaan liittdmalld yhteen sen
lehtisolmujen nimet esijirjestyksessi (“vasemmalta oikealle”)
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TR E1E>TyFrar + 11 Faaz
By + T
Ty B

E=E+4+T=T+T=F+T
Im Im Im
=a+T=a+F=>a+a

Kuva 4.7: Vasemman johdon muodostaminen jisennyspuusta.

4.4.3 Jasennyspuun muodostaminen

e Johtoa
S=n=>m==>m=7

vastaava jasennyspuu muodostetaan seuraavasti:

(i) puun juuren nimeksi tulee S; jos n = 0, niin puussa ei ole muita solmuja;
muuten

(ii) jos ensimmaisessé johtoaskelessa on sovellettu produktiota S — X1 X5 ... Xy,
niin juurelle tulee k jilkeldissolmua, joiden nimet vasemmalta oikealle ovat
XlaXZa SR an;

(iii) jos seuraavassa askelessa on sovellettu produktiota X; — Y1V, ...Y], niin
juuren i:nnelle jilkeldissolmulle tulee [ jilkeldistéd, joiden nimet vasemmalta
oikealle ovat Y7, Y, ... ,Y); ja niin edelleen

e 'Ts. jos 7 on jotakin johtoa S =* v vastaava jidsennyspuu, niin 7:n tuotos on

e Johdon muodostaminen: Olk. 7 kieliopin G mukainen jasennyspuu, jonka tuo-
tos on paatemerkkijono x.

— T:sta saadaan vasen johto z:lle kiiyméalla puun solmut ldpi esijarjestykses-
sd (“ylhaélta alas, vasemmalta oikealle”) ja laventamalla vastaan tulevat
valikkeet jarjestyksessd puun osoittamalla tavalla
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— Oikea johto saadaan kiymalla puu lipi kidnteisessi esijirjestyksessa (“yl-
hialté alas, oikealta vasemmalle”)

e Jos muodostetaan annetusta vasemmasta (oikeasta) johdosta S:> x (S=> x)

ensin jisennyspuu em. tavalla, ja sitten jasennyspuusta vasen (01kea) JOhtO
saadaan takaisin alkuperdinen johto

Lause: Olk. G = (V, %, P, S) kontekstiton kielioppi. Tall6in:

(i) jokaisella G:n lausejohdoksella v on G:n mukainen jisennyspuu 7, jonka tuotos
on 7;

(i) jokaista G:n mukaista jdsennyspuuta 7, jonka tuotos on pédtemerkkijono x,
vastaavat yksikdsitteiset vasen ja oikea johto S="z ja S="z
lm rm

Seuraus: Jokaisella G:n lauseella on vasen ja oikea johto
e Ts. kontekstittoman kieliopin tuottamien lauseiden jdsennyspuut, vasemmat
ja oikeat johdot vastaavat yksikdsitteisesti toisiaan
e Jisennysongelman ratkaisuksi katsotaan usein paitosongelman “Onko x €
L(G)?” ratkaisemisen liséksi jonkin ndistd jdsennysesityksistd tuottaminen
x:lle

4.4.4 Kieliopin moniselitteisyys

e Lauseella voi olla kieliopissa useita jasennyksia (esim. lause a+ a*a kieliopissa

Gexpr)
E E
2N /TN
E + E E + E
/TN D\
a E x E E + E a

Kuva 4.8: Lauseen a + a * a kaksi erilaista jisennysté.
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Kontekstiton kielioppi G on moniselitteinen, jos jollakin G:n lauseella z on
kaksi erilaista GG:n mukaista jisennyspuuta

Muuten kielioppi on yksiselitteinen

Kontekstiton kieli, jonka tuottavat kieliopit ovat kaikki moniselitteisid, on
luonnostaan moniselitteinen

Esimerkkeja:

!

expr 011 moniselitteinen

Kielioppi G|

Kieliopit Gexpr ja Gmatcn Yksiselitteisia

— Kieli Leypr = L(GL,,,) € ole luonnostaan moniselitteinen, koska silld on

expr
my0s yksiselitteinen kielioppi Gexpr

Kieli {a'b’c* | i = j tai j = k} on luonnostaan moniselitteinen (todistus
sivuutetaan)

4.5 Rekursiivisesti eteneva jisentaminen

4.5.1 LL(1)-kielioppi

LL(1)-kielet ovat suppea mutta hyddyllinen kieliluokka. Niille voidaan helposti laa-
tia rekursiivisesti eteneva jisentdji, joka lukee merkkijonoa vasemmalta oikealle
ja joka asekeleella simuloi annetun kieliopin sédnt6ja. Koska LL(1)-kieliopissa jo-
kainen sddnt6é on yksikisitteisesti méaritelty, kun seuraava syotemerkki tunnetaan,
voidaan merkkijonon vasemman johdon tuottava jdsennys suorittaa tietokoneohjel-
mana. (Nimitys LL(1)-kielioppi tuleekin sanoista ”left to right scan, producing left
parse with 1 symbol lookahead”.)

e Tarkastellaan seuraavaa kielioppia G"

E - T+E|T-E|T
T — al(F)
e Muokataan G:sté vilikkeen E produktiot “tekijoimilld” ekvivalentti kielioppi
G":
E — TE'
E' — 4+E| —F|¢
T — al(F)
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e nyt G":n lauseille voidaan helposti muodostaa vasemmat johdot suoraan l&h-
tosymbolista E alkaen: Jdsennyksen joka vaiheessa tavoitteena olevan lauseen
seuraava merkk: maaraa yksikésitteisesti sen, mikd produktio valitaan laven-
nettavana olevaan vilikkeeseen

4.5.2 LL(1)-kieliopin jasennysohjelma
e Jisennysohjelma muodostuu vilikkeitd vastaavista rekursiivisista funktioista

e Esim. G':n mukainen jisentija pseudokoodina:

function F
begin

T;
E':
end

function E’
begin
if (next == '+’) then
begin
tee jotakin;
next = getnext;

E;
end
else
begin
if (next == ’'-’) then
begin
tee jotakin;
next = getnext;
E;
end
else tee jotakin;
end
end

function T
begin
if (next == ’a’) then
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begin

tee jotakin;
next = getnext;

return;
end
else
begin
if (next == () then
begin
tee jotakin;
next = getnet;
E;
if (next #7))
ERROR;
next = getnext;
end
else ERROR;
end
end
PAAOHJELMASSA:

next = getnext;

E.

’
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Esim. sy6tejonon a-(a+a) jasennys, kun kisky “tee jotakin’ tulostaa produktiot:

E — TE’
T — a
E> — -E
E — TE’
T — (E)
E — TE’
T = a
E’> — +E
E —- TE’
T — a
E’ — €
E’> — €.
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Tulostus vastaa vasenta johtoa:

F = TE' =aF' =a—E=a—-TF
E)E'= a— (TE)E'

aE"YE' = a— (a + E)E'
+TEYE = a— (a+aE")E'
+a)E' = a— (a+a)

a—(
a—(
a—(
a—(

L

a
a

4.5.3 LL(1)-kielioppien yleinen muoto

LL(1)-kieliopeissa sallitaan rajoitetussa madrin myos

e Produktioita, joiden oikeat puolet alkavat vilikkeelld, sekd

o Tyhjentyvid vilikkeitd A, joilla A =% €

Esim. kielen a*b U c¢*d tuottava kielioppi:

S = Ab | Cd
A — aA | €
C — cC | e

Kielioppi on LL(1), vaikka ensimmaiseksi sovellettavaa produktiota ei voikaan paa-
tella pelkistddn S:n produktioiden perusteella

4.5.4 Apukisite: paatemerkkijoukot FIRST ja FOLLOW

Madritellddn annetun kieliopin G = (V, X, P, S) vilikkeisiin liittyvit paatemerkki-
joukot:
e FIRST(A) = A:sta johdettavien padtejonojen 1. merkit + ¢, jos A tyjentyvi

e FOLLOW(A) = ne paatemerkit, jotka voivat seurata A:ta jossain G:n lause-
johdoksessa + ¢, jos A voi sijaita lausejohdoksen lopussa

e Formaalisti:
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FIRST(A) = {a€X|A="ax jollakin z € ¥*}
U{e| A=" ¢}
FOLLOW(A4) = {a€eX|S =" adap joillakin o, § € V*}
U{e| S =" aA jollakin o € V*}.

FIRST-joukkojen méadritelmé laajennetaan mielivaltaisille merkkijonoille, ja edel-
leen merkkijonojoukkoihin:

FIRST(¢) = {¢};
FIRST(a) = {a} kaikilla a € %;
FIRST(X;...Xy) =
FIRST(X;) U... UFIRST(X;) — {e€},
jOS € € FIRST(Xl), e ,FIRST(X,_l),
e ¢ FIRST(X,);
FIRST(X;)U...UFIRST(X}),
jos € € FIRST(X;) kaikillas =1,... ,k;

Madritelmd: Kielioppi on LL(1)-muotoinen, jos sen milld tahansa kahdella samaan
vilikkeeseen A liittyvilla produktiolla A — w; ja A — wy, w1 # wo, On voimassa:

FIRST ({w;, }FOLLOW/(A))
N FIRST({w:}FOLLOW(4)) = 0.

Esim.1 Onko seuraava kielioppi LL(1)-muodossa?

S — Ab|Cd
A — aAle
C — cCle

Saantopari S — Ab ja S — Cd:

FIRST({Ab}FOLLOW (S)) = FIRST({Ab}{e}), koska S voi esiintyi vain johdon
ensimmaisend lausejohdoksena (pelkki aloitussymboli S, jota siis seuraa €).

FIRST(Abe) = a,b, koska A:ta lavennettaessa 1. merkki voi olla a tai €, jolloin
seuraava merkki (b) onkin merkkijonon Ab 1. merkki. Huom! € ei voi olla merkkijonon
{Ab}{e} 1. merkki, silld vilissd on aina b, joka ei tyhjene mihinkdan.
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Samaan tapaan:

FIRST({Cd}FOLLOW(S)) = FIRST({Cd}{e}) = {¢c, d}

Sadntoparin A — aA ja A — € kisittely:

FIRST({aA}FOLLOW (A)) = FIRST({aA}{b}), koska A:ta voi seurata vain b
jossain lausejohdoksessa - se ei voi olla merkkijonon viimeinen, koska S':sti lahtiesséa
sitd seuraa b!

FIRST({aA}{b}) = FIRST({aAb}) = {a}
FIRST({e\FOLLOW (A)) = FIRST({eb}) = {b}

Kolmas saantopari:

FIRST({cCYFOLLOW (C)) = FIRST({cC}{d}) = {c}
FIRST({e\FOLLOW (C)) = FIRST({e}{d}) = {d}

Eli mikdan sddntopari ei riko LL(1)-ehtoa (leikkaus tyhjé).

Esim. 2

S — (L)|a
L—L,S|S

Ensimmainen saantopari:

FIRST({(L)}FOLLOW(S)) = FIRST({(L)}{')";")" ;e}) = {'('}
FIRST({a}FOLLOW (S)) = {a}
eli leikkaus tyhjé - ok.

Toinen sadntopari:

FIRST({L,S}FOLLOW (L)) = FIRST({L,S}{")")),)}) = FIRST(L) ={'(",/d'}
FIRST({S}FOLLOW (L)) = FIRST({S}{)",),}) = FIRST(S) ={'(")/d'}
eli leikkaus epatyhja! Ei siis LL(1).

Huom! FIRST({L,S}{)"),}) = FIRST(L), koska L ei voi tyhjentya (sitd ei voi
korvata e:illa missdan johdoksessa - siispa merkkijonon 1. merkki on L:n 1. merkki.
Samoin FIRST({S}{')'),}) = FIRST(S).
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4.5.5 *LL(1)-kieliopin rekursiivisesti etenevin jasentijin muo-
dostaminen yleisesti:

Apurutiinit:

token getnext;
Seuraavan paidtesymbolin selaus
— voi olla > 1 kirjainmerkki&.*
void ERROR(char* msg);
Virheiden késittely; parametri msg
sisaltdd virheilmoitustekstin.*

Vilikettd A vastaava funktio:

functionA /*A:mn produktiot A — wq | ... | w,™/
begin
if (next in [aq1, ..., Q1)) /*FIRST ({w; }FOLLOW(A)) = {a11,--. ,a1m, }*/
begin /*produktio A — w;*/
parse(wy);
end
else
if (nezt in [ap1,--. , Gpm,)) J*FIRST ({w, }FOLLOW (A)) = {an1, - - - , Gnm, }*/
begin /*produktio A — w,*/
parse(wn);
end
else

ERROR(’A cannot start with this.”)
end

Téssd lyhennemerkinta “parse(w;)” tarkoittaa seuraavalla tavalla muodostettavaa
kéiskyjonoa:
parse(Xy ... Xy) = parse(X1);. .. ;parse(Xg),

missi

parse(a) =
if next # a then ERROR(’a expected.’);
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next 1= getnext; (a on padtemerkki)

parse(B) = B; (B on vilike)

4.5.6 Kielioppien muokkaaminen LL(1)-muotoon

e LL(1)-kieliopit ovat varsin suppea kielioppiluokka
e Seuraavilla muunnoksilla voidaan joitakin “melkein’ LL(1)-muotoisia kieliop-
peja muuntaa tidhdn muotoon:

1. VASEN TEKIJOINTI

e Kielioppi, jossa on produktiot

A — af | afs, aFe B # B

ei voi olla LL(1)-muotoinen

e Parannus: otetaan kiyttoon uusi valike A’ ja korvataan em. produktiot pro-
duktioilla:

A — oA
A — By | Ba,

missd a on af:n ja afe:n pisin yhteinen alkuosa
2. VALITTOMAN VASEMMAN REKURSION POISTAMINEN

e Kielioppi on vasemmalle rekursiivinen, jos jollakin vilikkeelld A ja merkkijo-
nolla v on

A=T Ay,

missd merkintd o =1 (3 tarkoittaa, etta a:sta voidaan johtaa (3 johdolla, jonka
pituus on vihintdan yksi askel

e Vasemmalle rekursiivinen kielioppi ei voi tayttaa LL(1)-ehtoa
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e Viliton vasen rekursio, so. suorat johdot A = A~, voidaan vilttda korvaamalla

produktiot
A= ABla,  B#e
produktioilla
A — aA
A — BA e

e Muotoa A — A olevat produktiot voidaan yksinkertaisesti jattaa pois

Jokainen kontekstiton kielioppi voidaan teoriassa muuntaa vasemman rekursion
valttavadn Greibachin normaalimuotoon, missi kaikki produktiot ovat muotoa

A—aB,...By, k>0,

tai S — €, missid a on padtemerkki, By, ... , By vilikkeitéd ja S lahtosymboli
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4.5.7 *LIITE: FIRST- ja FOLLOW-joukkojen laskeminen

Annettu kielioppi G = (V, %, P, S).

Ensin lasketaan FIRST-joukot:

1. Asetetaan aluksi kaikille kieliopin paétteille a € ¥:
FIRST(a) := {a},

ja kaikille vilikkeille A € V — X

FIRST(A) := {a € X|A— af on G:n produktio}
U{e| A — e on G:n produktio}.

2. Kiaydaan sitten kieliopin produktioita lapi jossakin jérjestyksessid ja toistetaan,
kunnes FIRST-joukot eivit endd kasva: kullekin produktiolle A — X ... X} asete-
taan:

FIRST(A) :=
FIRST(A4) U
J{FIRST(X;) | 1 <i < k, € € FIRST(X,) kaikilla j < k}
U {e | € € FIRST(X,) kaikilla j = 1,... ,k}.

FOLLOW-joukot mééritetddn FIRST-joukkojen avulla seuraavasti:

1. Asetetaan aluksi kaikille valikkeille B € V — X*:

FOLLOW(B) :=
 {FIRST(8) — {€} | A — aBg on Gn produktio},

ja lahtosymbolille S lisdksi:

FOLLOW(S) := FOLLOW(S) U {e}.

2. Sitten toistetaan, kunnes FOLLOW-joukot eivit endé kasva: kullekin produktiolle
A — aBf, missi € € FIRST(f), asetetaan:

FOLLOW(B) := FOLLOW(B) U FOLLOW (A).
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4.5.8 LL(1)-kielien vahvemmat sisarukset

Edelli esitetty rekursiivisen jasentdjian idea voidaan yleistdé tapaukseen, jossa k seu-
raavaa merkkid maaraavit yksikésitteisesti, mika sdanto valitaan kullakin vasemman
johdon jasennysaskeleella. Téllaisia kielioppeja kutsutaan LL (k)-kieliopeiksi ("1eft to
right scan, producing left parse with k symbol lookahead”).

Vield laajempi kieliluokka saadaan, kun simuloidaan merkkijon oikeaa johtoa rekur-
siivisesti. LR (1)-kieliopissa ("left to right scan, producing right parse with 1 symbol
lookahead”) jasennys etenee oikealta vasemmalle (ts. lavennetaan aina oikeanpuo-
limmaisin vilikesymboli) ja seuraava merkki méaarittelee yksikésitteisesti kiytetté-
vin sadnnon. Vastaavasti LR (k)-kielissd seuraavat k merkkia méérittavit seuraavan
johtoaskeleen. Tiéllaisen alhaalta-ylospéin (bottom-up) ! eteneviin jisentéijin laati-
minen on kuitenkin vaikeampaa kuin LL-kielien edellyttamén ylhéélta alas (top-
down) ? eteneviin jisentéjin laatiminen, eiké siihen perehdyté tilld kurssilla. Lisdé
tietoa loytyy esim. Sudkampin kirjasta.

LR(1)-kielet ovat kuitenkin hyvin tarked kieliluokka, silli ne méadrittelevit tdsmal-
leen kaikki deterministiset kielet ts. kielet, jotka voidaan tunnistaa deterministisella
pinoautomaatilla!

Huom! On olemassa kielid, jotka eivit ole deterministisia, mutta joilla silti on ole-
massa yksiselitteinen kielioppi. Esimerkiksi pladindromikielelle L = {wwf|lw €
{a, b}*} voidaan antaa yksiselitteinen kielioppi, mutta silti sen sanoja ei voida tun-
nistaa deterministiselld automaatilla. Ongelmana on se, ettd automaatin taytyy "ar-
vata”, milloin on tultu merkkijonon keskikohtaan.

Ibottom-up-jisennyksessé jisennyspuuta muodostetaan alhaalta ylospdin
2top-down-jasennyksessd jisennyspuuta ylhalts alaspiin
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tunnistus:
epddeterministinen
pinoautomaatti

kontekstittomat kielet

kielet, joilla on yksiselitteinen

kontekstiton kielioppi

tunnistus:
deterministinen pinoautomaatti

tunnistus:
ddrellinen automaatti

l =lineaariset klell

nm ovat luonnostaan
moniselitteisi

Kuva 4.9: Kuva kontekstittomien kielten alaluokkien valisistd suhteista.

4.6 CYK-jasennysalgoritmi

o Rekursiivisesti etenevi jasentdminen on selked ja tehokas jisennysmenetelmé
LL(1)-kieliopeille: n merkin mittaisen syctemerkkijonon késittely sujuu ajassa

O(n)

e Entidpa mielivaltaisen kontekstittoman kieliopin tuottamien merkkijonojen tun-
nistaminen?

e Ratkaisu 1: muunnetaan kielioppi ensin em. Greibachin normaalimuotoon
— Taméinmuotoisella kieliopilla milla tahansa n merkin mittaisella lauseella

on n:n askeleen johto

— Merkkijonon z, |x| = n, kuuluminen tuotettuun kieleen voidaan testata
kiymalla l1api kaikki n askelen mittaiset johdot ja katsomalla, tuottaako
jokin niistd z:n

— Tehotonta! (jokaisessa epétriviaalissa kieliopissa on n askelen mittaisia
johtoja eksponentiaalinen mééri)
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e Ratkaisu 2: Cocke—Younger—-Kasami- eli CYK-algoritmi

— Toimii ajassa O(n®), missi n on tutkittavan merkkijonon pituus

— Kielopin on oltava Chomskyn normaalimuodossa

Chomskyn normaalimuoto

Madritelmd: Kontekstiton kielioppi G = (V, X, P, S) on Chomskyn normaalimuo-
dossa, jos

e Vilikkeistd enintdén S on tyhjentyvé (engl. nullable), eli S=G>*e

e Muut produktiot ovat muotoa A — BC tai A — a, missd A, B ja C' ovat
vilikkeitd ja a on paatemerkki

e Lisdksi vaaditaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd ldhtosymboli S ei esiinny
minkian produktion oikealla puolella

Esim. seuraava kielioppi on Chomskyn normaalimuodossa:
S — ABle

A — BAla

B—b

Cocke—Younger—Kasami-algoritmi

e Perustuu dynaamiseen ohjelmointiin (vélitulosten taulukointiin)
e Ongelma: Olk. G = (V, %, P, S) Chomskyn normaalimuodossa (ellei ole, muu-

tetaan ensin Chomskyn normaalimuotoon). Onko z € L(G) eli S ?*x?

Algoritmi:

1. Jos z = ¢, niin z € L(G) < S — € on G:n produktio

2. Muuten merk. z = a; ...a, ja tarkastellaan z:n osajonot tuottavien vilikkei-
den joukkoja

Nij={AeV-%|A="a;...q;}, 1<i<j<n

3. 2€ L(G) & S € Ny
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Joukkojen N;; laskeminen

e muodostetaan kolmiomainen taulukko:

a az as aq as
N1,1
Nig | Nogo

Niyg | Noyg | N3s | Nyg
Nis | Nos | N3s | Nus | Nsgs

)

e x-akseli vastaa merkkijonon positiota

e taulukon paikka N;; ~ joukko vélikesymboleita A, joille A=G>*az~ai+1 N
e jokainen diagonaali vastaa tietyn pituisia x:n osajonoja

— 1. diagonaali ~ vilikkeet, jotka tuottavat yhden merkin osajonot

— 2. diagonaali ~ vilikkeet, jotka tuottavat kahden merkin osajonot jne.

(i) Lasketaan ensin for i = 1 to n:

N;i={A€V —-%X|A— q; on G produktio};
(ii) Lasketaan sitten induktiivisesti

fork=1ton—-1
fort=1ton—k:

Niiyp ={A €V =3 | jollakin j, i < j < i+ k, on vilikkeet
B e Nij ja Ce Nj—l—l,i—l—k S.e.
A — BC on G:n produktio}

— Huom! Tunnetaan jo kaikki lyhyemmit osajonot ja kaikki z:n kelvolliset
prefiksit ja suffiksit

— Johdon A=G>*aiai+1...aj taytyy alkaa askeleella A = B(C', missi B:sti
voidaan johtaa a;...a;:n prefiksi, olk. Bz}*aiaiﬂ...al, ja C:std voidaan

johtaa loput:
C=G>*al+1al+2. --Qj
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— Esim. Nj7:ta varten tarkistellaan kaikkia pareja
(N3,37 N4,7)7 (N3,47 N5,7)7 (N3,57 N6,7)7 (N3,67 N7,7)

Esim. Sovelletaan CYK:id Chomskyn normaalimuotoiseen kielioppiin

S — AB | BC
A — BA | a
B —- CC | b
C — AB | a
syotemerkkijonolla z = baaba:
1 —
1:0 2:a |3:a|4:b|5:a
B
S, A AC
0 B AC
0 B S,C| B
S AC|S5AC| B |SA|AC

Léahtosymboli S kuuluu joukkoon V; 5, joten x kuuluu kieliopin tuottamaan kieleen
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4.6.1 Muunnos Chomskyn normaalimuotoon

e Idea:

1. Poistetaan lahtésymboli produktioiden oikealta puolelta
2. Poistetaan e-produktiot

3. Poistetaan yksikkoproduktiot A — B

4. Poistetaan produktiot A — X1 X5... X, k> 2

e Produktioiden oikealla puolella olevien 1dht6symbolien poistaminen

— Jos ldhtésymboli S on jonkin produktion oikealla puolella lisdtdan uusi
lahtésymboli S’ ja sille produktio S” — S

e-produktioiden poistaminen

Olkoon G = (V, %, P, S) kontekstiton kielioppi. Vilike A € V —X on tyhjentyuvi
(engl. nullable), jos A=G>*e

Lemma:
Mista tahansa kontekstittomasta kieliopista G voidaan muodostaa ekvivalentti
kielioppi G', jossa enintdin ldhtésymboli on tyhjentyva.
(Huom! Lihtésymbolin tyhjentymisté ei voida vélttad, jos € € L(G).)
Todistus: Olkoon G = (V, %, P, S).

1. Selvitetddn ensin G:n tyhjentyvit vilikkeet (NULL-joukko) seuraavasti:

(i) asetetaan aluksi
NULL:={A €V —X | A — € on G:n produktio};

(ii) toistetaan sitten seuraavaa NULL-joukon laajennusoperaatiota, kun-
nes joukko ei endd kasva:

NULL := NULL U
{Ae€V —-X | A— B;...Bj on G:n produktio,
B; € NULL kaikillaz =1, ..., k}.

2. Tamaén jalkeen korvataan kukin G:n produktio A — X; ... X} kaikkien
sellaisten produktioiden joukolla, jotka ovat muotoa

X; jos X; ¢ NULL;

A — a1 ... Of]c, missa O{i = { XZ tai 6, jOS X’L & NULL-
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3. Lopuksi poistetaan kaikki muotoa A — € olevat produktiot. Jos poistet-
tavana on myds produktio S — €, otetaan muodostettavaan kielioppiin
G' uusi 1ahtosymboli S’ ja sille produktiot S’ — S ja S' —e. O

Esim. Poistetaan e-produktiot seuraavasta kieliopista:

S —- A|B
A — aBale = (NULL = {A4, B, S})
B — bAb|e

N
1

A|B e
aBa | aa | € =
bAb | bb | €

SRS
AN

Sle
A| B
aBa | aa

bAb | bb

e
L4l

Yksikk6produktioiden poistaminen

e Produktio muotoa A — B, missd A ja B ovat vilikkeitd, on yksikkdproduktio
(engl. unit production)

Lemma:

Mista tahansa kontekstittomasta kieliopista G voidaan muodostaa ekvivalentti
kielioppi G, jossa ei ole yksikképroduktioita.

Todistus: Olkoon G = (V, %, P, S).

1. Selvitetddn ensin G:n kunkin vilikkeen “yksikkdseuraajat” seuraavasti:

(i) asetetaan aluksi kullekin A € V — X:
F(A):={B eV —%|A— B on G:n produktio};

(i) toistetaan sitten seuraavia F-joukkojen laajennusoperaatiota, kun-
nes joukot eivit endd kasva:

F(A):=FA)U U{F(B) | A— B on G:n produktio}.
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2. Taman jilkeen poistetaan G:std kaikki yksikkoproduktiot ja lisdtdan nii-
den sijaan kaikki mahdolliset produktiot muotoa A — w, missd B — w
on G:n ei-yksikkoproduktio jollakin B € F(A). 0

Esim. Poistetaan yksikképroduktiot edelld saadusta kieliopista

S —
S —
A —
B —

Vilikkeiden yksikkoseuraajat ovat: F/(S') = {S, A, B}, F(S) = {A, B}, F(A)

Sle
A|B
aBa | aa
bAD | bb.

F(B) = 0. Korvaamalla yksikkoproduktiot edelld esitetylld tavalla saadaan

kielioppi

Sl
S

-
L1 4l

aBa | aa | bAb | bb | €
aBa | aa | bAb | bb
aBa | aa

bAb | bb

|
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Produktioiden A — X; ... X, k > 2 poisto

e halutaan poistaa oikealta puolelta merkkijonot, joissa on enemmaén kuin kaksi
vilikesymbolia, ja samalla muutetaan joukossa olevat paitesymbolit sopiviksi
vilikkeiksi (siis esim. A — BbC', A — abcd ovat téllaisia "laittomia” sdantoja)

e Lisdatdan kielioppiin kutakin paatemerkkid a varten uusi vélike C, ja sille pro-
duktio C, — a

e Korvataan kussakin muotoa A — X;...X,, k£ > 2, olevassa produktiossa
ensin kaikki padtemerkit em. uusilla vilikkeilld, ja sitten koko produktio pro-

duktiojoukolla
A — X]_Al
A]_ — X2A2
Apo — Xpa Xy,
missd Aq, ..., Ag_o ovat jilleen uusia valikkeita.

(Tarkkaan ottaen uusi produktiojoukko on siis oikeastaan

A — X],_Al
A]_ — XéAZ

! 1
missé

Y= X;, jos X, eV -3
! Cuy, jos X;=a€X)

Lause: Mistd tahansa kontekstittomasta kieliopista G voidaan muodostaa ekviva-
lentti Chomskyn normaalimuotoinen kielioppi G'.

Todistus: Olkoon G = (V, X, P, S). Poistetaan ensin G:sté 1dhtosymboli produktioi-
den oikealta puolelta, e-produktiot ja yksikkdproduktiot em. lemmojen konstruk-
tioilla. Tdmén jilkeen kaikki G:n produktiot ovat muotoa A — a tai A — X ... X},
k> 2 (tai S — €). Viimeksi mainitut poistetaan ed. konstruktion mukaisesti. O

Huom! Turhat vilikkeet ja produktiot voidaan aina poistaa.
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Esim. Muunnetaan Chomskyn normaalimuotoon kielioppi

S — aBCd| bbb
B — b
C — ¢

Tuloksena saadaan kielioppi

S — C,S;
St — BS;
S, — CCy

S — CpSE
SZ2 = GGy

B — b

C — c
C, — a
Cy — b

(C. — ¢
—
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4.7 *Attribuuttikieliopit

Attribuuttikieliopit ovat kiiteva tapa ilmaista, mitd toimintoja jadsennyksen yhtey-
dessd suoritetaan. Ne siis lisddviat puhtaasti syntaktiseen kielioppiin semantiikan
(merkityksen). Attribuuttikieliopit ovat tarpeellisia esimerkiksi kdéntdjissi, joissa
lahdekoodin jédsennys (syntaktisen oikeellisuuden tarkistus) ei riité, vaan koodi pi-
téisi myos kadntdd suoritettavaksi ohjelmaksi. Ajan puutteen takia emme kuiten-
kaan kisittele attribuuttikielioppeja kurssillamme, mutta seuraavssa on esitlty nii-
den idea lyhyesti.

e liitetddn kontekstittomiin kielioppeihin kielen semantiikan kuvausta

e esim. lauseke 3 + 2 x 1 noudattaa kieliopin G, syntaksia (ja kuuluu siis
Glezpriin tuottamaan kieleen) — mutta mité lauseke merkitsee?

e lausekkeen arvon evaluoiminen edellyttdi sopivien attribuuttien ja niiden eva-
luointisdéntdjen liittamista kielioppiin

e Idea:

— kieliopin mukaisen jasennyspuun solmu, jonka nimi on symboli X ~ tie-
tue tyyppid X.

— tietuetyyppiin X kuuluvat kentét ~ X:n attribuutit, merk. X.s, X.t jne.

— kussakin X-tyyppisessa jdsennyspuun solmussa X :n attribuuteista eri #l-
mentymat

— produktioihin A — X ... X, liitetddn attribuuttien evaluointisddntdjd,
jotka ilmaisevat miten annetun jisennyspuun solmun attribuutti-ilmentymien
arvot mairiytyvit sen vanhempi- ja lapsisolmujen attribuutti-ilmentymien
arvoista.

e Huom! Saannot voivat olla periaatteessa minkilaisia funktioita tahansa, kun-
han niiden argumentteina esiintyy vain paikallisesti saatavissa olevaa tietoa.

e ts. produktioon A — X ... X} liitettdvissd sddnnoissd saa mainita vain sym-
bolien A, X1,... , X} attribuutteja

Esim. Liitetdan etumerkillisia kokonaislukuja tuottavaan kontekstittomaan kieliop-
piin attribuutit ja niiden evaluointisdannot kieliopin tuottamien lukujen arvojen
madrittamiseen.
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e kuhunkin jasennyspuun X-tyyppiseen vilikesolmuun liitetdan attribuutti-ilmentyma
X.v, jonka arvoksi tulee X:std tuotetun numerojonon lukuarvo

e juurisolmun v-ilmentymén arvoksi tulee koko puun tuotoksena olevan nume-
rojonon lukuarvo

Produktiot: FEvaluointisdadinndt:

I — +U Iv = Uw

I — U ITv = —Uw

I — U Iv = Uw

U —- D Uv = Duw

U — UD U.w = 10xUs.v+ D
D — 0 Dv =0

D — 1 Dv =1

D — 9 Dv = 9

e produktion evaluointisiannossd saman valikkeen eri esiintymét voidaan erot-
taa alaindekseilld

e ylld U; vastaa ensimmadistd produktiossa U — U D esiintyvad U:ta ja U, toista
Evaluointisddntojen mukainen attributoitu jasennyspuu kieliopin tuottamalle lauseel-

le “-319” (katkoviivoilla on esitetty attribuutti-ilmentymien véliset evaluointiriippu-
vuudet):

e Attribuuttikieliopin attribuutti ¢ on synteettinen, jos sen kuhunkin produk-
tioon A — X ... X} liittyvé evaluointisdént6 on muotoa A.t := f(A, Xq,... , Xk).

e T4alloin jasennyspuussa kunkin solmun mahdollisen ¢-ilmentymén arvo riippuu
vain solmun omien ja sen jilkeldisten attribuutti-ilmentymien arvoista

e Muunlaiset attribuutit ovat periytyvid
e ylli esim. attribuutti v on synteettinen

e pyritddn kiyttdmian pidasiassa synteettisid attribuutteja, koska ne voidaan
evaluoida helposti yhdelld jasennyspuun lehdistd juureen suuntautuvalla 1api-
kiynnilla.
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Kuva 4.10: Attributoitu jasennyspuu.

e perittyja attribuutteja voidaan kiyttad, kunhan attribuutti-ilmentymien riip-
puvuusverkkoihin ei tule sykleja

e Attribuutti-ilmentymien arvot voidaan usein laskea suoraan jasennysrutiineis-
sa, tarvitsematta muodostaa jasennyspuuta eksplisiittisesti.

e Esim. ohjelma, joka muuntaa syotteend annettuja aritmeettisia lausekkeita ns.
postfir-esitykseen.

— postfix-esitys: ensin operandit, sitten operaattori; esim. lauseke “(a +
b) * ¢’ on postfix-muodossa “ab + cx” = ei tarvita sulkuja operaatioiden
suoritusjirjestyksen ilmaisemiseen

— kuhunkin vélikkeeseen X liittyvan attribuutti-ilmentymén X.pf arvo on
X:stéd tuotetun alilausekkeen postfix-esitys

Produktiot:

MmNNE

Pseudokoodina:

A

T+ FE
T
FxT
F
a

(E)

Evaluointisddnndt:

Evpf = (T.pf) (Ea2.pf)~('+)
E.pf = T.pf

Tipf = (FapfY (Topf) (%)
T.pof = F.pf

Fpf = "d

F.pf = E.pf
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char nezrt;
textpf;  /* Tuloksena saatava postfix-esitys */
function E(text pf)
text pfl, pf2;
begin /*E — T + E | T*/
T(pf1);
if (next == "+’) then
begin
next = getnext;
E(pf2);
pf = pfl"pf27+
end;
else pf = pfI;
end;

function T'(text pf)
text pfl, pf2;
begin T — F T | F *
F(pf1);
if (next == ’+’) then
begin
next = getnext;
T(pf2);
pf = pf1 pf27%
end;
else pf = pfl;
end;

function F'(text pf)
text pfl;
begin /*F — a | (E)*/
if (next == 'a’) then
begin
pf ="a’;
next = getnext
end;
else
if (next == '(’) then
begin
next = getnext;
E(pf1);
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if (next #’)’) then ERROR;
next = getnext;

pf = pf1
end;
elseERROR;

end;

begin /* Padohjelma */
next = getnext;
E(pf);

printf(pf)
end;

127
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4.8 Kontekstittomien kielten ominaisuuksia

4.8.1 Kontekstittomien kielten sulkeumaominaisuudet

Kontekstittomille kielille péatee joitain samantapaisia sulkeumaominaisuuksia kuin
saannollisille kielille.

Lause Olkoon L; ja L, kontekstittomia kielid. T&lloin myos

1. Ly Ly (kielten yhdiste)
2. LiL, (kielten katenaatio)
3. (L1)* (kielen sulkeuma)

4. (Ly)*® (kielen késinteiskieli)

ovat kontekstittomia.

Huom! Kontekstittomat kielet eivit kuitenkaan ole suljettuja leikkauksen ja komple-
mentin suhteen! Jos Ly ja Ly ovat kontekstittomia, ei L; (] Lo silti ole valttaméatta
kontekstiton! Samoin L; = ¥* \ L; (kielen komplementti) ei vilttimiittd ole kon-
tekstiton.

Toisaalta, jos L on kontekstiton kieli ja R on sédnnéllinen kieli, niin LR on
kontekstiton. (Ks. esim. Hopcroft, Motwani, Ullman, teoreema 7.27.)

4.8.2 Ratkeavat ja ratkeamattomat ongelmat

Edelld olemme jo oppineet joitain kontekstittomien kielten ominaisuuksia, joita voi-
daan ratkaista tietokoneella. Térkein tdllainen ominaisuus koskee jasentdmisté: mil-
le tahansa merkkijonolle x ja annetulle kontekstittomalle kieliopille G voimme rat-
kaista, kuuluuko z kieleen L(G). Ts. ongelma x € L(G) on algoritmisesti ratkeava.
Miki jasennysmenetelmé on kulloinkin paras, riippuu annetusta kielestd. Jos kie-
lioppi voidaan esittdd LL(1)-muodossa, tarjoaa tdmé tehokkaan (ajassa O(n) toimi-
van) ja helpon jasennysmenetelmén. Ohjelmointikielten kdéntajit puolestaan kiyt-
tavit LR(k)-jasentéjid, kuten Unixin yacc- ja bison-ohjelmien tuottamia jasentéjia.
Mielivaltaisen kieliopin taas voimme aina muuntaa Chomskyn normaalimuotoon ja
jasentdd CYK-algoritmilla ajassa O(n?).

Eraat tarkeistad kontekstittomien kielten ominaisuuksista ovat kuitenkin ratkeamat-
tomia ongelmia. Téllaisia ongelmia ovat:
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e Kahden kieliopin ekvivalenssi ts. L(G1) = L(G2)?
e Annetun kieliopin moniselitteisyys Ambiguous(G)?

e Onko annetun mv. kieliopin kuvaama kieli kontekstiton Context— free(L(G))?

Viimeiseen méistd ongelmista liittyy kontekstittomien kielten pumppauslemma, jol-
la ihminen voi osoittaa joitain kielié ei-kontekstittomiksi samaan tapaan kuin sdén-
nollisten kielten pumppauslemmalla. Tdméakidn pumppauslemma ei kuitenkaan an-
na kontekstittomuuden valttdméttomid vaan ainoastaan riittavat ehdot, eikd pump-
pauslemmaa voida soveltaa algoritmisesti. Ongelma pysyy siis yleisessi tapauksessa
ratkeamattomana.

4.9 *Kontekstittomien kielten rajoituksista

e Kontekstittomille kielille voidaan todistaa samantapainen pumppauslemma
kuin sdanndllisillekin kielille

e Erona on vain se, ettd nyt merkkijonoa (osat uvwxy) on pumpattava saman-
aikaisesti kahdesta paikasta (osista v ja x)

e Lemma |Kontekstittomien kielten pumppauslemma eli uvwxy-lemmal: Olk. L
kontekstiton kieli. Tall6in on olemassa sellainen n > 1, ettd miki tahansa
z € L, |z| > n, voidaan jakaa osiin z = uvwzy siten, etti

(i) |vz| > 1,
(ii) [vwz| < n,

(iii) wv'wz'y € L kaikillai =0,1,2,...

Huom: Taas vain adarettomaéat kielet ovat kiinnostavia

Todistus:

— Olk. G = (V, %, P, S) Chomskyn normaalimuotoinen kielioppi L:lle. Tél-
16in missé tahansa G:n jasennyspuussa, jonka korkeus (= pisimmén juu-
resta lehteen kulkevan polun pituus) on A, on enintéifin 2" lehted. Ts.
minki tahansa merkkijonon z € L jokaisessa jasennyspuussa on polku,
jonka pituus on vihintaéin log, |z|

— Olk. k = |V — X kieliopin G vilikkeiden miiri. Asetetaan n = 251,
Tarkastellaan jotakin z € L, |z| > n, ja sen jotakin jisennyspuuta
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g

Kuva 4.11: Kontekstittoman kielen merkkijonon pumppaus.

— = puussa on polku, jonka pituus on > k + 1. Tarkastellaan tdmén polun
“alinta” k£ + 1:n pituista osaa. Talld polulla, jossa on k + 1 véliketta
vastaavaa solmua ja vilikkeitd on k£ kappaletta, on siis jonkin véilikkeen
toistuttava. Olkoon A joku polun toistuva vélike (ks. kuva 4.11).

— Merkkijono z voidaan nyt osittaa z = uwvwzy, missd w on A:n alim-
masta ilmentymésta tuotettu osajono ja vwz seuraavaksi ylemmasta A:n
ilmentyméstd tuotettu osajono; osajonot saadaan johdosta

S =" uAy =" wAzy =" uvwry

— Koska S =* uAy, A =* vAz ja A =* w, osajonoja v ja = voidaan
“pumpata”’ w:n ymparilla:

S =* yAy = wAzy = w?Aziy = ... =7

wv'Az'y =" uwv'wz'y

— = w'wr'y € L kaikillai =0,1,2,...

— Koska kielioppi G on Chomskyn normaalimuodossa ja A =* vAx, on
oltava |vz| > 1

— Ylemméstd A:n ilmentyméstd alkavan jasennyspuun polun pituus on
enintiin k + 1 = vastaavan alipuun tuotokselle |[vwz| < 2¥1=n. g

e Esim. Viite: kieli L = {a*bFc* | k > 0} ei ole kontekstiton. Tod. Vastaviite:
L on kontekstiton. Valitaan parametri n lemman mukaisesti ja tarkastellaan
merkkijonoa z = a"b"c¢" € L. Talléin z voidaan jakaa pumpattavaksi osiin

Z = uvwy, lvz| > 1, [vwz| < n.



4.9.

*KONTEKSTITTOMIEN KIELTEN RAJOITUKSISTA 131

Talloin merkkijono vz ei voi sisdltdd sekd a:ta, b:td ettd c:td. Merkkijonossa
wwz'y = wwy on siten ylijiimi jotakin merkkid muihin merkkeihin nihden
eli wvwy ¢ L. Ristiriita. O
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4.10 Kontekstittomien kielten sovelluksia

Jasentijat

Ohjelmointikieli voidaan kuvata kontekstittomana kielioppina, jota voidaan késitell4
jasentdjalla (parser). Jasentdji on kddntéjan osa, joka tutkii ohjelman rakenteen ja
esittdd sen jasennyspuuna Esim. UNIX tarjoaa komennon yacc, joka generoi jasen-
tdjdn annetusta kontekstittomasta kieliopista yacc:ille annetaan syotteend konteks-
titon kielioppi (yacc-notaatiossa saénnon nuoli on korvattu kaksoispisteelld), jonka
jokaiseen sdantoon voidaan liittdda C-koodina maéaritelty toiminto. Toiminto suori-
tetaan aina, kun luodaan vastaava jasennyspuun solmu. Tyypillisesti toiminto vain
luo jisennyspuun solmun, mutta joissain sovelluksissa jasennyspuuta ei eksplisiitti-
sesti luoda, vaan toiminto tekee jotain muuta, esim. sisillyttda palan objektikoodia
kyseiseen paikkaan.

Esimerkkiksi seuraava kielioppi:

E—IIE+E|ExE|(E)
I — a|b|lIa|Ib|I0[11

annettaisiin yacc:ille muodossa:

Ezxzp :1d {...}
| Exp' +' Exp {..}
| Exp'«' Exp {...}
| "(Exp') {--}

Id & {---}
| b’ {..}
| Id &’ {..}
| Id b (.}
| 1d 0’ {.}
| Id 1’ {.}

)

missd {...} siséltdd jonkin toiminnon C-koodina.

Dokumentin rakenteen kuvaus

e ns. "mark-up”-kielet kuten HTML ja XML
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e kielen merkkijonot dokumentteja, joissa tiettyja kielen semantiikkaa kuvaavia
merkkejd (tags) — esim. <OL> ja </OL> ~ jirjestetty lista

e HTML: laillisen HTML-dokumentin kuvaus ja dokumentin prosessoinnin oh-

jaus

e XML: kuvaa tekstin semantiikan — esim.
<ADDR>Perhospolu 17 C 3, 33000 Kukkamaki<ADDR> kertoo, ettd osajo-
no on osoite.
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Luku 5

Turingin koneet ja rajoittamattomat
kielet

Mo arn. Myt
Sinulle, om vojotay
Fyimanlbe, Sins

Simulott ohjeluaa
SpaHeels o mjna
lepadin loakerelie,

Téasséd luvussa tutustumme kaikkein tarkeimpéén konetyyppiin, Turingin koneisiin,
joilla voidaan Churchin-Turingin teesin mukaan ratkaista mikd tahansa mekaani-
sesti ratkeava ongelma. Toisin sanoen Turingin koneet tunnistavat Chomskyn kieli-
hierarkian vahvimman kielityypin, rajoittamattomat kielet (tyyppi 0). Turingin ko-
neiden avulla voidaan siis tutkia, onko ongelma ylipdénsi ratkeava (keksitdénko
sen ratkaiseva Turingin kone) sekd analysoida ongelman vaativuutta (kuinka monta
aika-askelta tai tyonauhan solua kone tarvitsee tyosséén).

135
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Rajoittamattomien kielten luokka voidaan jakaa kahteen luokkaan sen perusteella,
pysihtyyko ongelman ratkaiseva Turingin kone kaikilla syotteilld (siis sekd hyvék-
syessdan ettd hyldtessddn merkkijonon se lopulta pysdhtyy ja palauttaa vastauksen
"kylla” tai "ei”) vai pysdhtyyko se vain hyviksyvissd tapauksessa (vastaus “kylld”).
Ensimmaista, aina pysihtyvien eli totaalisten Turningin koneiden tunnistamaa kie-
liluokkaa kustutaan Rekursiivisiksi kieliks: ja sitd vastaavat padtosongelmat ovat
ratkeavia (solvable, decidable). Toista, vain myOnteisissa tapauksissa pysihtyvid ko-
neita vastaavaa kieliluokkaa kutsutaan Rekursiivisesti numeroituviksi kieliksi ja vas-
taavat padtosongelmat ovat osittain ratkeavia (semidecidable). Kieliluokkien ulko-
puolelle jadvat téysin ratkeamattomat ongelmat. Huom! Myds osoittain ratkeavat
ongelmat luetaan ratkeamattomiin ongelmiin (unsolvable, undecidable).

On syytd huomata, ettd olemme hypianneet kokonaan yhden Chomskyn luokan, ni-
mittain kontekstillisten kielten (luokka 1) yli. Tietojenkasittelytieteen kannalta kon-
tekstillisten kielten luokkaa ei ole pidetty merkittdvana, silld kaikki kontekstilliset
kielet voidaan tunnistaa Turingin koneiden avulla ja toisaalta tormadmme kiytan-
nossd harvoin ongelmiin, jotka olisivat (ts. vastaavat formaalit kielet olisivat) kon-
tekstillisia, mutta eivit rajoittamattomia. Chomsky kuitenkin uskoi luonnollisten
kielten kuuluvan juuri tdhan luokkaan.

5.1 Churchin-Turingin teesi

Churchin-Turingin teesi: Mikd tahansa mekaanisesti ratkeava ongelma
voidaan ratkaista Turingin koneella.

o kaikki algoritmisesti ratkeavat ongelmat

e Esimerkiksi ohjelmointikielet ja RAM-koneet laskentavoimaltaan ekvivalent-
teja Turingin koneiden kanssa

— Kaikki "riittdvin vahvat” ohjelmointikielet maarittavit tdsméalleen saman
ratkeavien ongelmien luokan

— Perustelu: milla tahansa riittdvan vahvalla ohjelmointikielelld voidaan
kirjoittaa kdantéja (oik. tulkkiohjelma) mille tahansa toiselle ohjelmoin-
tikielelle

3Huom! Nimityksilld rekursiivinen ja rekursiivisesti numeroituva ei ole mitiin tekemisté tie-
tojenkisittelytieteilijin ymmartdmén rekursion kanssa. Termien ham&iva alkuperd johtuu mate-
maatikkojen (Godel, Kleene) méérittelemisti rekursiivisista ja rekursiivisesti numeroituvista funk-
tioista, joista lisdd ekskursiossa.
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ratkeamattomat ongelmat
luokka O

rekursiivisesti numeroituvat

” esim. pysidhtymisongelma
kielet

tunnistus:
- R Turing kone

- rekursiiviset Sl
e kielet tunnistus: N

N

N
. TN
totaalinen Turingin kong

luokka 1

kontekstiset kielet
epadeterm.

luokka 2

kontekstittomat kielet
tunnistus:
luokka 3 pinQautomaatti

sdannolliset kielet

tunnistus:

adrelliset | (rajall. muisti
v kielet .’

Kuva 5.1: Chomskyn kielihierarkia tdydennettyna rekursiivisten kielten luokalla.

— Mika tahansa Turingin kone voidaan toteuttaa tillaisen ohjelmointikie-
len ohjelmana ja kiantden (sama piatee RAM-koneelle) (ks. Hopcroft-
Motwani-Ullman, luvut 8.6.1 ja 8.6.2)

e Huom! Myés kaksipinoiset pinoautomaatit yhté vahvoja kuin Turingin koneet!
(ks. Hopcroft-Motwani-Ullman: teoreema 8.13)

e Chomskyn kielihierarkiassa rekursiivisesti lueteltavat kielet: jos Turingin kone
ratkaisee osittain, niin mikdin muukaan malli ei kykene ratkaisemaan kuin
osittain (ts. joillain syotteilld laskenta jatkuu ikuisesti...).

e Yleensid algoritmiksi kutsutaan vain sellaista algoritmia, jonka laskenta péaat-
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nauha: >‘T‘U‘R‘I‘N‘G‘<‘ }

nauhapaé:

q =92
ohjausyksikko:

Kuva 5.2: Turingin kone.

tyy aina, kaikilla sy6tteilld — ts. rekursiiviset eli ratkeavat kielet. Ei ole jirkea
tehd& ohjelmaa, joka ei koskaan pysiahdy!

Huom! Vain teesi, ei teoreema (lause): kukaan ei ole voinut todistaa oikeaksi,
mutta kaikki tunnetut laskentamallit ovat osoittautuneet ekvivalenteiksi ja
yleisesti uskotaan pétevin kaikille laskennan malleille.

Jotkut ovat spekuloineet, olisivatko ns. kvanttitietokoneet vahvempia...

Turingin koneet

kuten direllinen automaatti, jolla toiseen suuntaan dareton tyonauha, jota voi
lukea ja kirjoittaa merkki kerrallaan

Aluksi nauhalla on sy6temerkkijono (ja loppu nauhasta tyhji), nauhapia
osoittaa ensimmaéistd nauhapidin paikkaa ja kone kdynnistetddn alkutilassa

q0

Kullakin laskenta-askeleella se lukee nauhapéén kohdalla olevan merkin, paat-
taa siirtyméafunktion mukaisesti uuden tilansa, kirjoittaa nauhapéin kohdalla
uuden merkin ja siirtdd nauhapéditi yhden askeleen vasemmalle tai oikealle
(ensimméisen paikan vasemmalle puolelle ei voi kuitenkaan menni)

Koneella on hyvéiksyvi lopputila gy ja hylkddvd lopputila ¢,, (kun kyseessa
on kielen tunnistaminen, jota kisittelemme). Kone pyséhtyy, kun se saavuttaa
lopputilan.

Turingin kone eroaa darellisestd automaatista siten etta

— tyonauhalle voidaan kirjoittaa
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— tyonauhalla voi liikkua sekd vasemmalle ettd oikealle
— tyonauha on rajoittamattoman pitka

— kun lopputila on saavutettu, kone pysihtyy
Esim. kielen {a*b*c*|k > 0} tunnistava Turingin kone

e Idea: kone pitda kirjaa tapaamistaan a:sta, b:std ja c:std muuttamalla ne yksi
kerrallaan A:ksi, B:ksi ja C:ksi.

e muutettuaan viimeisen a:n A:ksi tarkistaa, ettei endd jiljelld b:ta tai c:té.

a/a,R b/b,R
mB/B,R mC/C,R
o a/AR . b/B,R .
0 U 2
</<,L TQ/A’R c/C,L

B/B,R
</<,L /B, b/b, L
B/B,L
a/a,L

B/B,R
C/C,R

Kuva 5.3: Kielen {a*b*c* | k > 0} tunnistava Turingin kone.

Huom! Sama voidaan ratkaista kaksipinoisella pinoautomaatilla (harjoitustehtévi)
tai tietokoneohjelmana:

while ((c=getchar())!=EOF) {
switch(c) {
case 'a’: A++;
case 'b’: B++;
case '¢c’: C++;
else: ERROR;
¥
}
if (A==B) && (B==C))
printf("Ok”);
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5.2.1 Formaali maarittely

Maaritelma: Turingin kone on seitsikko

M = (Q, X, 1,9, qo, Gyes, qn0)7

missa

e () on koneen tilojen darellinen joukko;
e 3 on koneen sydteaakkosto;

e ' D ¥ on koneen nauha-aakkosto; ol. ettd >, < ¢ T,

02 (Q — {dyess Gno}) X (T U{>,<}) = Q@ x (U {>,<}) x {L, R} on koneen
surtymdfunktio;

® gy € () on koneen alkutila;

® gyes € @ on koneen hyviksyvi ja gn, € @ sen hylkddvd lopputila.

Siirtyméafunktion arvoilta
d(g,a) = (¢',0,A)
vaaditaan:
(i) jos b= >, niin a = >;
(ii) jos a = >, niin b= > ja A = R;

(iii) jos b= <, niin a = < ja A = L.

e Siirtyméfunktion arvon §(¢,a) = (¢’,b, A) tulkinta:

— Ollessaan tilassa ¢ ja lukiessaan nauhamerkin (tai alku- tai loppumerkin)
a, kone siirtyy tilaan ¢, kirjoittaa lukemaansa paikkaan merkin b, ja
siirtdd nauhapéaétd yhden merkkipaikan verran suuntaan A (L ~ “left”,
R ~ “right”).

— Sallittuja kirjoitettavia merkkejé ja siirtosuuntia on rajoitettu, mikaili a
= ‘>7 tai ‘<’, ja siirtyméfunktion arvo on aina méadritteleméton, kun
g = Gyes tal ¢ = gno. Joutuessaan jompaan kumpaan néisté tiloista kone
pysahtyy heti.
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e Koneen tilanne on nelikko
(q,u,a,v) € Q xT'* x (['U{e}) x I'*,
missé voi olla a = €, mikili myos u = € tai v = €.

e Tulkinta: kone on tilassa ¢, nauhan sisilté sen alusta nauhapidin vasemmalle
puolelle on u, nauhapdin kohdalla on merkki ¢ ja nauhan sisdlté nauhapéin
oikealta puolelta kiytetyn osan loppuun on v.

e Mahdollisesti on a = €, jos nauhapia sijaitsee aivan nauhan alussa tai sen
kiytetyn osan lopussa. Ensimmaisessd tapauksessa ajatellaan, ettd kone “ha-

vaitsee” merkin ‘>’ ja toisessa tapauksessa merkin ‘<’.

o Alkutilanne syétteelli r = aias .. .a, on nelikko

(QQ,E, ay, Qg .. .U,n).

e Tilannetta (g, u,a,v) merkitdén yleensé yksinkertaisemmin (g, uav), ja alku-
tilannetta syotteelld z yksinkertaisesti (go, ).

e Tilanne (g, w) johtaa suoraan tilanteeseen (¢', w'), merkitasan
(¢, w) - (¢, w'),
M

jos jokin seuraavista ehdoista tayttyy: kaikilla ¢,¢' € Q, u,v € I'*, a,b € T ja

celU{e}:

jos 6(q,a) = (¢',b, R), niin (g, uacv) (¢, ubcv);
M

jos 6(q,a) = (¢',b, L), niin (g, ucav) (¢, uchv);
M

jos 6(q,>) = (¢',>, R), niin (g, ecv) F (¢', cv);
M

¢',b, R), niin (g, ue) - (¢', ube);

¢',b, L), niin (g, uce) - (¢', uch);

M

(

(

jos 6(q,<) =

jos 6(q, <) =
(

(¢
(¢
(¢
jos 8(g, <) = (¢, <, L), niin (g, uce) - (¢', uc).
e Tilanteet, jotka ovat muotoa (gyes, w) tai (gno, w) eivit johda mihink&én muu-
hun tilanteeseen. Néissé tilanteissa kone pysdhtyy.
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e Tilanne (g, w) johtaa tilanteeseen (¢',w'), merkitaéan
(g, w)F"(¢', w"),
M
jos on olemassa tilannejono (go, wo), (g1, w1), - .., (Gn,wy), n > 0, siten etté

(¢, w) = (g0, wo) ; (g1, wn) }1\_/1 ; (@n, wn) = (ql,wl)-

e Turingin kone M hyviksyy merkkijonon z € X*, jos

(90, 2)F" (yes,w)  jollakin w € T'*;
M

muuten M hylkdd x:n.

(ts. hyviksymiseen riittad, ettd padsemme hyviksyvain lopputilaan, koko merk-
kijonoa ei valttamatta tarvitse edes lukea! Nauhalle saa luonnollisestikin jaadé
merkkejd <> automaatit)

e Koneen M tunnistama kieli on:

L(M) ={z € ¥* | (g0, £)F"(gyes, w) jollakin w € T'*}.
M
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5.2.2 Turingin koneen esitys siirtymakaaviona

Turingin kone voidaa esittdd antamalla sen siirtyméfunktio tai siirtymékaaviona
samaan tapaan kuin adarelliset automaatit.

Tila q

Alkutila

Hyviksyvi lopputila (gyes)
Hylkisvi lopputila (gno)

a/b, A a Tilasiirtymé d(q,a) = (¢, b, A)

Kuva 5.4: Turingin koneiden kaavioesityksen merkinnit.

(o)
—(=)
O
)
0

Esimerkki: kieli {a?* | k > 0} voidaan tunnistaa Turingin koneella

= ({qu 41, Qyes, QDO}a {a}a {a’}a 53 4o, Gyes, qno)a

6(qo, ) (q1,0, R),
6(g1,a) = (qo,a, R),
6(qo, <) (des,< L),
6(q1,<) = (no, <, L).

Koneen M laskenta esimerkiksi syotteelld aaa etenee seuraavasti:

(go,a0a) + (q1,0aa) F (g, aaa)
M M

+ ((h, aaag) F (qno, aag).
M M

Kone pyséhtyy tilassa gyo, joten aaa ¢ L(M).
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a/a,R

OO
</<,L </<,L

O

Kuva 5.5: Kielen {a? | k > 0} tunnistava Turingin kone.

Esimerkki 2: Kielen {a*b*c* | k& > 0} tunnistavan koneen laskenta syétteelld
aabbcc:

(g0, aabbce) - (o, AABBCLc) F
(g1, Aabbce) (g2, AABBCYc) F
(q1, Aabbcc)  + (g3, AABBCC)
(g2, AaBbce)  + (g5, AABBCC)
(g2, AaBbce)  + (g3, AABBCC)
(g3, AaBbCc) (¢5,AABBCC)
(g3, AaBbCc) (s, AABBCC) F+
(g3, AaBbCc) + (g5, AABBCC) F
(g3, AaBbCc) (gs, AABBCC)
(qs, AaBbCc) (g5, AABBCC) F
(g1, AABbCc) (g5, AABBCCe)
(q1, AABbCc) + (Gyess AABBCC).
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5.3 Turingin koneiden laajennuksia

Turingin koneista on olemassa monia erilaisia variaatioita. Téssd esitelladn kuiten-
kin vain kolme variaatiota: moniuraiset koneet, joiden tyonauha koostuu useasta
rinnakkaisesta urasta, moninauhaiset koneet, joilla on useita toisistaan riippumat-
tomia tyonauhoja, sekd tarkeimpéna kaikista, epaddeterministiset Turingin koneet.
Huom! Miki tahansa néistd variaatioista voidaan esittdd standardimallisena Turin-
gin koneena.

5.3.1 *Moniuraiset koneet

AT H|I
U R|I

A[LTATN] #] #
N

HI|=
n
H# |0 |#*
3|2 |3k

G

(i

nauhapai:

Kuva 5.6: Kolmeuraisen Turingin koneen nauha.

e Sallitaan, ettd Turingin koneen nauha koostuu k:sta rinnakkaisesta urasta,
jotka kaikki kone lukee ja kirjoittaa yhdessé laskenta-askelessa.

e Koneen siirtyméafunktion arvot ovat tilléin muotoa:

0(q, (ar, ..., ar)) = (¢, (br, .. bg), A),

missi ai,...,a, ovat urilta 1,... .,k luetut merkit, bq,...,b; niiden tilalle
kirjoitettavat merkit, ja A € {L, R} on nauhapéiin siirtosuunta.

e Laskennan aluksi tutkittava syote sijoitetaan ykkosuran vasempaan laitaan;
muille urille tulee sen kohdalle erityisid tyhjamerkkeja #.

e Formaalisti k-urainen Turingin kone on seitsikko

M = (Qa Ea Fa 55 qo, desa an)’

missd muut komponentit ovat kuten standardimallissa, paitsi siirtyméafunktio:

81 (Q — {dyess tmo}) x (T U {>,<}) —
Q x (I'*u {>,<}) x {L, R}.

(Seuraajatilannerelaation |, alkutilan jne. maaritelmét ovat pienid muutoksia
M

lukuunottamatta samanlaiset kuin standardimallissa.)
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Lause: Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa k-uraisella Turingin koneella, se voi-
daan tunnistaa myos standardimallisella Turingin koneella.

Todistus.

e Olkoon M = (Q,%,T, 9, qo, Gyes, gno) k-urainen Turingin kone, joka tunnistaa
kielen L.

—_~
e Vastaava standardimallinen kone M muodostetaan seuraavasti:

—~

= (Q’ Za fa 87 qAOa desa qno)a
missd Q = Q U {dy, 4y, 4y}, I' = S UT* ja kaikilla ¢ € Q on

w| =] ]

Ay

kun §(q, (ay,...,ax)) = (¢, (by,--- ,bg), A).

e Koneen M laskennan aluksi taytyy syotejono “nostaa” ykkosuralle, so. korvata
nauhalla merkkijono aas . .. a, merkkijonolla

[ (;&1 ] [ aé ] [ : ]

# # #

e Tiata operaatiota varten liitetdan M:std kopioidun siirtyméfunktion osan al-
kuun vield pieni “esiprosessori”.

il LWL
</<,L !/>/>,RQ

Kuva 5.7: Esiprosessori moniuraisen koneen sytteen nostamiseksi ykksuralle.

O

5.3.2 Moninauhaiset koneet

e Sallitaan, ettd Turingin koneella on £ toisistaan riippumatonta nauhaa, joilla
on kullakin oma nauhapééinsa.
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1 lalulaf~] [ [ ] ]
A

2 | |ufalrlali[s]o[~] [..
s | Lelulrlo ][] | [ [
Q. Zq2
qo
[

Kuva 5.8: Kolmenauhainen Turingin kone.

e Kone lukee ja kirjoittaa kaikki nauhat yhdessi laskenta-askelessa.

e Laskennan aluksi syote sijoitetaan ykkosnauhan vasempaan laitaan ja kaikki
nauhapiit nauhojensa alkuun.

e Tillaisen koneen siirtyméfunktion arvot ovat muotoa

5((]7 a1,y ... aak:) = (q,7 (bla Al)a ) (bk7 Ak:))7

missi aq, ... ,a, ovat nauhoilta 1, ... | k luetut merkit, by, ... , by niiden tilalle
kirjoitettavat merkit, ja Aq,..., Ay € {L, R} nauhapéiden siirtosuunnat.

e Formaalisti k-nauhainen Turingin kone on seitsikko

M = (Q; Ea Fa (sa 40, Gyes; an)’

missd muut komponentit ovat kuten standardimallissa, paitsi siirtyméafunktio:

8+ (Q = {ayes: Gno}) x (CU{> <} =
Qx (CU{><}) x{L, R}H".

(Seuraajatilannerelaatio ym. peruskésitteet maaritelladn pienin muutoksin en-
tiseen tapaan.)

Lause: Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa k-nauhaisella Turingin koneella, se
voidaan tunnistaa myds standardimallisella Turingin koneella.

Todistus (idea).



148

LUKU 5. TURINGIN KONEET JA RAJOITTAMATTOMAT KIELET

1. AL | A| N| #| #| #| #
2. T
3. MIA| T|H|I|S|O|N
4.
5. T U|/R|I|N #| #
6. +
qQq =Zq2
qo
)

Kuva 5.9: Kolmenauhaisen Turingin koneen simulointi kuusiuraisella.

Olkoon M = (@, %, T, 6, go, Gyes; Gno) k-nauhainen Turingin kone, joka tunnis-
taa kielen L.

Konetta M voidaan simuloida 2k-uraisella koneella M siten, ettd koneen M
parittomat urat 1,3,5,...,2k — 1 vastaavat M:n nauhoja 1,2,... ,k, ja ku-
takin paritonta uraa seuraavalla parillisella uralla on merkilld 1 merkitty vas-
taavan nauhan nauhapiin sijainti.

Simuloinnin aluksi sy6temerkkijono sijoitetaan normaalisti koneen M ykkosu-
ralle. Ensimmadisessa siirtyméssdan M merkitsee nauhapédiosoittimet 1 paril-
listen urien ensimmaisiin merkkipaikkoihin.

Tamén jilkeen M toimii “pyyhkimalld” nauhaa edestakaisin sen alku- ja lop-
pumerkin valilla.

— Vasemmalta oikealle pyyhkiisylla M kerii tiedot kunkin osoittimen koh-
dalla olevasta M:n nauhamerkista.

— Kun kaikki merkit ovat selvill, M simuloi yhden M:n siirtymén.

— Takaisin oikealta vasemmalle suuntautuvalla pyyhkaisylla kone kirjoittaa
T-osoittimien kohdalle asianmukaiset uudet merkit ja siirtds osoittimia.

O
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5.3.3 Epadeterministiset koneet

Mdaritelmd: Epddeterministinen Turingin kone on seitsikko

M = (Qa Ea Pa (57 q0; Gyes; quO)’

missd muut komponentit ovat kuten deterministisessa standardimallissa, paitsi siir-
tyméafunktio:

0: (Q - {qyeSaQnO}) X (P U {>’ <}) -
P(Q x (FU{>,<}) x {L, R}).

e Siirtyméafunktion arvon

6(q,a) = {(q1,b1, A1), .., (qr, br, D) }

tulkinta on, ettd ollessaan tilassa ¢ ja lukiessaan merkin a kone voi toimia
jonkin kolmikon (g;, b;, A;) mukaisesti.

e Epddeterministisen koneen tilanteet, tilannejohdot jne. méaritelldéin formaa-
listi samoin kuin deterministisenkin koneen tapauksessa, paitsi ettd ehdon
d(q,a) = (¢', b, A) sijaan kirjoitetaan (¢',b, A) € §(q, a).

e Tamén muutoksen takia seuraajatilannerelaatio - ei ole endé yksiarvoinen:

M
koneen tilanteella (g, w) voi nyt olla useita vaihtoehtoisia seuraajia, so. tilan-
teita (¢',w'), joilla (¢, w) - (¢', w').
M

e Koneen M tunnistama kieli maaritellaan:

L(M) = {z € £* | (g0, )F"(gyes, w) jollakin w € I'*}.
M

e Epiddeterministisen koneen M tapauksessa siis merkkijono z kuuluu M:n tun-
nistamaan kieleen, jos jokin M:n kelvollinen tilannejono johtaa alkutilanteesta
syotteelld x hyviaksyviain lopputilanteeseen.

Esimerkki: yhdistettyjen lukujen “tunnistaminen” epddeterministisilld Turingin ko-
neilla.

Ei-negatiivinen kokonaisluku n on yhdistetty, jos silla on kokonaislukutekijat p, ¢ >
2, joilla pg = n. Luku, joka ei ole yhdistetty, on alkuluku.
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Oletetaan, ettd on jo suunniteltu deterministinen kone CHECK MULT, joka tun-
nistaa kielen

L(CHECK_MULT) =
{n#p#q | n,p, q bindirilukuja, n = pq}.

Olkoon lisiksi GO__START deterministinen Turingin kone, joka siirtdd nauhapéin
osoittamaan nauhan ensimmaéistd merkkia.

Olkoon edelleen GEN _INT mielivaltaisen ykkostd suuremman bindériluvun nauhan
loppuun tuottava epédeterministinen Turingin kone.

0/0,R

) () <pr

</# R </1,R
~_

U </LR

</1,R
Kuva 5.10: Epaddeterministinen Turingin kone GEN _INT.
Epédeterministinen Turingin kone TEST COMPOSITE, joka tunnistaa kielen

L(TEST COMPOSITE) =
{n | n on bind4rimuotoinen yhdistetty luku}

voidaan muodostaa néistd komponenteista yhdistamalla.

O Q=D OO Q=D 2

GEN_INT GEN_INT GO_START CHECK MUL

Kuva 5.11: Epédeterministinen Turingin kone TEST COMPOSITE.

Yhdistetty kone hyviksyy syOtteend annetun binddriluvun n, jos ja vain jos on
olemassa bindériluvut p, ¢ > 2, joilla n = pg — siis jos ja vain jos n on yhdistetty
luku.
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Deterministisen ja epddeterministisen Turingin koneen ekvivalenssi

151

Lause: Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa epddeterministiselld Turingin koneella,
se voidaan tunnistaa myos standardimallisella deterministiselld Turingin koneella.

Todistus (idea).

e Olkoon M = (Q,%,T,9, qo, Gyes, @no) epadeterministinen Turingin kone, joka

tunnistaa kielen L.

e Konetta M voidaan simuloida kolmenauhaisella deterministisells koneella M. ,

joka kily systemaattisesti lapi M :n mahdollisia laskentoja (tilannejonoja), kun-
nes 16ytaa hyviksyvian — jos sellainen on olemassa.

e Kone ]\//_7 voidaan edelleen muuntaa standardimalliseksi edellisten lauseiden
konstruktioilla.

—_~
Yksityiskohtaisemmin sanoen kone M toimii seuraavasti:

Nauhalla 1 M sdilyttad kopiota syotejonosta ja nauhalla 2 se simuloi koneen M
tyonauhaa. Kunkin simuloitavan laskennan aluksi M kopioi syotteen nauhalta
1 nauhalle 2 ja pyyhkii pois nauhalle 2 edellisen laskennan jaljiltd mahdollisesti
jadneet merkit.

Nauhalla 3 M pitda kirjaa vuorossa olevan laskennan “jarjestysnumerosta’”.
Tarkemmin sanoen, olkoon r suurin M:n siirtyméafunktion arvojoukon koko.

Tallsin M:1la on erityiset nauhamerkit D,..., D,, joista koostuvia jonoja
se generoi nauhalle 3 kanonisessa jirjestyksessd (A, D1, Dy, ..., D,, DDy,
DiDs, ..., DiD,, DyD, ... ).

Kutakin generoitua jonoa kohden M simuloi yhden M:n osittaisen laskennan,
jossa epadeterministiset valinnat tehddadn kolmosnauhan koodijonon ilmaise-
malla tavalla.

Esimerkiksi jos kolmosnauhalla on jono D;DsDs,, niin ensimmaisessi siirty-
massd valitaan vaihtoehto 1, toisessa vaihtoehto 3, kolmannessa vaihtoehto
2. Ellei tdméa laskenta johtanut M:n hyviksyvadn lopputilaan, generoidaan
seuraava koodijono D;D3; D5 ja aloitetaan alusta.

Jos koodijono on epikelpo, so. jos siind jossakin kohden on tilanteeseen liian
suuri koodi, simuloitu laskenta keskeytetddn ja generoidaan seuraava jono.
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e Selvisti tdmé systemaattinen koneen M laskentojen lépikédynti johtaa koneen
M hyviksymaén syotejonon, jos ja vain jos koneella M on syGtteen hyviksyvi
laskenta. Jos hyviksyvia laskentaa ei ole, kone M ei pysihdy. [

o [ifalelale] [ [T T
A
2 Lifnlwlolr|x] | | [
A—
3. ‘D1‘D3‘D2‘D2‘DA\1‘D4‘D3‘ ‘ ‘
q1 = q2
qo0
4

Kuva 5.12: Epiddeterministisen Turingin koneen simulointi deterministisella

5.4 Rajoittamattomat ja kontekstiset kieliopit

Rajoittamattomat kieliopit (unrestricted grammars) eli yleiset
muunnossysteemit (string rewriting systems)

e yleistetddn kontekstittomia kielioppeja sallimalla produktiossa yhden vilik-
keen sijaan minki tahansa vilikkeistd ja pédtteistd koostuvan merkkijonon
korvaaminen toisella (mahd. tyhjalla merkkijonolla)

e esim. aB — BC|d ja a — Ble ovat nyt sallittuja sdéntojd, mutta e — A ei
ole.

e s4annot siis muotoa w — w', missd w,w’ € V* (V koko aakkosto) ja w # €

e Tarked tulos: Kieli voidaan tuottaa rajoittamattomalla kieliopilla jos
ja vain jos se voidaan tunnistaa Turingin koneella.

Mdaritelmd: Rajoittamaton kielioppi on nelikko
G=(V,%,P2S),

missa
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e VV on kieliopin aakkosto;

e > C V on kieliopin pddtemerkkien joukko; N = V — ¥ on wvdlikemerkkien t.
-symbolien joukko;

e P C VT xV* on kieliopin sadntdjen t. produktioiden joukko (V* = V* —{e});

e S € N on kieliopin [dhtosymbols.

Produktiota (w,w’) € P merkitaén tavallisesti w — w'.

e Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa suoraan merkkijonon ' € V* kieliopissa
G, merkitdan

!

=
W’GW’

jos voidaan kirjoittaa v = awpf, v = aw'f (o, B0 € V*, w € V1), ja
kieliopissa on produktio w — .

e Jos kielioppi G on yhteydesté selvi, merkitdin yksinkertaisesti v = +'.

e Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa merkkijonon +' € V* kieliopissa G,
merkitdin

*x [

=
’YG’Y

jos on olemassa jono V:n merkkijonoja vy, v1,-.. , v (n > 0), siten etta

!

Y /YOG,YIG G/Yn Y

Jélleen, jos G on yhteydesté selvd, merkitddn yksinkertaisesti v =* /.

Merkkijono v € V* on kieliopin G lausejohdos, jos on S=G>*fy.

Pelkistain pasdtemerkeistda koostuva G:n lausejohdos x € ¥* on G:n lause.

Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli L(G) koostuu G:n lauseista, s.o.:

L(G) = {z € ¥ | $="a}.
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Esimerkki: rajoittamaton kielioppi ei-kontekstittomalle kielelle {a*b*c* | k > 0}.

S
T
BA
CB
CA
LA
aA
aB
bB
bC
cC

Esimerkiksi lauseen aabbce johto:

S =
LAABCBC
aaBBCC
aabbcC

L4l

N A

LT = LABCT =

L4l

LT |e
ABCT | ABC
AB

BC

AC

a

aa

ab

bb

be

CC.

LABCABC =
LAABBCC =
aabBCC =

aabbec.

LABACBC
aABBCC
aabbCC

Lause: Jos formaali kieli L voidaan tuottaa rajoittamattomalla kieliopilla, se voidaan

tunnistaa Turingin koneella.

*Todistus:

Olkoon G = (V, %, P, S) kielen L tuottava rajoittamaton kielioppi. Muodostetaan
kielen L tunnistava kaksinauhainen epddeterministinen Turingin kone M seuraa-

vasti:

tamaan sydtejonon muotoiseksi.

Nauhalla 1 kone séilyttda kopiota syotejonosta.

Nauhalla 2 on kullakin hetkelld jokin G:n lausejohdos, jota kone pyrkii muun-

Toimintansa aluksi Mg kirjoittaa kakkosnauhalle kieliopin 1ahtésymbolin S.

Koneen Mg laskenta koostuu vaiheista. Kussakin vaiheessa kone:



5.4. RAJOITTAMATTOMAT JA KONTEKSTISET KIELIOPIT 155

i) vie kakkosnauhan nauhapéin epéddeterministisesti johonkin kohtaan nau-
J
halla;

(ii) valitsee epddeterministisesti jonkin G:n produktion, jota yrittda soveltaa
valittuun nauhankohtaan (produktiot on koodattu Mg siirtyméafunktioon);

(iii) jos produktion vasen puoli sopii yhteen nauhalla olevien merkkien kanssa,
Mg korvaa ao. merkit produktion oikean puolen merkeilld;

(iv) vaiheen lopuksi Mg vertaa ykkos- ja kakkosnauhan merkkijonoja toisiin-
sa: jos jonot ovat samat, kone siirtyy hyviksyvaian lopputilaan ja pysdhtyy,
muuten aloittaa uuden vaiheen (kohta (i)). O

Lause: Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa Turingin koneella, se voidaan tuottaa
rajoittamattomalla kieliopilla.

*Todistus. Olkoon M = (Q,%,T,6, o, ¢yes, gno) kielen L tunnistava standardimal-
linen Turingin kone. Muodostetaan kielen L tuottava rajoittamaton kielioppi Gy
seuraavasti.

Idea:

Kieliopin G, vilikkeiksi otetaan (muiden muassa) kaikkia M:m tiloja ¢ € Q
edustavat symbolit.

Koneen M tilanne (g, uav) esitetdén merkkijonona [ugav].

M:n siirtyméafunktion perusteella Gj:48n muodostetaan produktiot, joiden
ansiosta

[ugav] = [u'q'a'v"] joss (q,uav)k (¢',u'a'v’).
Gum M

Siten M hyviksyy syotteen z, jos ja vain jos
[qoz] =" [U‘Jyesv]
Gu
joillakin u, v € X*.
Kaikkiaan kielioppiin G, tulee kolme ryhméaé produktioita:

1. Produktiot, joilla ldhtésymbolista S voidaan tuottaa miki tahansa merkkijono
muotoa x[gox], missia € ¥* ja [, qo, | ja ovat G r:n vilikkeité.

2. Produktiot, joilla merkkijonosta [gox] voidaan tuottaa merkkijono [ugyesv], jos
ja vain jos M hyviksyy z:n.
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Kuva 5.13: Rajoittamattoman kieliopin tuottaman kielen tunnistaminen Turingin
koneella.

3. Produktiot, joilla muotoa [ugyesv] oleva merkkijono muutetaan tyhjiksi merk-
kijonoksi.

Kieleen L(M) kuuluvan merkkijonon z tuottaminen tapahtuu télloin seuraavasti:

(1 (2) (3)
S =" z[gox] =" z[ugyesv] =" .

Téasmaéllisesti madritelliin G = (V, X, P, S), misséi
V:FUQU{S,T, [,],EL,ER}U{Aa | a € E},

ja produktiot P muodostuvat seuraavista kolmesta ryhmaésta:

1. Alkutilanteen tuottaminen:

S — Tlqo]

T — €

T — aTA, (a € X)
Aa [CIO — [qOAa (a € E)
Ab  — bA, (a,b e X)
A — d] (a € X)
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2. M:n siirtymien simulointi (a,b € T, c € TU{[}) :

Stirtymit: Produktiot:
5(¢,a) = (¢',b,R) ga — bq
d(¢,a) = (¢,b,L) cqa — q'cb
6(¢,>) = (¢,> R) qd — [d
6(¢,<) = (¢,b,R) q — b
g, <) = (¢,b,L) cql — q'cb]
g, <) = (¢,<,L) cql — ('

3. Lopputilanteen siivous:

Qyes — ELER

des[ - ER

aE;, — Ep (ael)
[EL — €

Era — Eg (ael)
ER] — €

O

Esim. Tarkastellaan seuraavaa kasvikielioppia, johon on lisitty 1dhtésymboli S ja

sille sddnot, jotta on saatu tavallinen rajoittamaton kielioppi. Kieliopin aakkosto on

V ={S,SIEMEN,SIRKKALEHDET, LEHDET,VARSI, NUPPU,PUNKUKKA,
SINKUKKA,PAIVA,YO}. (Huom! Koska tdmé& on kasvikielioppi, emme erotte-

le paite- ja vilikesymboleja — "jasennys” jatkuu ikuisesti, ellei koko populaatio satu
kuolemaan.)

S — SIEMEN PAIVA | SIEMEN YO

SIEMEN YO— SIRKKALEHDET YO

SRKKALEHDET PAIVA— LEHDET PAIVA| VARSI PAIVA
LEHDET PAIVA— VARSI PAIVA

VARSI PAIVA— NUPPU PAIVA| LEHDET PAIVA

NUPPU YO— PUNKUKKA YO| SINKUKKA YO
PUNKUKKA — SIEMEN | SIEMEN SIEMEN |e
SINKUKKA — SIEMEN | SIEMEN SIEMEN |e

PAIVA — YO

YO — PAIVA

Nyt lahtosymbolista S voidaan johtaa esim. seuraavat lausejohdokset:
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S = SIEMEN PAIVA=- STEMEN YO = SIRKKALEHDET YO = SIRKKALEH-
DET PAIVA = LEHDET PAIVA = VARSI PAIVA = NUPPU PAIVA = NUPPU
YO = PUNKUKKA YO = PUNKUKKA PAIVA = PUNKUKKA YO = SIE-
MEN SIEMEN YO = ...

Kontekstiset kieliopit (context-sensitive grammars)

e Rajoittamaton kielioppi on kontekstinen, jos sen kaikki produktiot ovat muo-
toaw — W', missé |w'| > |w|, tai mahdollisesti S — €, missd S on lahtésymboli.

e ts.lavennettaessa merkkijono voi vain kasvaa, ei koskaan pienentyé, paitsi 1dh-
tosymboli, joka saa tuottaa e:in, jos € kuuluu kieleen

e Lisiksi vaaditaan, ettd jos kieliopissa on produktio S — ¢, niin ldhtosymboli
S ei esiinny minkdan produktion oikealla puolella.

e Kontekstilliset kielet ovat siis rajoittamattomien kielten osaluokka!

e esim. siannot
tietojenkdsitteliji — tietojenkdpistelijd, tieto — taito

SUBJ on PREDIKAT — SUBJ oli PREDIKAT|SUBJ on ollut PREDIK AT |

SUBJ oli ollut PREDIK AT

ovat kontekstillisia

e Formaali kieli L on kontekstinen, jos se voidaan tuottaa jollakin kontekstisella
kieliopilla.

e Normaalimuotolause: produktiot saadaan muotoon S — € ja aAf — awf,
missid A on vilike ja w # e. (Sdannén A — w sovellus “kontekstissa” « _ 3.)

e esim. PAIVA SIEMEN — PAIVA SIRKKALEHTI, PAIVA — YO:
nyt sddntod SIEMEN — SIRKKALFEHTI saa soveltaa vain kontekstissa
PAIV A e (vain o muodostaa siis kontekstin ja § puuttuu)

Lause: Formaali kieli L on kontekstinen, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa epide-
terministiselld Turingin koneella, joka ei tarvitse enempéa tyotilaa kuin syotejonon
pituuden verran — siis koneella, jolla ei ole muotoa (g, <) = (¢',b, A) olevia siir-
tymid, missi b # ‘<’.

Todistusidea: kontekstillisen kieliopin mukaisessa jédsennyksessd 1dhtosymboli voi
vain kasvaa joka jisennysaskeleella, joten jos lihdetddn merkkijonosta kohti 1dh-
tosymbolia, voi symbolijono vain pienentyd joka jadsennysaskeleella. O
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e Lauseen koneita sanotaan lineaarisesti rajoitetuiksi automaateiksi.

e Lineaarisesti rajoitetut automaatit tunnistavat siis tdsmilleen kontekstilliset
kielet.

e Avoin ongelma (“LBA = DLBA”): onko lauseessa vaadittu epiddeterminismi
valttdmatonta vai riittaisikd deterministinen kone?

Esimerkki Tiedimme, etti kielen L = {a*b¥cF | & > 0} voi tunnistaa sydtteen vaa-
timassa tilassa (muutetaan merkkejd A:ksi, B:ksi ja C:ksi yksi kerrallaan), joten se
on kontekstillinen. Voidaan antaa seuraava kielen kuvaava kontekstillinen kielioppi:

S — Sle
S — aSBclabe
c¢B — Bce
bB — bb

Esim. merkkijonon aaabbbcce johto:
S = aSBc = aaSBcBc = aaabcBcBc = aaabBccBc = aaabbccBe =
aaabbcBce = aaabbBcce = aaabbbece
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Luku 6

Ratkeavuus ja ratkeamattomuus

eli Rekursiiviset, Rekursiivisesti lueteltavat ja kieli-
luokkien ulkopuolelle jaavit kielet

Palautetaan vield mieliin seuraavat kasitteet:

e Turingin kone M = (Q, %, T, 8, go, Gyes, ¢no) On totaalinen, jos se pyséhtyy kai-
killa syotteilld

e Formaali kieli A on rekursiivisesti lueteltava, jos se voidaan tunnistaa jollakin
Turingin koneella, ja

e rekursitvinen, jos se voidaan tunnistaa jollakin totaalisella Turingin koneella.

e Piaitosongelma 7w on ratkeava, jos sitd vastaava formaali kieli A, on rekursii-
vinen, ja

e paitdsongelma on osittain ratkeava, jos A, on rekursiivisesti lueteltava.

e Ongelma, joka ei ole ratkeava, on ratkeamaton. (Huom.: ratkeamaton ongelma
voi siis olla osittain ratkeava.)

161
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Analogia:

Oletetaan ettd universumi on #dédreton ja siind on ddrettdmén monta tdhted. Ku-
vitellaan, ettéd sinulla olisi dareton tietokanta, joka sisdltdd tiedot kaikkien tdhtien
koordinaateista. Olet kiinnostunut tdhtien naapureista, jotka olet maaritellyt seu-
raavasti:

Téahdet A ja B ovat naapureita, jos A:n ja B:n etidisyys on alle R valovuotta eli
A(A,B) <R.

Tarkastellaan seuraavia ongelmia:

i) Onko Koirantihti Kissantdhden naapuri? Kissantdhden kordinaatit ovat (x,y, 2)
ja Koirantihden koordinaatit (r, s, t). Nyt lasketaan vain etiisyys

V(@ —1)2+ (y — 5)2 + (z — t)? eli ongelma on selviisti ratkeava. (Vastaava “kieli”
olisi

Liissa = {x|z on tdhden koodi ja z on Kissantdhden naapuri}. Ongelma palautuu
siis “kielentunnistusongelmaksi” Koirantéhti € Lgssq?)

ii) Onko Kanint&hdelld yhtdan naapuria? Olk. Kanintdhden koordinaatit (z,y, z).
Nyt kidytavd pahimmassa tapauksessa koko tietokanta lapi. Kuitenkin jos Kanin-
tdhdelld on naapuri, esim. tietokannan i:s tdhti, 16ytyy se siis darellisessd ajas-
sa (imnelld aikaskeleella). Sen sijaan emme saa koskaan varmuutta, mikili Ka-
nintdhdelld ei ole naapuria. Ongelma ratkeaa siis vain "Kylld”-tapauksessa, mut-
ta el "Ei”-tapauksessa ja on siis osittain ratkeava. (Haluamme siis ratkaista "kieltd”
Liani = {z|z on tdhden koodi ja  on Kanintdhden naapuri} koskevan ongelman

LKam' 7é w?)

iii) Onko Kanintdhti yksindinen t&hti? Téméan ongelman "Kylld”-vastaus on sama
kuin edellisen ongelman "Ei”-vastaus eli ratkeamaton. Meidén taytyisi tarkistaa kaik-
ki tietokannan tidhdet, joita on ddrettoman monta, eli laskenta ei paity koskaan.
(Haluamme siis tietdé, onko Lxqn = 07)

Téaysin ratkeamattomia ongelmia ei ole endd luokiteltu laskennallisen vaikeuten-

sa perusteella, vaikka voisi ajatella, ettd seuraava ongelma olisi vieldkin vaikeampi:

Luettele kaikki universumin yksinéiset tahdet. ("Kielen&” Ly, = {|z on téhden koodi ja L, =
0}, missd L, sisiltdd z:n kaikki naapurit.)
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6.1 Ratkeavat ongelmat eli rekursiivinen kieli

Jos ratkeavasta ongelmasta muodostetaan komplementtiongelma tai kahdesta rat-
keavasta ongelmasta muodostetaan yhdiste tai leikkaus, on tulosongelma edelleen
ratkeava. Ts. rekursiivisille kielille pitevit seuraavat sulkeumaominaisuudet:

Lause: Olkoot A, B C ¥* rekursiivisia. Talloin myos
i)A=3"— A,

ii) AUB ja

iii) AN B

ovat rekursiivisia.

Todistus.

(i)Olkoon M, totaalinen Turingin kone, joka tunnistaa kielen A (ts. L(Ma) = A).
Kielen A tunnistava totaalinen Turingin kone saadaan vaihtamalla M 4:n hyviksyvé
ja hylkiavé lopputila keskenédin.

Kuva 6.1: Rekursiivisen kielen komplementin tunnistaminen Turingin koneella.

(i1)Olkoot M4 ja Mp totaaliset Turingin koneet, jotka tunnistavat kielet A ja B (ts.
L(M,) = A, L(Mg) = B). Kielen A U B tunnistava totaalinen Turingin kone M
saadaan yhdistamalla M, ja Mp toimimaan perakkiin: jos M4 hyviksyy syotteen,
myo6s M hyviksyy; jos M4 paatyy hylkddmiseen, M kokeillaan vield Mp:ta.

Huom! Tata varten M4:n jatettdva pysdhtyessdd nauhalle alkuperdinen sy6tejono
koskemattomana (ja siivottava omat jélkensa).

(iii) AN B:lle saadaan totaalinen tunnistajakone de Morganin avulla: ANB = AU B.
Ts. muodostetaan ensin komplementtikoneet M ja Mg, yhdistetddn ne koneeksi
M7 ja muodostetaan vield tdmén komplementtikone M=—=. 0O

(Tehtéva: Piirrd kone M=—=!)
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Kuva 6.2: Kahden rekursiivisen kielen yhdisteen tunnistaminen Turingin koneella.

6.2 Osittain ratkeavat ongelmat eli rekursiivisesti
numeroituva kieli

Jos meilld on Turingin koneet (jotka pysiahtyvit "Kylld”-tapauksessa, mutta eivit
valttdméatta "Ei’-tapauksessa) M4 ja Mp, niin voimme muodostaa myos niiden
yhdiste- ja leikkauskoneet Maup ja Mang. Ts. rekursiivisesti numeroituville kie-
lille patevit seuraavat sulkeumaominaisuudet:

Lause: Olkoot A, B C X* rekursiivisesti lueteltavia. Talloin myés AU B ja AN B
ovat rekursiivisesti lueteltavia.

Todistus: H'T.

Huom! Rekursiivisesti numeroituville kielille ei pide, ettd komplementtikieli olisi
(valttaméattd) rekursiivisesti lueteltava! Ts. jos meilld on Turingin kone My, jo-
ka tunnistaa kielen A ja pysdhtyy "Kylla’-tapauksessa, mutta ei vilttamatta "Ei’-
tapauksessa, niin emme voi muodostaa konetta M, joka pysahtyisi "Kylla’-tapauksessa
kaikilla syotteilla. Miksi?

Seuraava térked tulos antaa meille keinon tunnistaa, milloin ongelma on ratkeava:

Lause: Kieli A C ¥* on rekursiivinen, jos ja vain jos kielet A ja A ovat rekursiivisesti
lueteltavia.

Todistus. ”=": seuraa lauseesta 6.1(i).

"< Olkoot My ja Mj; Turingin koneet kielten A ja A tunnistamiseen. Kaikil-
la z € ¥* joko My tai My pysdhtyy ja hyviaksyy x:n. Muodostetaan M, ja Mz
“rinnakkain” yhdistadmalld totaalinen kaksinauhainen tunnistajakone M: M simuloi
ykkosnauhallaan konetta M4 ja kakkosnauhallaan konetta M 4. Jos ykkossimulaatio
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pysadhtyy hyviksyvian lopputilaan, M hyviksyy syotteen; jos taas kakkossimulaatio
hyvaksyy, M hylkdi syotteen. [

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Kuva 6.3: Totaalisen Turingin koneen muodostaminen kahdesta rinnakkain toimi-
vasta koneesta.

Huom! Voidaan toteuttaa 2-nauhaisena koneena, joka rinnakkaisesti simuloi toisella
nauhallaan M 4:n ja toisella Mp:n laskentaa. Jos M, pysidhtyy hyviksyviadn tilaan,
niin M hyviksyy syOtteen, jos taas Mp hyviksyy syotteen, niin M hylkii sen.

= Seuraus: Jos A C ¥* on rekursiivisesti lueteltava kieli, joka ei ole rekursiivinen,
niin kieli A ei ole rekursiivisesti lueteltava (ts. ongelma on tiysin ratkeamaton)!.

6.3 Ratkeamattomuus

Cantorin diagonaaliargumentin perusteella tiedimme, ettd on olemassa ratkeamat-
tomia ongelmia. Turingin koneiden avulla péattely olisi seuraava:

1) Turingin koneet ovat dérellisia

2) Siispd voimme luetella kaikki Turingin koneet (ts. Turingin koneiden joukko on
numeroituvasti ddreton)

3) Kaikkien ongelmian joukko ei voi olla numeroituva (Diag. arg.: kaikkien paato-
songelmien ts. kielentunnistusongelmien joukko on ylinumeroituva.)

= On olemassa onmgelmia, joille ei ole olemassa ratkaisevaa Turingin konetta (eikd
siis mitdén muutakaan laskennallista ratkaisua Churchin-Turingin teesin mukaan).
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e Haluamme konkreettisen esimerkin tdysin ratkeamattomasta ongelmasta

e Rajoittamattomille kielille ei ole olemassa omaa Pumppauslemmaa, mutta
voimme silti kiyttdd diagonalisaatioargumenttia (Valehtelijan paradoksia) sel-
laisen konstruoimiseksi.

e Idea:

1. Tehddén vastaviite, ettd Turingin koneet kykenevit ratkaisemaan mita
tahansa — siis my0s itseddn koskevia kysymyksia.

2. Muodostetaan Turingin kone, joka pysdhtyy, jos ei pysidhdy, ja ei pysahdy,
jos pysahtyy.
3. Saadaan RR. eli oletus ei pade.

e Ensin taytyy méiritelld Turingin kone, joka kykenee tutkimaan Turingin ko-
neiden ominaisuuksia (ts. tulkitsee TM:ien "koodeja” ja "ajaa” niitd). Téllaista
Turingin konetta kutsutaan universaalikoneeksz.

6.4 Universaalikone ja universaalikieli

e Universaalikone

— saa syotteenddn koneen M koodin ja tdmén syotteen w
— pysahtyy vain jos M pysdhtyy syotteelld w

— tulostaa saman, mitd M tulostaa syotteelld w
o Keksittivd tapa koodata Turingin koneita siten, etté

— voimme esittdd minka tahansa TM:n darellisen aakkoston koodina

— universaalikone kykenee purkamaan koodin

e riittdd koodata TM:n siirtyméfunktio — se kuvaa koneen toiminnan (ei edes
haittaa, vaikka tilat nimettéisiin uudelleen)!

6.4.1 Turingin koneen koodaus kokonaislukuna (bittijonona)

Tarkastellaan standardimallista Turingin konetta M = (Q, X, T, 6, go, gyes, Gno), jonka
syoteaakkosto on ¥ = {0, 1}.

Olk. @ = {q0,q1,-- - ,qn}, MiSSE Gyes = gn—1 ja Gno = Gn-
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Fu{><}=Hap,a1,...,an}, missi aqg =0, a; =1, ap = > ja ag = <.
Merk. Ag = L ja Ay = R.

Maaritellddn kaikille néille omat koodit, jotta padstddn koodaamaan siirtyméfunk-
tiota.

Kooditaulu:
9 0
q1 00
Q2 000
Tilat
dn—1 = Qyes 0"
dn = Qno 0n+1
0 0
1 00
> 000
Merkit < 0000
Fru{><}|as 00000 = 0°
as 06
A, bm—|—1
Suunnat L 0
R 00

Jokainen siirtyméafunktion ¢ arvoista voidaan nyt koodata seuraavasti:

Saannoén 6(g;, a;) = (¢r, as, A¢) koodi on

Cij — Oi+1 10j+1107‘+1 105+110t+1‘

ts. cij = 1(¢g;:n koodi)1(a;:n koodi)1(g,:n koodi)1(as:n koodi)1(A;m koodi)

Koko koneen M koodi saadaan yhdistamalla kaikkien siirtyméfunktion arvojen koo-
dit yhdeksi bindirijonoksi, kiyttden erotinmerkkeinid 11:ta ja lisdksi kodin alkuun
ja lopuun jonot 111.

Koneen M koodi on siis
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Cpy = 111000110011]_. . -]-100m1]-610]-1- . 1]-Clm11
. Alen_g011. . 119 m111.

Esim kielen {0% | k£ > 0} tunistava kone: tunnistavan koneen koodi olisi:

cy = 1110101001010011 01001000010010011 . ..
J(QO70):(Q170’R) 6(q011):(q~3’17R)

0/0,R

/\
E—
0/0,R I
</<,L </<
1/1,R
1/1,R

O )

(g2) (g3)

Kuva 6.4: Kielen {0% | £ > 0} tunnistava Turingin kone.

e Jokaista Turingin konetta M vastaa koodi ¢y,
e Jokaiseen bindarijonoon c voidaan liittdé jokin Turingin kone M,.

e Huom! Bindérijonoihin, jotka eivit ole edellisen koodauksen mukaisia Turingin
koneiden koodeja, liitetdéin jokin triviaali, kaikki syotteet hylkddva (eli @ -
kielen tunnistava) kone M.

Méaritelladn siis:
kone M, jolla cp; = ¢, jos ¢ on kelvollinen koodi;

M. =
¢ { kone M,;,, muuten.

e = Saadaan luettelo kaikista aakkoston {0, 1} Turingin koneista, ja epasuorasti
myo6s kaikista aakkoston {0, 1} rekursiivisesti lueteltavista kielist.

e Koneet ovat

M€7 MOaMlaMOOaM017 ey
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e vastaavat kielet ovat
L(M,), L(My), L(My), L(My), L(My), . ..
(indeksit kanonisessa jarjestyksessi).

e Huom! Kukin kieli voi esiintyd luettelossa monta kertaa (saman kielen voi
tunnistaa useilla koneilla).

6.4.2 Esimerkki ei-rekursiivisesti numeroutuvasta kielesta

Nyt voidaan muodostaa e-rekursiivisesti numeroituva kieli (ts. ratkeamaton ongel-
ma) diagonalisaatiotekniikalla:

Lemmea: Kieli
D={ce{0,1}" |c¢ L(M.)}

el ole rekursiivisesti lueteltava.

Todistus. Oletetaan, ettd olisi D = L(M) jollakin standardimallisella Turingin ko-
neella M. Olkoon d koneen M bindérikoodi, so. D = L(M,). Talloin on

deD <& d¢ L(My) =D.

Ristiriidasta seuraa, ettd kieli D ei voi olla rekursiivisesti lueteltava.

o Kieltd D vastaava paiatosongelma: “Hylkddko annetun koodin c¢ esittdméa Tu-
ringin kone syotteen c?”

e Kielen D muodostaminen kuvallisesti: jos kielten L(M,), L(My), L(M,), ...
karakteristiset funktiot esitetdin taulukkona, niin kieli D poikkeaa kustakin
kielestd taulukon diagonaalilla:
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D
N | L(Me) L(Mo) L(My) L(Myo)
€ 0 0 0 0

0
0 0 1 1 0
0

1 0 0 1 1
00| 0 0 0 0

6.4.3 Universaalikielen ratkeamattomuus

e Aakkoston {0, 1} universaalikieli U méaaritelldén:

U= {cyw|we L(M)}.

e Olkoon A jokin aakkoston {0,1} rekursiivisesti lueteltava kieli, ja olkoon M
kielen A tunnistava standardimallinen Turingin kone. T&ll6in on

A={we{0,1} | epyw € U}.

e Ts. universaalikieli sisaltda kaikki sellaiset konekoodi-sy6te-parien muodosta-
mat merkkijonot, missi kyseinen kone hyviksyy kyseisen syotteen.

e Siihen on siis tallennettu tieto kaikesta, mitd Turingin koneet voivat ratkaista!

o Myos kieli U on rekursiivisesti lueteltava. Kielen U tunnistavia Turingin ko-
neita sanotaan universaaletkst Turingin koneiksi.

e Sen sijaan U ei ole rekursiivinen (eikil sen komplementtikieli U siis rekursiivi-
sesti lueteltava)
= emme Vvoi tunnistaa tdysin ratkeamattomia ongelmia laskennallisesti!

Lause: Kieli U on rekursiivisesti lueteltava.

*Todistus.
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e Muodostetaan 3-nauhainen kone universaalikone My, joka tunnistaa kielen U

e Laskennan aluksi tarkastettava syote sijoitetaan koneen My ykkdsnauhan al-
kuun.

e Taman jilkeen kone toimii seuraavasti:

1. Aluksi My tarkastaa, ettd sy6te on muotoa cw, missd ¢ on kelvollinen
Turingin koneen koodi. Jos syote ei ole kelvollista muotoa, My hylkia sen;
muuten se kopioi merkkijonon w = aja,y...ar € {0,1}* kakkosnauhalle
muodossa

00010¢t110%2%11 ... 10%t110000.

2. Jos syote on muotoa cw, missid ¢ = c;s jollakin koneella M, Mpy:n on
selvitettava, hyviksyisiko kone M syotteen w.

— tata varten My sailyttad ykkdsnauhalla M:n kuvausta c,
— kakkosnauhalla simuloi M:n nauhaa, ja

— kolmosnauhalla séilyttaéd tietoa M:n simuloidusta tilasta muodossa
g; ~ 0! (aluksi siis My kirjoittaa kolmosnauhalle tilan gy koodin
0).

3. Alkutoimien jalkeen My toimii vaiheittain, simuloiden kussakin vaiheessa
yhden koneen M siirtymén.

— aluksi My etsii ykkosnauhalta M:n kuvauksesta kohdan, joka vastaa
M:n simuloitua tilaa g; ja merkkid a;.

— Olkoon ykkosnauhalla oleva koodinkohta
0107t 107 10 10M .

Talloin My korvaa kolmosnauhalla merkkijonon 07! merkkijonolla
07!, kakkosnauhalla merkkijonon 0+ merkkijonolla 0°*!, ja siirtiii
kakkosnauhan nauhapééiti yhden simuloidun merkin vasemmalle, jos
t =0, ja oikealle, jos t = 1.

— Jos ykkosnauhalla ei ole yhtdan simuloituun tilaan g; liittyvaa koo-
dia, simuloitu kone M on tullut hyviksyvaan tai hylkdavaan loppu-
tilaan; talloin ¢ = k£ + 1 tai ¢ = k£ + 2, missd g on viimeinen ykkdos-
nauhalla kuvattu tila. Kone My siirtyy vastaavasti lopputilaan gyes
tal gyo-
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L%Q Mox 910 Move (P ME ©

Kuva 6.5: Diagonaalikielen D tunnistava kone Mp.

Lause: Kieli U ei ole rekursiivinen.

*Todistus. Oletetaan, ettd kielelld U olisi totaalinen tunnistajakone M. T#lldin

voitaisiin Lemman kielelle D muodostaa totaalinen tunnistajakone M seuraavasti:
e Olkoon Mok totaalinen Turingin kone, joka testaa, onko syGtteend annettu

merkkijono kelvollinen Turingin koneen koodi.

e Olkoon Mpyp totaalinen Turingin kone, joka muuntaa syétejonon ¢ muotoon
cc.

e Kone Mp muodostetaan koneista Mg , Mok ja Mpyp yhdistidmalld kaavion
esittamalla tavalla.

Selvésti kone Mp on totaalinen, jos kone M on, ja
ce L(Mp) & c¢ L(Mok) tai cc ¢ L(MY)

& c¢ L(M,)

& ceD.
Mutta lemman mukaan kieli D ei ole rekursiivinen; ristiriita. .
Seuraus: Kieli

U= {cvw | w¢ L(M)}

ei ole rekursiivisesti lueteltava.

Todistus. Kieli U on oleellisesti sama kuin universaalikielen U komplementti U,
tarkasti ottaen on U = UUERR, missd ERR on helposti tunnistettava rekursiivinen
kieli

ERR = {z € {0,1}* |z ei sisilld alkuosanaan

kelvollista Turingin koneen koodia}.
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Jos siis kieli U olisi rekursiivisesti lueteltava, olisi samoin my6s kieli U. Koska kieli
U on rekursiivisesti lueteltava, seuraisi tasta, ettd U on peréti rekursiivinen. Mutta
tamé on vastoin edellisen lauseen tulosta, misti padtellddn, ettd kieli U ei voi olla
rekursiivisesti lueteltava.
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6.5 *Ekskursio: Ratkeavuus ja ratkeamattomuus ma-
tematiikassa

Monessa laskettavuutta ja laskennan vaativuutta koskevassa téirkedssd tuloksessa
meidén on kiittdminen matemaattikoja (mm. Godelid ja Churchia), joten pieni eks-
kursio matematiikkaan lienee paikallaan. Erityisesti Godelin epétéydellisyyslause
on suoraan sovellettavissa (universaali) Turingin koneita (mitd tahansa laskennan
mallia) koskevaksi. Valotetaan ensin kuitenkin hidmdirien termien rekursiivinen ja
rekursiivisesti numeroituva kieli alkuperéa.

6.5.1 Rekursiiviset ja rekursiivisesti numeroituvat joukot ma-
tematiikassa

Jos ongelman voi ratkaista primitiivirekursiivisella funktiolla, se on laskennallisesti
ratkeava ja voimme jopa antaa laskennan vaativuudelle yldrajan. Jos sen voi rat-
kaista vain rekursiivisella funktiolla, se ratkeaa laskennallisesti eli dédrellisessé ajassa,
mutta emme voi antaa mitddn ylirajaa sen vaativuudelle. Jos ongelma kuuluu re-
kursiivisesti numeroituviin kieliin, emme voi edes antaa ratkaisevaa laskennallista
funktiota, mutta kylldkin deklaratiivisen maéritelmén, mitd vastauksen tulisi tayt-
tdd. Taman pohjalta voimme muodostaa ns. osittaisrekursiivisen funktion. Mairi-
teltyd vastausta ei kuitenkaan voida laskea dérellisessé ajassa (kaikilla syotteilld).
Jos ongelma ei ole edes rekursiivisesti numeroituva, emme pysty antamaan edes
osittaisrekursiivista funktiota, joka laskisi vastauksen.

Rekursiiviset funktiot

Sanotaan, ettd joukko A C N on rekursiivinen, jos sen tunnistusongelma 74 (oi-
keammin joukon A karakteristinen funktio) on rekursiivinen funktio. Huom! Miki
tahansa merkkijono voidaan aina koodata luonnollisena lukuna eli kieli A on itse
asiassa N:n osajoukko.

Maaritellddn ensin primitiivirekursitviset funktiot

Mddaritelmd: Primitiivirekursiivisten funktioden perhe on pienin funktioperhe luon-
nollisten lukujen joukossa (f : N — N), joka sisaltaa funktiot

Z(n) = 0 (nollafunktio)
S(n) = n+ 1 (seuraajafunktio)
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Pri"(x1,...,x,) = z; (projektiofunktio)

sekd néistd yhdistdmalla ja seuraavalla ns. rekursiosddnnolla saatavat funktiot.

Rekursiosddnto: Olkoon f n-paikkainen primitiivirekursiivinen funktio ja g n + 2-
paikkainen primitiivirekursiivinen funktio. T&lldin n + 1-paikkainen funktio h,

h(0,21, ..., Tp) = f(T1, ey Tn)
hy+ 1,21, ....xn) = g(y, h(x1, ooy Tp), T4,y ooy Tiy)

on primitiivirekursiivinen.
Kun n = 0, niin ~(0) = a (vakio) ja h(y + 1) = g(y, h(y)).

Esimerkiksi yhteenlasku, kertolasku, eksponenttifunktio, vakiofunktio ja luonnolli-
siin lukuihin rajoitettu vahennyslasku ovat primitiivirekursiivisia. Uusia primitiivi-
rekursiivisia funktioita saadaan myos rajoitetulla minimalisaatiolla, merk.

fly,z1, .y zn) = (uz < y)R(z, 21, ..., x,), jos

ienin z <y, jolle R(z, 1, ..., x,), jos tillainen z on olemassa, ja
fy,z1, . T) :{ b <Y, (2,71 o), i ;

0, muuten
missd R on prim.rek. relaatio.

Rekursiivisten funktioiden perhe méaaritellidn aivan samaan tapaan kuin primitii-
virekursiivisten funktioiden perhe, mutta sallimme rajoittamattoman minimalisaa-
tion. Merk. f(z1,...,2z,) = pyR(y, 1, ..., T,), jos

f(z1,...,x,) = pienin y, jolle R(y, 1, ..., Z,), jos tillainen y on olemassa.

Primitiivirekursiivisten ja rekursiivisten funktioiden ero on seuraava: jos f(x) on pri-
mitiivirekursiivinen, on f(n):n laskemiseen kuluva aika ennalta arvioitavissa. (Ts.
voimme antaa ratkaisevan Turingin koneen aikavaativuudelle yldarajan.) Jos funktio
on vain rekursiivinen, tiedimme vain, ettd f(n) on ratkeava, mutta emme tiedé,
montako laskenta-askelta ratkaisu vaatii (ts. vastaavan TM:n laskenta paattyy aa-
rellisessd ajassa, mutta emme voi antaa ennalta mitdén arviota, kauanko laskenta
tulee kestdmé&én.)

Esimerkiksi Ackermannin funktio A on rekursiivinen, mutta ei primitiivirekursiivi-
nen.

0,z) =z+1

A(
A(n+1,0) = A(n, 1)
An+1,z+1) = A(n,A(n + 1, 2))
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Ackermannin funktio on sikili kiintoisa, ettd kaikille primitiivirekursiivisille funk-
tioille f 16ytyy n, jolle f(z) < A(n,x) kaikilla z. Ja kun n ldhenee déreténti, antaa
Ackermannin funktio yldrajan (majorantin) myds kaikille rekursiivisille funktioille!
Toisin sanoen se antaa yldrajan minki tahansa ratkeavan ongelman aikavaativuu-
delle.

Rekursiivisesti numeroituvat joukot

Rekursiivisen kielen tunnistusongelma (kuuluuko sana z kieleen A) on rekursiivi-
nen eli algoritmisesti ratkeava, joskaan emme voi antaa laskennan aikavaativuudelle
mitadn ylirajaa.

Toisaalta jokainen epétyhja rekursiivinen kieli A (sen sisdltdmit sanat) voidaan
aina numeroida rekursiivisella funktiolla. Maéritellidn A:n sanoille numerointi: A =
{f(n)|n € N}, missé f(n) =n, jos ma(n) =1 ja ag, jos ma(n) =0 (ag € A)

[ n,  jos mu(n)=1ja
f(n) = { ag, jos Wj(n) =0 (ap € A)

Mddritelmd: Joukko A C N on rekursiivisesti numeroituva, jos A = () tai on olemassa
rekursiivinen funktio f : N — Ns.e. A= {f(n)|n € N}.

Kaikki rekursiiviset joukot ovat siis myos rekursiivisesti numeroituvia. Rekursiivises-
t1 numeroituvien joukkojen perhe on kuitenkin aidosti suurempi kuin rekursiivisten
eli on olemassa joukkoja (kielid), jotka ovat rekursiivisesti numeroituvia mutta eivét
rekursiivisia (Churchin lause).

Rekursiivisuuden ja rekursiivisen numeroituvuuden vilinen ero on se, ettd rekur-
siivisen funktion arvon voi aina laskea &ddrellisen monella laskenta-askeleella ja re-
kursiivisen joukon tunnistusongelma on siis ratkeava (ts. meilld on algoritmi, joka
ratkaisee sen). Sen sijaan, jos joukko on vain rekursiivisesti numeroituva, emme voi
médritelld mitddn funktiota, joka tunnistaisi sen koska funktion méaritelma itses-
sadn edellyttdd madriteltdvyyttd (voimme laskea funktion arvon kaikilla méaarit-
telyjoukon alkioilla). Voimme kylld antaa deklaratiivisen mééritelmén, mitd jokin
rekursiivisesti numeroituva joukko pitda sisdllddn ja kuvata téallaisia kielid luku-
teorian kaavoilla. Meilld on esim. kiisitys miten kaavan ®(x, ..., z,) totuus selvite-
taan, vaikkei universaaliviitteen Vz®(z) totuus ole laskennallisesti ratkeava (pitéisi
tutkia ®(n):mn totuus ddrettéoméan monella n € N). Téllaista osittain médriteltyd
“funktiota”, joka on laskettavissa vain joillain méaérittelyjoukon arvoilla, kutsutaan
osittaisrekursiiviseksi funktioksi.

Mité sitten ovat tdysin ratkeamattomat eli ei-rekursiivisesti numeroituvat joukot
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matematiikassa? Niille emme voi antaa edes osittaisrekursiivista funktiota (dekla-
ratiivista mééritelméd), joka jotenkin kuvaisi joukon sisillon.

6.5.2 Godelin epataydellisyyslause

Godelin epatiydellisyyslause on matemaattinen vastine Turingin koneiden itsetut-
kiskelusta seuraavalle epatiydellisyydelle.

Godel keksi menetelmén, jolla mikd tahansa lukuteorian kaava (tai predikaattilogii-
kan lause) voidaan koodata yksikésitteisend kokonaislukuna, kaavan Gédel-lukuna.
Toisin sanoen jokaiseen kaavaan voidaan liittda tasan yksi luku ja jokaiseen lukuun
liittyy korkeintaan yksi kaava (osa kokonaisluvuista ei vastaa mitddn kaavaa). T&ll4
tavalla kaavassa paastdan viittaamaan toisiin kaavoihin, mikd mahdollistaa kaavojen
paradoksaalisen itsetutkiskelun. (+<» Turingin koneiden koodaus lukuina)

Godel-numerointi tapahtuu seuraavasti. Ensin liitetdan jokaiseen lukuteorian merk-
kiin luonnollinen luku:

#(0) =1
#(1) =2
#(+) =3
#(x) =4
#(=) =5
#(() =6
#0) =7
#(A) =8
#(v) =9
#(=) =10
#(3) =11
#(V) = 12
#(Uo) =13
#(Ul) =14
#(UQ) =15

missd muuttujan v, jarjestysnumero on #(v,) = 13 + n.

Olkoon w nyt edellisistd merkeistd muodostuva sana w = wow;...w,. Talloin w:n
Godel-luku on

[w] = S F0) = po#wo)p, Gwn) _py (Gwn)

missi pg, p1, ... ovat perdkkiiset alkuluvut 2,3,5,7,...
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Esimerkiksi [(1 =1)] = 2% x 32 x 5° x 72 x 117,

Tama3 itsessddn hyvin yksinkertainen tydkalu mahdollisti mahtavan tuloksen: sen
avulla Go6del todisti kuuluisan Epéataydellisyyslauseensa, jonka mukaan mikdan kon-
sistentti aksioomajérjestelmé (esim. aritmetiikka) ei voi olla tédydellinen (t.s. se ei
voi sisiltad kaikki tosia lauseita teoreemoinaan). Godelin todistus oli my6s yksinker-
taisuudessaan suunnattoman nerokas ja perustui Valehtelijan paradoksiin (Cantorin
diagonalisointiargumenttiin): jos kaava ¢ sanoo "Kaava, jonka Godel-luku on z ei
ole todistuva” ja ¢:n oma Godel-luku on z, seuraa ristiriita: toisin sanoen emme
voi ratkaista kaikista mahdollisista tosista lauseista, ovatko ne todistuvia vai eivit.
(Lause ¢ sanoo siis "En ole todistuva”.)

Huom! Voimme kylld péatelld, ettd lause ¢ on tosi — sehén ei ollut todistuva ky-
seisessé jarjestelméssd — mutta jirjestelma itse ei kykene ratkaisemaan sitd, mikali
piddmme kiinni jarjestelmén konsistenssista. Jos taas sallimme, ettd jérjestelmé on
epakonsistentti (ts. siind patee sekd jokin lause ettd sen negaatio), niin miké tahan-
sa lause voidaan todistaa oikeaksi. Jirjestelmé voi siis tdydellinen, vain jos se on
epikonsistentti, mutta jos se on konsistentti, se on epitiydellinen. *

Talla viattoman oloisella vain lausekalkyylia koskevalla lauseella on kuitenkin to-
della laajat seuraukset. Siitd seuraa, ettei mikdin aksiomatisointijirjestelma, esim.
algebra, tai mikidan laskennanmalli, kuten Turingin koneet, ole tdydellinen!

6.5.3 Kirjallisuutta

Hofstadter, Douglas R.: Godel, Escher, Bach: An Eternal Golden Braid. Vintage
Books, 1979. (chapters XIV-XV)

Nagel, E. & Newman, J.K.: G6del’s Proof. New York University Press, 1986.
Rucker, Rudy: Mieli ja darettomyys.

Vidnédnen, Jouko: Matemaattinen logiikka. Gaudeamus, 1987.

“Valehtelijan paradoksin matemaattinen versio, Tarskin lause, sanoo, ettd joukko T =
{z|z on toden lauseen ¢ Godel-numero} ei ole rekursiivinen, eikd edes rekursiivisesti numeroitu-
va! Sen sijaan jos kiinnitdmme jonkin “efektiivisen” (~ algoritmisesti ratkeavan) aksioomajérjes-
telmén A, niin joukko T" = {z|z on A:ssa todistuvan lauseen ¢ Godel-numero} on rekursiivisesti
numeroituva, mutta ei rekursiivinen.
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6.6 Konkreettisia ratkeamattomuustuloksia

Valitettavan monet tirkedt tietojenkasittelyongelmat ovat ratkeamattomia. Ns. Ricen
lauseen mukaan itse asiassa jokseenkin kaikki ohjelmien toimintaa, tai tarkemmin
sanoen niiden laskemia syote/tulos-kuvauksia koskevat kysymykset ovat ratkeamat-
tomia.

6.6.1 Turingin koneiden pysahtymisongelma

Lause: Kieli
H = {cyw | M pysihtyy syotteella w}
on rekursiivisesti lueteltava, mutta ei rekursiivinen.

Todistus. Todetaan ensin, ettd kieli H on rekursiivisesti lueteltava:

e Universaalikoneesta My on helppo muokata kone, joka syotteelld cp,w simuloi
koneen M laskentaa syOtteelld w ja pysdhtyy hyviaksyvéadn lopputilaan, jos ja
vain jos simuloitu laskenta ylipddtdin pyséhtyy.

Osoitetaan sitten, ettéd kieli H ei ole rekursiivinen:

e Oletetaan, ettd olisi H = L(Mp) jollakin totaalisella Turingin koneella Mpy.

e Oletetaan lisdksi, ettd kone My pysdhtyessddn jattdd nauhalle alkuperiisen
syotteensid, mahdollisesti tyhjamerkeilld jatkettuna.

e Olkoon My edelld konstruoitu universaalikone.

e Kielelle U voitaisiin nyt muodostaa totaalinen tunnistaja yhdistamaélld koneet
My ja My kaavion esittdmalld tavalla.

e Aiemman tuloksen mukaan téllaista totaalia kielen U tunnistajakonetta ei
kuitenkaan voi olla olemassa! Saatu ristiriita osoittaa, ettd H ei voi olla re-
kursiivinen. [

= Seuraus: Kieli
H = {cpyw | M ei pysihdy syStteelld z}

el ole rekursiivisesti lueteltava.
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6.6.2 Sama tulos Pascalilla

Turingin koneiden ja “tavallisten” ohjelmien vastaavuus:

Turingin kone -formalismi ~ ohjelmointikieli
Turingin kone ~ ohjelma
Turingin koneen koodi ~ konekieliesitys
Universaalikone ~ konekielen tulkki

e Koska mikd tahansa Turingin kone voidaan toteuttaa Pascal-ohjelmana ja
kiddntden, siirtyvat Turingin koneita koskevat ratkeavuus- ja ratkeamatto-
muustulokset vilittomésti koskemaan myos Pascal-ohjelmia.

e Esimerkiksi pysdhtymisongelman Pascal-tulkinta on: “Ei ole olemassa totaa-
lista Pascal-ohjelmaa, joka ratkaisisi, pysdhtyyké annettu Pascal-ohjelma P
annetulla syotteelld w”.

Pysdhtymisongelman ratkeamattomuustodistus suoraan Pascalilla:
Oletetaan, ettéd voitaisiin kirjoittaa totaalinen Pascal-funktio

function H(p,w : text) : Boolean,

joka saa arvon true, jos merkkijonoparametrin p esittdma proseduuri pysihtyy syo6t-
teelld w, ja false muuten.

Kirjoitetaan tdméan perusteella Pascal-proseduuri H:

procedure H(p : text);
function H(p,w : text) : Boolean;
begin {Funktion H runko}

end;
begin {Pidohjelma}

if H(p,p) then while true do;
end.

Merkitiisin proseduurin H ohjelmatekstia h:lla ja tarkastellaan proseduurin H las-
kentaa omalla kuvauksellaan.

Saadaan ristiriita:
H(h) pysihtyy < H(h,h) = false

h,
& H(h) ei pysihdy.
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Ristiriidasta seuraa, ettd oletettua totaalista pysdhtymisentestausohjelmaa H ei voi
olla olemassa.

6.6.3 Semanttisten ominaisuuksien ratkeamattomuus

e Turingin koneen M semanttinen ominaisuus ~ mikd tahansa sellainen omi-
naisuus S, joka riippuu vain koneen M tunnistamasta kielesté, ei sen syntak-
tisesta rakenteesta. (joskus puhutaan myos funktionaalisista ominaisuuksista,
miké viittaa koneen toimintaan)

e tarkkaan ottaen semanttinen ominaisuus & on miki tahansa kokoelma rekur-
siivisesti lueteltavia aakkoston {0,1} kielid ja koneella M on ominaisuus S,
jos L(M) € S.

e Esimerkkejd semanttisista ominaisuuksista:

— “M hyviksyy tyhjan syotejonon”
— “M hyviksyy jonkin syotejonon”
— “M hyviksyy ddrettomin monta merkkijonoa”

— “M:n tunnistama kieli on sddnnéllinen” jne.

e Jos kahdella Turingin koneella M; ja M, on L(M;) = L(My), niin koneilla M;
ja M5 on tdsmailleen samat semanttiset ominaisuudet.

e Ominaisuus S on ratkeava, jos annetusta Turingin koneen koodista voidaan
algoritmisesti paatelld, onko koneella kysytty semanttinen ominaisuus.

e ts. jos joukko
codes(S) = {c| L(M,) € S}
on rekursiivinen.
o Triviaalit ominaisuudet ovat ominaisuus Sy, jota ei ole millaén koneella ja

ominaisuus Sgg, joka on kaikilla koneilla.

Ricen lause: Kaikki Turingin koneiden epétriviaalit semanttiset ominaisuudet ovat
ratkeamattomia.

*Todistus.

e Olkoon S mielivaltainen epétriviaali semanttinen ominaisuus.
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e Voidaan olettaa, ettd () ¢ S: toisin sanoen, ettd tyhjin joukon tunnistavilla
Turingin koneilla ei ole tarkasteltavaa ominaisuutta. (Tamé& ei merkitse oleel-
lista rajoitusta, silli jos ) € S, voidaan seuraavaa todistusta kiyttien osoittaa,
ettd ominaisuus S = RE — S on ratkeamaton, ja paitelld edelleen tisti, etti
my0s ominaisuus S on ratkeamaton.)

e Koska S on epitriviaali, on olemassa jokin Turingin kone M, jolla on omi-
naisuus § — jolla siis L(M,) # 0 € S.

e Olkoon Mgxcopg Turingin kone, joka muodostaa syotteend annetusta, muotoa
ey w olevasta merkkijonosta, seuraavanlaisen Turingin koneen M™ koodin (jos
syote ei ole vaadittua muotoa, Mgxcopg péadtyy hylkddvadan lopputilaan):

e S e

N

Kuva 6.6: Turingin koneen M® rakenne (Ricen lause).

e Syotteelld x kone M™ toimii ensin kuten M syotteelld w. Jos M hyviksyy w:n,
M™ toimii kuten kone M4 syotteelld z. Jos M hylkda w:n, myos M™ hylkaa
z:n (kuva 6.6).

e Koneen M™ tunnistama kieli on siten:
wy | L(My), josw e L(M);
L(M™) = { 0, jos w ¢ L(M).
e Koska oletuksen mukaan L(M,) € S ja® ¢ S, on koneella M* ominaisuus S,
jos ja vain jos w € L(M).

e Vastaviite: ominaisuus S on ratkeava, ts. kielelld codes(S) on totaalinen tun-
nistajakone MZ.

e Tilloin saataisiin totaalinen tunnistajakone kielelle U yhdistdmélld koneet
Mexcope ja M2 kuvan mukaisesti. Selvisti kone M{ on totaalinen, jos MZ
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Kuva 6.7: Turingin koneen M rakenne (Ricen lause).

on, ja

cyw € L(MYE)
& cye € L(MY) = codes(S)
& L(MY)eS
& we L(M).

e Koska kieli U ei ole rekursiivinen, seuraa ristiriita, eli ominaisuus S ei voi olla
ratkeava. [

6.6.4 Muita ratkeamattomia ongelmia

e Predikaattikalkyylin ratkeamattomuus;
Church/Turing 1936

Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, onko annettu ensimmaéisen kertalu-
vun predikaattikalkyylin kaava ¢ validi (“loogisesti tosi”, todistuva predikaat-
tikalkyylin aksioomista). g

e “Hilbertin 10. ongelma”;
Matijasevitsh/Davis/Robinson/Putnam 1953-70

Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, onko annetulla kokonaislukukertoi-
misella polynomilla P(z1, ... , z,) kokonaislukunollakohtia (so. jonoja (my, . ..
Z"™, joilla P(my,... ,my,) = 0). Ongelma on ratkematon jo, kun muuttujien
lkm n = 15 tai polynomin aste deg(P) =4.

e Erdiden kielioppiongelmien ratkeavuus, kun annettuna on kieliopit G ja G’
Chomskyn hierarkian tietylta tasolta ¢ ja merkkijono w. Taulukossa R ~ “rat-
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keava”, E ~ “ei ratkeava”, T ~ “aina totta”.

Taso i:
Ongelma: onko 3 2 1 0
w € L(G)? R R R FE
L(G) = 0? R R E FE
L(G) =X*? R E E FE
L(G) = L(G")? R E E FE
L(G) C L(G")? R E E FE
L(G)N L(G") = 0? R E EF FE
L(@) sdénnollinen? T E E E
L(G)NL(G") tyyppia i? |T E T T
L(G) tyyppii i? T ET E

e Huom! Esim. jdsennysongelma w € L(G), kun kielioppi G on rajoittamaton,
on siis ratkeamaton ongelma. Samoin mielivaltaisen kieliopin kuvaaman kielen
saannollisyys ja erddt sulkeumaominaisuudet.

6.6.5 *Joitain hauskoja ratkeamattomia ongelmia
Busy Beaver

Busy Beaver-ongelmassa tehtévina on keksid n-tilainen standardimallinen Turingin
kone (jonka on siis joka askeleella siirryttéva joko oikealle tai vasemmalle — paikal-
laan ei saa pysyd), joka aloittaa toimintansa tyhjilla nauhalla ja on pysdhtyessiéin
kirjoittanut nauhalle mahdollisimman monta merkkii. Aakkostona voidaan kiyt-
tad mitd tahansa unaariaakkostoa, esim. ¥ = {a}, jolloin tehtévini on kirjoittaa
nauhalle mahdollisimman monta a-kirjainta. Vaihtoehtoisesti tehtdviana voi olla laa-
tia mahdollisimman hidas Turingin kone, joka siis suorittaa mahdollisimman monta
askelta ennen pysdhtymistddn. Kummassakin ongelmassa koneen téytyy kuitenkin
pysahtyd lopulta. Tilojen lukuméérain n ei lasketa mukaan lopputiloja.

Esimerkiksi 3-tilainen Busy Beaver -kone voi kirjoittaa 6 merkkié ja toimia 21 siir-
tymén ajan. Kuvassa kone, joka pysdahtyy 13 siirtymén jalkeen ja kirjoittaa maksi-
maalisen 6 merkkié:
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V1R

<L @ <L @ /1R

ViL

Busy Beaver -funktio f(n) = {z|n-tilainen kone kirjoittaa maksimissaan = merkkié
aloittaessaan tyhjiltd nauhalta} kasvaa tavattoman nopeasti. Esim. 6-tilaisen ko-
neen ennatys on 95,524,079 merkki ja kone pyorii parhaimmillaan 8,690,333,381,690,952
askeleen ajan. Funktiota ei kuitenkaan pysty laskemaan, joten tulokset on saatu ko-
keilemalla ja uusia ennétyksid on odotettavissa.

Post correspondence problem (PCP)

PCP-ongelman voi mallintaa dominopelini, jossa on kiytettivissa dédrellinen kokoel-
ma erilaisia dominonappuloita. Kunkin nappulan yla- ja alareunassa on merkkijono,
esim. [2] [2],[%], [%¢]. Kustakin nappulasta voi "taikoa” niin monta kopiota kuin
ikind haluaa. Tehtdvina on asettaa nappulat silla tavalla perdkkiin, ettad ala- ja yla-
reunaan muodostuu sama merkkijono. Esim. edellisen kokoelman nappuloilla eris

: ‘el [ b ircalf a 1[abe
ratkalsu OhSl [E][a][?] b [T]
Yleisesti ongelma on siis seuraava: Annettuna kokoelma P = [z—ll], [z—z N [z—’;], onko
olemassa sellaista indeksijonoa i, %, ..., i, €ttd s;, Siy-..8i, = titiy...ti, 7

6.7 *Ongelmien palautukset

Joskus ongelma voidaan palauttaa (redusoida) joksikin toiseksi tunnetuksi ongel-

maksi, jolloin voimme péaételld myos alkuperaisen ongelman ratkeavuuden /ratkeamattomuuden.
Ehtona kuitenkin on, ettd ongelman palautus on itsessdén ratkeava ongelma kaikilla

syotteilla (ts. se voidaan suorittaa totaalisella Turingin konella).

Idea:

1. Meilld on tuntematon kieli A ja tunnettu kieli B

2. Palautetaan A B:ksi palautusfunktiolla f siten, ettd x € A < f(z) € B
kaikilla z € X*.
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3. Nyt A on ratkeava, jos B on, A on osittain ratkeava, jos B on, ja A on
ratkeamaton, jos B on, kunhan palautusfunktio f on itsessidin ratkeava.

Mddritelmd: Turingin koneen M = (Q, X, T, 6, qo, ¢yes, Gno) laskema osittaiskuvaus (t.
-funktio)

fM XTI
madaritellaan:
ful@) u, jos (qo, z)F"(q, uav) jollakin ¢ € {Gyes; Gno}, av € I'*;
Tr) = M
M madrittelematon, muuten.

e Osittaisfunktio f : ¥* — A on osittaisrekursiivinen jos se voidaan laskea
jollakin Turingin koneella ja (kokonais-)rekursiivinen, jos se voidaan laskea
jollakin totaalisella Turingin koneella.

e Ekvivalentisti voitaisiin mééaritelld, ettd osittaisrekursiivifunktio f on rekur-
siivinen, jos sen arvo f(z) on mééritelty kaikilla z.

e Tarvitsemme siis rekursiivisen palautus funktion
Madritelmd: Formaali kieli A C ¥* voidaan palauttaa rekursiivisesti kieleen B C T,
merkitdin
A<, B,
jos on olemassa rekursiivinen funktio f : ¥* — I'*, jolla on ominaisuus:
r€A & f(x)e B, kaikillaz e X*.
e Huom! Palautusketju voi olla pitkikin, silld rekursiivinen palautusrelaatio on
transitiivinen, ts. jos A <,, B ja B <,,, C, niin A <,,, C..

e Voisimme siis palauttaa A:n B:ksi, B:n C:ksi, C:n D:ksi, jne. kunnes vastaan
tulee tuttu kieli.

e Jos A <,, B ja B on rekursiivisesti numeroituva, on A:kin rekursiivisesti
numeroituva.

e Jos A <,, B ja B on rekursiivinen, on A:kin rekursiivinen.
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Kaksi kieltd A ja B ovat keskendin isomorfiset, jos ne on madritelty samassa
aakkostossa ¥ ja rekursiivinen palautusfunktio on bijektio ts. voimme suorit-
taa palautuksen kumpaankin suuntaan.

Formaalisti:

Madritelmad: Kielet A, B C {0,1}* ovat rekursiivisesti isomorfisia, jos on ole-
massa rekursiivinen bijektio f : {0,1}* — {0, 1}* (t4ll6in my6s kéédnteisfunktio
! on vilttadmaitta rekursiivinen), jolla

r€A & f(r)e B, kaikillazeX*.

Rekursiivisesti numeroituvaa kieltd A sanotaan RFE-taydelliseksi, jos mika ta-
hansa luokan RE kieli voidaan rekursiivisesti palauttaa A:han.

Formaalisti:

Kieli A C {0,1}* on RE-tdydellinen, jos

(i) A € RE ja

(ii) B <, A kaikilla B € RE.

esimerkiksi universaalikieli U on RE-tdydellinen.

Todistus. Tiedetddn, ettd U € RE. Olkoon B = L(Mpg) mielivaltainen luokan
RE kieli. Télloin B voidaan palauttaa U:hun funktiolla f(z) = cp,z. Taméa
funktio on selvisti rekursiivinen, ja silld on ominaisuus

r€B=LMp) & f(x)=cuzzelU. QO

Ricen lauseesta seuraa, ettd mm. kaikki ongelmat, joissa yritetdin tehda jotain
péadtelmid Turingin koneiden tunnistamista kielistd niiden koodien perusteella
ovat RE-taydellisia.

Yleensédkin ndyttdd olevan niin, ettd kaikki “luonnolliset” rekursiivisesti lue-
teltavat, ei-rekursiiviset kielet ovat RE-tdydellisia.

Teoreettisesti voidaan kuitenkin osoittaa, ettd [Post] Luokassa RE \ REC on
kielid, jotka eiviat ole RE-taydellisid.

Huom! Kaikki RE-tédydelliset kielet ovat rekursiivisesti isomorfisia. (ts. ne voi-
daan palauttaa toisikseen)
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6.8 Yhteenveto

viimeisella luennolla...

Ratkeamattomat ongelmat

ei ole olemassa edes hyvaksyvassa tapauksessa X . .
Universaalikielen komplenmentt:i

pysahtyvaa Turingin konetta . X
kone—syote—parit, missa kone ei hvaksy syotetta

Rekursiivisesti numeroituvat kielet

tunnistus: Turingin kone, joka pysahtyy ainakin

hyvaksyvassa —tapauksessa

Rekursiiviset kielet

tunnistus: totaalinen Turingin kone

Universaalikieli:

~_  kone-syote—parit, missa

N . kone hyvaksyy syotteen

AN tunnistus:

Kontekstiset kielet

tunnistus: Turingin kone, jonka tyotila lineaarisesti
rajoitettu

N
‘. universaalikone

Kontekstittomat kielet
tunnistus:
epideterministinen

pinoautomaatti

{dibld 1>=0 )

(bl | = tai j=k

kielet, joilla on yksiselitteinen
kontekstiton kielioppi

deterministiset
kontekstittomat kielet

tunnistus: deterministinen
pinoautomaatti

Saidnnolliset kielet
=lineaariset kielet
tunnistus:
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6.9 *Laskennan vaativuudesta

Tietojenkésittelijille ei riitd tieto, onko ongelma ratkeava, vaan hidn haluaa myos
tietdd, kuinka vaativa se on. Chomskyn kielihierarkian luokat antavat yleiskuvan
siitd, kuinka vaikea ongelma on. Jos joku ongelma ratkeaa &irelliselld automaa-
tilla ja toinen vaatii Turingin koneen, on ensimmaéinen jossain mielessd helpompi
ongelma. Mutta entéd jos ensimméiinen ongelma vaatii ddrellisen automaatin, jonka
tilojen lukumé&ira on eksponentiaalisesti suurempi kuin toisen ongelman ratkaise-
van Turingin koneen? En#é ensimmaéisen ongelman yksinkertaisuus ei olekaan niin
itsestddnselvaa.

Miten sitten voisimme verrata ongelmien vaativuutta objektiivisesti? Enté jos ver-
taisimme ratkaisevien ohjelmien koodeja tai pseudokoodialgoritmeja? Kumpikaan
néistd ei kuitenkaan tdysin paljasta ongelman todellista vaativuutta, vaikka kéy-
tdnnon ohjelmointitilanteissa niiden arviointi riittdd hyvin. Ohjelma voi "piilottaa”
yhteen askeleeseen hyvinkin vaihtelevan méirdn operaatioita, eikd esim. assembler-
ja Pascal-koodin askelien vertailu anna jarkevad tulosta.

Onneksi kaikki ratkeavat ongelmat voidaan kuitenkin esittda Turingin koneina! Oli-
pa kyseessd adrelliselld tai pinoautomaatilla ratkeava ongelma, voimme aina kon-
struoida myos Turingin koneen, joka ratkaisee ongelman, ja vertailla Turingin ko-
neiden aikavaativuuksia. Tastad syystd Turingin koneet ovat hyvin térkeitd, kun ha-
luamme tietdd ongelman todellisen aikavaativuuden, riipumatta siitd, milla kielell&
tai laitteistolla se tullaan todellisuudessa toteuttamaan (tai jos haluamme tietéa,
kannattaako sitd ryhtyé lainkaan toteuttamaan).

Turingin koneen aika- ja tilavaativuus saadaan sen kiyttdmien askelten ja tyonauhan
solujen lukumé&dristd. Sanotaan, ettd kone M hyviksyy kielen L ajassa T'(n), jos
kaikilla x € L, missé |z| = n, M hyviksyy z:n O(T'(n)):114 askeleella. Samoin kone
M hyviksyy kielen L tilassa S(n), jos kaikilla x € L, |x| = n, M hyviksyy z:n
kiyttden O(S(n)):44 tyonauhan solua.

Huom! Epideterministinen Turingin kone voi ratkaista ongelman pienemmin aika-
ja tilavaatimuksin kuin deterministinen Turingin kone. Kaytdnnossa epadeterminis-
tiset koneet tdytyy ensin determinisoida, mutta teoreettisessa pohdiskelussa epé-
determinististen Turingin koneiden vaativuusanalyysi voi olla hyvinkin valaisevaa.
Esimerkiksi vaativuusluokan N P mééaritelméa perustuu tdhéan: luokan NP ongelmat
kyetddn ratkaisemaan polynomisessa ajassa epadeterministiselld Turingin koneella.
Selvisti luokka P (ongelmat, jotka voidaan ratkaista polynomisessa ajassa determi-
nistiselld Turingin koneella) siséltyy luokkaan NP (P C NP), mutta emme tiedé,
piteekd sama toisinpdin, ts. onko NP C NP? Tamid P = N P-ongelma on ehki
tarkein tietojenkasittelijoita kiusaavista avoimista ongelmista.
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Kaytannossd merkittdvimpid luokan NP ongelmista ovat ns. NP-taydelliset ongel-
mat (NP-complete problems), jotka ovat erdénlaisia arkkityyppiongelmia luokassa
NP. Miki tahansa luokan NP ongelmista voidaan néet palauttaa polynomisessa
ajassa NP-tdydelliseksi ongelmaksi. Toisin sanoen, jos yksikin NP-tdydellinen on-
gelma pystyttiisiin ratkaisemaan polynomisessa ajassa, niin kaikki muutkin luokan
NP ongelmat ratkeaisivat polynomisessa ajassa. Téstd seuraa, ettd uusi ongelma
voidaan osoittaa NP-tdydelliseksi varsin helposti: riittdi osoittaa, ettd se kuuluu
luokkaan NP ja ettd jokin N P-tdydelliseksi tunnettu ongelma voidaan palauttaa
sithen. T#ll6in myos kaikki muut luokan NP ongelmat seuraavat periissi. °

Nimitystd NP-kova ongelma (NP-hard problem) kdytetaan sellaisesta ongelmasta,
joka myo6s “kattaa” kaikki luokan NP ongelmat, ts. mikd tahansa luokan NP on-
gelma voidaan muuntaa polynomisessa ajassa kyseiseksi ongelmaksi. Emme kuiten-
kaan tiedd, kuuluuko NP-kova itse luokkaan NP (se on siis niin "kova” ongelma,
ettd kukaan ei ole keksinyt sille epddeterminististd, polynomisessa ajassa toimivaa
Turingin konetta). Mikéli joku ongelma havaitaan NP-kovaksi, voi hyvin suurella
todennikoisyydelld arvata sen olevan eksponentiaalista tai vieldkin pahempaa aika-
vaativuusluokkaa.

5 Ainut ongelma on todistaa muulla tapaa, etti se ensimméinen ongelma on N P-tiydellinen.
Onneksi meilld on Cookin teoreema, joka todistaa ns. SAT-ongelman

SAT = {F|F on toteutuva lausekalkyylin kaava}

NP-taydelliseksi, ja jatkossa voimme nojata tdhin tulokseen.



