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e Selvisti tdmé systemaattinen koneen M laskentojen lépikédynti johtaa koneen
M hyviksymaéén syotejonon, jos ja vain jos koneella M on syGtteen hyviksyvi
laskenta. Jos hyviksyvia laskentaa ei ole, kone M ei pysihdy. [
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Kuva 5.12: Epadeterministisen Turingin koneen simulointi deterministisella

5.4 Rajoittamattomat ja kontekstiset kieliopit

Rajoittamattomat kieliopit (unrestricted grammars) eli yleiset
muunnossysteemit (string rewriting systems)

e yleistetddn kontekstittomia kielioppeja sallimalla produktiossa yhden vilik-
keen sijaan minki tahansa vilikkeistd ja péatteistd koostuvan merkkijonon
korvaaminen toisella (mahd. tyhjalla merkkijonolla)

e esim. aB — BC|d ja a — Ble ovat nyt sallittuja sdéntojd, mutta e — A ei
ole.

e s4annot siis muotoa w — w', missi w,w’ € V* (V koko aakkosto) ja w # €

e Tarked tulos: Kieli voidaan tuottaa rajoittamattomalla kieliopilla jos
ja vain jos se voidaan tunnistaa Turingin koneella.

Mdaritelmd: Rajoittamaton kielioppi on nelikko
G=(V,%,P2S),

missa



5.4. RAJOITTAMATTOMAT JA KONTEKSTISET KIELIOPIT 153

e VV on kieliopin aakkosto;

e > C V on kieliopin pddtemerkkien joukko; N = V — ¥ on wvdlikemerkkien t.
-symbolien joukko;

e P C VT xV* on kieliopin sadntdjen t. produktioiden joukko (V* = V* —{e});

e S € N on kieliopin ldhtosymbols.

Produktiota (w,w’) € P merkitaén tavallisesti w — w'.

e Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa suoraan merkkijonon ' € V* kieliopissa
G, merkitdan

!

=
W’GW’

jos voidaan kirjoittaa v = awpf, v = aw'f (o, B0 € V*, w € V1), ja
kieliopissa on produktio w — w'.

e Jos kielioppi G on yhteydesté selvi, merkitdsan yksinkertaisesti v = +'.

e Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa merkkijonon +' € V* kieliopissa G,
merkitdin

*x _ [

=
’YG’Y

jos on olemassa jono V:n merkkijonoja vy, v1,-.. ,vn (n > 0), siten ettd

!

Y /YOG,YIG G/Yn Y

Jélleen, jos G on yhteydesté selvd, merkitddn yksinkertaisesti v =* /.

Merkkijono v € V* on kieliopin G lausejohdos, jos on S=G>*fy.

Pelkistain pasdtemerkeistda koostuva G:n lausejohdos x € ¥* on G:n lause.

Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli L(G) koostuu G:n lauseista, s.o.:

L(G) = {z € ¥ | $="a}.
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Esimerkki: rajoittamaton kielioppi ei-kontekstittomalle kielelle {a*b*c* | k > 0}.

S
T
BA
CB
CA
LA
aA
aB
bB
bC
cC

Esimerkiksi lauseen aabbcc johto:

S =
LAABCBC
aaBBCC
aabbecC

L4l
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LT = LABCT =

L4l

LT |e
ABCT | ABC
AB

BC

AC
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ab

bb

bc

CC.

LABCABC =
LAABBCC =
aabBCC =

aabbec.

LABACBC
aABBCC
aabbCC

Lause: Jos formaali kieli L voidaan tuottaa rajoittamattomalla kieliopilla, se voidaan

tunnistaa Turingin koneella.

*Todistus:

Olkoon G = (V, %, P, S) kielen L tuottava rajoittamaton kielioppi. Muodostetaan
kielen L tunnistava kaksinauhainen epddeterministinen Turingin kone M seuraa-

vasti:

tamaan syétejonon muotoiseksi.

Nauhalla 1 kone siilyttda kopiota syotejonosta.

Nauhalla 2 on kullakin hetkelld jokin G:n lausejohdos, jota kone pyrkii muun-

Toimintansa aluksi Mg kirjoittaa kakkosnauhalle kieliopin 1ahtosymbolin S.

Koneen Mg laskenta koostuu vaiheista. Kussakin vaiheessa kone:



5.4. RAJOITTAMATTOMAT JA KONTEKSTISET KIELIOPIT 155

i) vie kakkosnauhan nauhapéiin epideterministisesti johonkin kohtaan nau-
J
halla;

(ii) valitsee epddeterministisesti jonkin G:n produktion, jota yrittda soveltaa
valittuun nauhankohtaan (produktiot on koodattu Mg:n siirtyméafunktioon);

(iii) jos produktion vasen puoli sopii yhteen nauhalla olevien merkkien kanssa,
Mg korvaa ao. merkit produktion oikean puolen merkeilld;

(iv) vaiheen lopuksi Mg vertaa ykkos- ja kakkosnauhan merkkijonoja toisiin-
sa: jos jonot ovat samat, kone siirtyy hyviksyvaian lopputilaan ja pysdhtyy,
muuten aloittaa uuden vaiheen (kohta (i)). —

Lause: Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa Turingin koneella, se voidaan tuottaa
rajoittamattomalla kieliopilla.

*Todistus. Olkoon M = (Q,%,T,6, o, ¢yes, gno) kielen L tunnistava standardimal-
linen Turingin kone. Muodostetaan kielen L tuottava rajoittamaton kielioppi Gy
seuraavasti.

Idea:

Kieliopin G vilikkeiksi otetaan (muiden muassa) kaikkia M:m tiloja ¢ € Q
edustavat symbolit.

Koneen M tilanne (g, uav) esitetdén merkkijonona [ugav.

M:n siirtyméafunktion perusteella Gjp:48n muodostetaan produktiot, joiden
ansiosta

[ugav] = [u'q'a'v'] joss (q,uav)k (¢',u'a'v’).
Gu M

Siten M hyviksyy syotteen z, jos ja vain jos
[qoz] =" [U‘Jyesv]
Gy
joillakin u,v € »*.
Kaikkiaan kielioppiin G, tulee kolme ryhméaé produktioita:

1. Produktiot, joilla ldhtésymbolista S voidaan tuottaa miki tahansa merkkijono
muotoa x[gox], missid x € X* ja [, qo, | ja ovat G :n vilikkeité.

2. Produktiot, joilla merkkijonosta [gox] voidaan tuottaa merkkijono [ugyesv], jos
ja vain jos M hyviksyy z:n.
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Kuva 5.13: Rajoittamattoman kieliopin tuottaman kielen tunnistaminen Turingin
koneella.

3. Produktiot, joilla muotoa [ugyesv] oleva merkkijono muutetaan tyhjaksi merk-
kijonoksi.

Kieleen L(M) kuuluvan merkkijonon z tuottaminen tapahtuu tilloin seuraavasti:

(1) (2) (3)
S =" z[gox] =" z[ugyesv] =" .

Téasmallisesti médritellddin G = (V, X, P, S), missi
V:FUQU{S,T, [,],EL,ER}U{AG ‘ a e E},

ja produktiot P muodostuvat seuraavista kolmesta ryhmaésta:

1. Alkutilanteen tuottaminen:

S —  Tqo]

T — €

T — aT A, (a € X)
Aa[qo - [qOAa (a € E)
A — DA, (a,b € X)
A — d] (a € X)
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2. M:n siirtymien simulointi (a,b € ', c € TU{[}) :

Stirtymit: Produktiot:
5(¢,a) = (¢',b,R) ga — bq
d(¢,a) = (¢,b,L) cqa — ¢'cb
6(¢,>) = (¢,> R) q — [d
6(¢,<) = (¢,b,R) q — b
g, <) = (¢,b,L) cql — q'ch]
g, <) = (¢,<,L) cql — q'c]

3. Lopputilanteen siivous:

Gyes — ELER

des[ - ER

aE;, — Ep (ael)
[EL — €

Era — Eg (ael)
ER] — €

O

Esim. Tarkastellaan seuraavaa kasvikielioppia, johon on lisitty 1ahtésymboli S ja

sille sddnot, jotta on saatu tavallinen rajoittamaton kielioppi. Kieliopin aakkosto on

V ={S,SIEMEN,SIRKKALEHDET, LEHDET,VARSI, NUPPU,PUNKUKKA,
SINKUKKA,PAIVA,YO}. (Huom! Koska tdmé& on kasvikielioppi, emme erotte-

le paite- ja vilikesymboleja — "jasennys” jatkuu ikuisesti, ellei koko populaatio satu
kuolemaan.)

S — SIEMEN PAIVA | SIEMEN YO

SIEMEN YO— SIRKKALEHDET YO

SRKKALEHDET PAIVA— LEHDET PAIVA| VARSI PAIVA
LEHDET PAIVA— VARSI PAIVA

VARSI PAIVA— NUPPU PAIVA| LEHDET PAIVA

NUPPU YO— PUNKUKKA YO| SINKUKKA YO
PUNKUKKA — SIEMEN | SIEMEN SIEMEN |e
SINKUKKA — SIEMEN | SIEMEN SIEMEN |e

PAIVA — YO

YO — PAIVA

Nyt lahtosymbolista S voidaan johtaa esim. seuraavat lausejohdokset:
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S = SIEMEN PAIVA=- STEMEN YO = SIRKKALEHDET YO = SIRKKALEH-
DET PAIVA = LEHDET PAIVA = VARSI PAIVA = NUPPU PAIVA = NUPPU
YO = PUNKUKKA YO = PUNKUKKA PAIVA = PUNKUKKA YO = SIE-
MEN SIEMEN YO = ...

Kontekstiset kieliopit (context-sensitive grammars)

e Rajoittamaton kielioppi on kontekstinen, jos sen kaikki produktiot ovat muo-
toaw — W', missé |w'| > |w|, tai mahdollisesti S — €, missd S on lahtésymboli.

e ts.lavennettaessa merkkijono voi vain kasvaa, ei koskaan pienentyé, paitsi 1dh-
tosymboli, joka saa tuottaa e:in, jos € kuuluu kieleen

e Lisiksi vaaditaan, ettd jos kieliopissa on produktio S — ¢, niin ldhtésymboli
S ei esiinny minkdan produktion oikealla puolella.

e Kontekstilliset kielet ovat siis rajoittamattomien kielten osaluokka!

e esim. siannot
tietojenkdsittelija — tietojenkdpistelijd, tieto — taito

SUBJ on PREDIKAT — SUBJ oli PREDIKAT|SUBJ on ollut PREDIK AT |

SUBJ oli ollut PREDIK AT

ovat kontekstillisia

e Formaali kieli L on kontekstinen, jos se voidaan tuottaa jollakin kontekstisella
kieliopilla.

e Normaalimuotolause: produktiot saadaan muotoon S — € ja aAf — awf,
missid A on vilike ja w # e. (Sdannén A — w sovellus “kontekstissa” « _ 3.)

e esim. PAIVA SIEMEN — PAIVA SIRKKALEHTI, PAIVA — YO:
nyt sdidntod SIEMEN — SIRKKALFEHTI saa soveltaa vain kontekstissa
PAIV A_e (vain a muodostaa siis kontekstin ja 4 puuttuu)

Lause: Formaali kieli L on kontekstinen, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa epide-
terministiselld Turingin koneella, joka ei tarvitse enempéa tyotilaa kuin syotejonon
pituuden verran — siis koneella, jolla ei ole muotoa (g, <) = (¢, b, A) olevia siir-
tymid, missd b # ‘<’.

Todistusidea: kontekstillisen kieliopin mukaisessa jédsennyksessd 1dhtosymboli voi
vain kasvaa joka jasennysaskeleella, joten jos ldhdetddn merkkijonosta kohti lah-
tosymbolia, voi symbolijono vain pienentyé joka jasennysaskeleella. [
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e Lauseen koneita sanotaan lineaarisesti rajoitetuiksi automaateikss.

e Lineaarisesti rajoitetut automaatit tunnistavat siis tasmaélleen kontekstilliset
kielet.

e Avoin ongelma (“LBA = DLBA”): onko lauseessa vaadittu epiddeterminismi
valttdmatonta vai riittaisikd deterministinen kone?

Esimerkki Tiedimme, etti kielen L = {a*b¥cF | & > 0} voi tunnistaa sydtteen vaa-
timassa tilassa (muutetaan merkkejd A:ksi, B:ksi ja C:ksi yksi kerrallaan), joten se
on kontekstillinen. Voidaan antaa seuraava kielen kuvaava kontekstillinen kielioppi:

S — Sle
S — aSBclabe
c¢B — Bce
bB — bb

Esim. merkkijonon aaabbbcce johto:
S = aSBc = aaSBcBc = aaabcBcBc = aaabBccBe = aaabbccBe =
aaabbcBcec = aaabbBcce = aaabbbece



