Luku 6

Ratkeavuus ja ratkeamattomuus

eli Rekursiiviset, Rekursiivisesti lueteltavat ja kieli-
luokkien ulkopuolelle jaavit kielet

Palautetaan vield mieliin seuraavat kasitteet:

e Turingin kone M = (Q, %, T, 8, go, Gyes, ¢no) On totaalinen, jos se pyséhtyy kai-
killa syotteilld

e Formaali kieli A on rekursiivisesti lueteltava, jos se voidaan tunnistaa jollakin
Turingin koneella, ja

e rekursitvinen, jos se voidaan tunnistaa jollakin totaalisella Turingin koneella.

e Piitosongelma m on ratkeava, jos sité vastaava formaali kieli A, on rekursii-
vinen, ja

e paitdsongelma on osittain ratkeava, jos A, on rekursiivisesti lueteltava.

e Ongelma, joka ei ole ratkeava, on ratkeamaton. (Huom.: ratkeamaton ongelma
voi siis olla osittain ratkeava.)
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Analogia:

Oletetaan ettd universumi on #dédreton ja siind on ddrettdmén monta tidhted. Ku-
vitellaan, ettéd sinulla olisi dareton tietokanta, joka sisdltdd tiedot kaikkien tdhtien
koordinaateista. Olet kiinnostunut tdhtien naapureista, jotka olet maaritellyt seu-
raavasti:

Téahdet A ja B ovat naapureita, jos A:n ja B:n etidisyys on alle R valovuotta eli
A(A,B) <R.

Tarkastellaan seuraavia ongelmia:

i) Onko Koirantihti Kissantdhden naapuri? Kissantdhden kordinaatit ovat (x,y, 2)
ja Koirantihden koordinaatit (r, s, t). Nyt lasketaan vain etiisyys

V(@ —1)2+ (y — )2 + (z — t)? eli ongelma on selviisti ratkeava. (Vastaava “kieli”
olisi

Liissa = {x|z on tdhden koodi ja z on Kissantdhden naapuri}. Ongelma palautuu
siis “kielentunnistusongelmaksi” Koirantéhti € Lgssq?)

ii) Onko Kanintéhdelld yhtaan naapuria? Olk. Kanintdhden koordinaatit (z,y, z).
Nyt kidytavd pahimmassa tapauksessa koko tietokanta lapi. Kuitenkin jos Kanin-
tdhdelld on naapuri, esim. tietokannan i:s tdhti, 16ytyy se siis darellisessd ajas-
sa (imnnelld aikaskeleella). Sen sijaan emme saa koskaan varmuutta, mikili Ka-
nintdhdelld ei ole naapuria. Ongelma ratkeaa siis vain "Kylld”-tapauksessa, mut-
ta el "Ei”-tapauksessa ja on siis osittain ratkeava. (Haluamme siis ratkaista "kieltd”
Liani = {z|z on tdhden koodi ja  on Kanintdhden naapuri} koskevan ongelman

LKam' 7é w?)

iii) Onko Kanintdhti yksindinen t&hti? Téméan ongelman "Kylld”-vastaus on sama
kuin edellisen ongelman "Ei”-vastaus eli ratkeamaton. Meidan taytyisi tarkistaa kaik-
ki tietokannan tidhdet, joita on ddrettoman monta, eli laskenta ei padty koskaan.
(Haluamme siis tietdé, onko Lxqn = 07)

Téaysin ratkeamattomia ongelmia ei ole endd luokiteltu laskennallisen vaikeuten-

sa perusteella, vaikka voisi ajatella, ettd seuraava ongelma olisi vieldkin vaikeampi:

Luettele kaikki universumin yksinéiset tahdet. ("Kielen&” Ly, = {z|z on tdhden koodi ja L, =
0}, missd L, sisiltdd z:n kaikki naapurit.)
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6.1 Ratkeavat ongelmat eli rekursiivinen kieli

Jos ratkeavasta ongelmasta muodostetaan komplementtiongelma tai kahdesta rat-
keavasta ongelmasta muodostetaan yhdiste tai leikkaus, on tulosongelma edelleen
ratkeava. Ts. rekursiivisille kielille pitevit seuraavat sulkeumaominaisuudet:

Lause: Olkoot A, B C ¥* rekursiivisia. Talloin myo6s
i)A=%"— A,

ii) AUB ja

iii) AN B

ovat rekursiivisia.

Todistus.

(i)Olkoon M, totaalinen Turingin kone, joka tunnistaa kielen A (ts. L(Ma) = A).
Kielen A tunnistava totaalinen Turingin kone saadaan vaihtamalla M 4:n hyviksyvi
ja hylkiavé lopputila keskenédin.

Kuva 6.1: Rekursiivisen kielen komplementin tunnistaminen Turingin koneella.

(i1)Olkoot M4 ja Mp totaaliset Turingin koneet, jotka tunnistavat kielet A ja B (ts.
L(M,) = A, L(Mg) = B). Kielen A U B tunnistava totaalinen Turingin kone M
saadaan yhdistamalla M, ja Mp toimimaan perakkiin: jos M4 hyviksyy syotteen,
myo6s M hyviksyy; jos M4 paatyy hylkddmiseen, M kokeillaan vield Mp:ta.

Huom! Tata varten My:n jatettava pysdhtyessdd nauhalle alkuperdinen sy6tejono
koskemattomana (ja siivottava omat jélkensi).

(iii) AN B:lle saadaan totaalinen tunnistajakone de Morganin avulla: ANB = AU B.
Ts. muodostetaan ensin komplementtikoneet M ja Mg, yhdistetddn ne koneeksi
M7 ja muodostetaan vield tdmén komplementtikone M==. 0O

(Tehtéva: Piirrd kone M=—=!)
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Kuva 6.2: Kahden rekursiivisen kielen yhdisteen tunnistaminen Turingin koneella.

6.2 Osittain ratkeavat ongelmat eli rekursiivisesti
numeroituva kieli

Jos meilld on Turingin koneet (jotka pysahtyviat "Kylla”-tapauksessa, mutta eivéit
valttdméatta "Ei’-tapauksessa) My ja Mp, niin voimme muodostaa myos niiden
yhdiste- ja leikkauskoneet Maup ja Mang. Ts. rekursiivisesti numeroituville kie-
lille patevit seuraavat sulkeumaominaisuudet:

Lause: Olkoot A, B C ¥* rekursiivisesti lueteltavia. Talloin myés AU B ja AN B
ovat rekursiivisesti lueteltavia.

Todistus: H'T. O

Huom! Rekursiivisesti numeroituville kielille ei pide, ettd komplementtikieli olisi
(valttaméattd) rekursiivisesti lueteltava! Ts. jos meilld on Turingin kone My, jo-
ka tunnistaa kielen A ja pysdhtyy "Kylla’-tapauksessa, mutta ei vilttamatta "Ei’-
tapauksessa, niin emme voi muodostaa konetta M, joka pysahtyisi "Kylla”-tapauksessa
kaikilla syotteilla. Miksi?

Seuraava térked tulos antaa meille keinon tunnistaa, milloin ongelma on ratkeava:

Lause: Kieli A C ¥* on rekursiivinen, jos ja vain jos kielet A ja A ovat rekursiivisesti
lueteltavia.

Todistus. ”=": seuraa lauseesta 6.1(i).

"< Olkoot My ja Mj; Turingin koneet kielten A ja A tunnistamiseen. Kaikil-
la z € ¥* joko My tai My pysdhtyy ja hyviaksyy x:n. Muodostetaan M, ja Mz
“rinnakkain” yhdistadmalld totaalinen kaksinauhainen tunnistajakone M: M simuloi
ykkosnauhallaan konetta M4 ja kakkosnauhallaan konetta M 4. Jos ykkossimulaatio
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pysdhtyy hyviksyvaan lopputilaan, M hyviksyy syotteen; jos taas kakkossimulaatio
hyvaksyy, M hylkdi syotteen. [

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Kuva 6.3: Totaalisen Turingin koneen muodostaminen kahdesta rinnakkain toimi-
vasta koneesta.

Huom! Voidaan toteuttaa 2-nauhaisena koneena, joka rinnakkaisesti simuloi toisella
nauhallaan M 4:n ja toisella Mp:n laskentaa. Jos M, pysidhtyy hyviksyviadn tilaan,
niin M hyviksyy syOtteen, jos taas Mp hyviksyy syotteen, niin M hylkii sen.

= Seuraus: Jos A C ¥* on rekursiivisesti lueteltava kieli, joka ei ole rekursiivinen,
niin kieli A ei ole rekursiivisesti lueteltava (ts. ongelma on tiysin ratkeamaton)!.

6.3 Ratkeamattomuus

Cantorin diagonaaliargumentin perusteella tiedimme, ettd on olemassa ratkeamat-
tomia ongelmia. Turingin koneiden avulla péattely olisi seuraava:

1) Turingin koneet ovat dérellisia

2) Siispd voimme luetella kaikki Turingin koneet (ts. Turingin koneiden joukko on
numeroituvasti ddreton)

3) Kaikkien ongelmian joukko ei voi olla numeroituva (Diag. arg.: kaikkien paato-
songelmien ts. kielentunnistusongelmien joukko on ylinumeroituva.)

= On olemassa onmgelmia, joille ei ole olemassa ratkaisevaa Turingin konetta (eikd
siis mitdén muutakaan laskennallista ratkaisua Churchin-Turingin teesin mukaan).
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e Haluamme konkreettisen esimerkin tdysin ratkeamattomasta ongelmasta

e Rajoittamattomille kielille ei ole olemassa omaa Pumppauslemmaa, mutta
voimme silti kiyttdd diagonalisaatioargumenttia (Valehtelijan paradoksia) sel-
laisen konstruoimiseksi.

e Idea:

1. Tehddédn vastaviite, ettd Turingin koneet kykenevit ratkaisemaan mita
tahansa — siis my0s itseddn koskevia kysymyksia.

2. Muodostetaan Turingin kone, joka pysdhtyy, jos ei pysidhdy, ja ei pysdhdy,
jos pysahtyy.
3. Saadaan RR. eli oletus ei péde.

e Ensin taytyy méaritelld Turingin kone, joka kykenee tutkimaan Turingin ko-
neiden ominaisuuksia (ts. tulkitsee TM:ien "koodeja” ja "ajaa” niitd). Téllaista
Turingin konetta kutsutaan universaalikoneeksz.

6.4 Universaalikone ja universaalikieli

e Universaalikone

— saa syotteenddn koneen M koodin ja tdmén syotteen w
— pysahtyy vain jos M pysdhtyy syotteelld w

— tulostaa saman, mitd M tulostaa syotteelld w
o Keksittivi tapa koodata Turingin koneita siten, etté

— voimme esittdd minka tahansa TM:n darellisen aakkoston koodina

— universaalikone kykenee purkamaan koodin

e riittdd koodata TM:n siirtyméfunktio — se kuvaa koneen toiminnan (ei edes
haittaa, vaikka tilat nimettéisiin uudelleen)!

6.4.1 Turingin koneen koodaus kokonaislukuna (bittijonona)

Tarkastellaan standardimallista Turingin konetta M = (Q, X, T, 6, go, @yes, Gno), jonka
syoteaakkosto on ¥ = {0, 1}.

Olk. @ = {q0,q1,--- ,qn}, MiSSE yes = gn—1 ja Gno = Gn-
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Fu{><}={ap,a1,...,an}, missi aqg =0, a; = 1, ap = > ja ag = <.
Merk. Ag = L ja Ay = R.

Madritelldan kaikille néille omat koodit, jotta padstddn koodaamaan siirtyméfunk-
tiota.

Kooditaulu:
9 0
q1 00
Q2 000
Tilat
Gn—1 = Qyes 0"
dn = Qno 0n+1
0 0
1 00
> 000
Merkit < 0000
FTu{><}|as 00000 = 0°
as 06
A, bm—|—1
Suunnat L 0
R 00

Jokainen siirtyméafunktion ¢ arvoista voidaan nyt koodata seuraavasti:

Saannoén 6(g;, a;) = (¢r, as, A¢) koodi on

Cij — Oi+1 10j+1 10T+1 105+1 10t+1 ]

ts. ¢;; = 1(¢g;:n koodi)1(a;:n koodi)1(g,:n koodi)1(as:n koodi)1(Asm koodi)

Koko koneen M koodi saadaan yhdistamalla kaikkien siirtyméfunktion arvojen koo-
dit yhdeksi bindirijonoksi, kiyttden erotinmerkkeind 11:ta ja lisdksi kodin alkuun
ja lopuun jonot 111.

Koneen M koodi on siis
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Cpy = 111000110011]_. . -]-100m1]-610]-1- . 1]-Clm11
- Alepgoll.. 1lcy_om111.
Esim kielen {0% | £ > 0} tunistava kone: tunnistavan koneen koodi olisi:

¢y = 1110101001010011 01001000010010011 . ..
J(QO70):(Q170’R) 6(‘1011):(QS’17R)

0/0,R

/\
E—
0/0,R I
</<,L </<
1/1,R
1/1,R

O )

(g2) (g3)

Kuva 6.4: Kielen {0% | k£ > 0} tunnistava Turingin kone.

e Jokaista Turingin konetta M vastaa koodi ¢y,
e Jokaiseen bindarijonoon c voidaan liittd4 jokin Turingin kone M,.

e Huom! Binddrijonoihin, jotka eivit ole edellisen koodauksen mukaisia Turingin
koneiden koodeja, liitetdéin jokin triviaali, kaikki syotteet hylkddva (eli @ -
kielen tunnistava) kone M.

Madritellddn siis:
kone M, jolla cp; = ¢, jos ¢ on kelvollinen koodi;
M, =
kone M, muuten.
e = Saadaan luettelo kaikista aakkoston {0, 1} Turingin koneista, ja epdsuorasti

myo6s kaikista aakkoston {0, 1} rekursiivisesti lueteltavista kielist.

e Koneet ovat

M€7 MOaMlaMOOaM017 ey
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e vastaavat kielet ovat
L(M,), L(My), L(My), L(My), L(My), . ..
(indeksit kanonisessa jarjestyksessi).

e Huom! Kukin kieli voi esiintyd luettelossa monta kertaa (saman kielen voi
tunnistaa useilla koneilla).

6.4.2 Esimerkki ei-rekursiivisesti numeroutuvasta kielesta

Nyt voidaan muodostaa e-rekursiivisesti numeroituva kieli (ts. ratkeamaton ongel-
ma) diagonalisaatiotekniikalla:

Lemma: Kieli
D={ce{0,1}* | c¢ L(M.)}

el ole rekursiivisesti lueteltava.

Todistus. Oletetaan, ettéd olisi D = L(M) jollakin standardimallisella Turingin ko-
neella M. Olkoon d koneen M bindérikoodi, so. D = L(M,). Talléin on

deD & d¢ L(My) =D.

Ristiriidasta seuraa, ettd kieli D ei voi olla rekursiivisesti lueteltava.

o Kieltd D vastaava paiatosongelma: “Hylkddko annetun koodin c¢ esittdméa Tu-
ringin kone syotteen c?”

e Kielen D muodostaminen kuvallisesti: jos kielten L(M,), L(M), L(M,), ...
karakteristiset funktiot esitetdin taulukkona, niin kieli D poikkeaa kustakin
kielestd taulukon diagonaalilla:
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D
N | L(Me) L(Mo) L(M;) L(Myo)
€ 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0
1 0 0 1 1
00| 0 0 0 0

6.4.3 Universaalikielen ratkeamattomuus

e Aakkoston {0, 1} universaalikieli U méaaritelldén:

U={cyw|we L(M)}.

e Olkoon A jokin aakkoston {0,1} rekursiivisesti lueteltava kieli, ja olkoon M
kielen A tunnistava standardimallinen Turingin kone. T&ll6in on

A={we{0,1} | epyw € U}.

e Ts. universaalikieli sisaltda kaikki sellaiset konekoodi-sy6te-parien muodosta-
mat merkkijonot, missi kyseinen kone hyviksyy kyseisen syotteen.

e Siihen on siis tallennettu tieto kaikesta, mitd Turingin koneet voivat ratkaista!

e Myos kieli U on rekursiivisesti lueteltava. Kielen U tunnistavia Turingin ko-
neita sanotaan universaaletkst Turingin koneiksi.

e Sen sijaan U ei ole rekursiivinen (eikii sen komplementtikieli U siis rekursiivi-
sesti lueteltava)
= emme Vvoi tunnistaa tdysin ratkeamattomia ongelmia laskennallisesti!

Lause: Kieli U on rekursiivisesti lueteltava.

*Todistus.
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e Muodostetaan 3-nauhainen kone universaalikone My, joka tunnistaa kielen U

e Laskennan aluksi tarkastettava syote sijoitetaan koneen My ykkdsnauhan al-
kuun.

e Taman jilkeen kone toimii seuraavasti:

1. Aluksi My tarkastaa, ettd sy6te on muotoa cw, missd ¢ on kelvollinen
Turingin koneen koodi. Jos syote ei ole kelvollista muotoa, My hylkia sen;
muuten se kopioi merkkijonon w = ajasy...ar € {0,1}* kakkosnauhalle
muodossa

00010% 11022 %11 ... 10%t110000.

2. Jos syote on muotoa cw, missid ¢ = c;s jollakin koneella M, Mpy:n on
selvitettava, hyviksyisiko kone M syotteen w.

— tata varten My sailyttad ykkdsnauhalla M:n kuvausta c,
— kakkosnauhalla simuloi M:n nauhaa, ja

— kolmosnauhalla séilyttaéd tietoa M:n simuloidusta tilasta muodossa
g; ~ 0! (aluksi siis My kirjoittaa kolmosnauhalle tilan gy koodin
0).

3. Alkutoimien jalkeen My toimii vaiheittain, simuloiden kussakin vaiheessa
yhden koneen M siirtymén.

— aluksi My etsii ykkosnauhalta M:n kuvauksesta kohdan, joka vastaa
M:n simuloitua tilaa g; ja merkkid a;.

— Olkoon ykkosnauhalla oleva koodinkohta
0107t 107 10 10M .

Tallsin My korvaa kolmosnauhalla merkkijonon 0! merkkijonolla
0"*!, kakkosnauhalla merkkijonon 07+ merkkijonolla 0°*!, ja siirtii
kakkosnauhan nauhapééta yhden simuloidun merkin vasemmalle, jos
t = 0, ja oikealle, jos t = 1.

— Jos ykkosnauhalla ei ole yhtdan simuloituun tilaan g; liittyvaa koo-
dia, simuloitu kone M on tullut hyviksyvian tai hylkdavain loppu-
tilaan; talloin ¢ = k£ + 1 tai ¢ = k£ + 2, missd g on viimeinen ykkdos-
nauhalla kuvattu tila. Kone M siirtyy vastaavasti lopputilaan gyes
tal guo-



172 LUKU 6. RATKEAVUUS JA RATKEAMATTOMUUS

L%Q Mox 910 Move (P ME ©

Kuva 6.5: Diagonaalikielen D tunnistava kone Mp.

Lause: Kieli U ei ole rekursiivinen.
*Todistus. Oletetaan, ettd kielelld U olisi totaalinen tunnistajakone M. T#lléin

voitaisiin Lemman kielelle D muodostaa totaalinen tunnistajakone M seuraavasti:

e Olkoon Mok totaalinen Turingin kone, joka testaa, onko syGtteend annettu
merkkijono kelvollinen Turingin koneen koodi.

e Olkoon Mpyp totaalinen Turingin kone, joka muuntaa syétejonon ¢ muotoon
cc.

e Kone Mp muodostetaan koneista My, Mok ja Mpyp yhdistimilld kaavion
esittamalla tavalla.

Selvésti kone Mp on totaalinen, jos kone M, on, ja
ce L(Mp) & c¢ L(Mok) tai cc ¢ L(MY)

& c¢ L(M,)

& ceD.
Mutta lemman mukaan kieli D ei ole rekursiivinen; ristiriita. .
Seuraus: Kieli

U= {cww | w ¢ L(M)}

ei ole rekursiivisesti lueteltava.

Todistus. Kieli U on oleellisesti sama kuin universaalikielen U komplementti U,
tarkasti ottaen on U = UUERR, missd ERR on helposti tunnistettava rekursiivinen
kieli

ERR = {z € {0,1}* | z ei sisilld alkuosanaan

kelvollista Turingin koneen koodia}.
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Jos siis kieli U olisi rekursiivisesti lueteltava, olisi samoin my6s kieli U. Koska kieli
U on rekursiivisesti lueteltava, seuraisi tasta, ettd U on peréti rekursiivinen. Mutta
tamé on vastoin edellisen lauseen tulosta, mistd padtellddn, ettd kieli U ei voi olla
rekursiivisesti lueteltava.
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6.5 *Ekskursio: Ratkeavuus ja ratkeamattomuus ma-
tematiikassa

Monessa laskettavuutta ja laskennan vaativuutta koskevassa téirkedssd tuloksessa
meidén on kiittdminen matemaattikoja (mm. Godelid ja Churchia), joten pieni eks-
kursio matematiikkaan lienee paikallaan. Erityisesti Godelin epétéydellisyyslause
on suoraan sovellettavissa (universaali) Turingin koneita (mitd tahansa laskennan
mallia) koskevaksi. Valotetaan ensin kuitenkin hidmdirien termien rekursiivinen ja
rekursiivisesti numeroituva kieli alkuperaa.

6.5.1 Rekursiiviset ja rekursiivisesti numeroituvat joukot ma-
tematiikassa

Jos ongelman voi ratkaista primitiivirekursiivisella funktiolla, se on laskennallisesti
ratkeava ja voimme jopa antaa laskennan vaativuudelle yldrajan. Jos sen voi rat-
kaista vain rekursiivisella funktiolla, se ratkeaa laskennallisesti eli dérellisessé ajassa,
mutta emme voi antaa mitddn ylidrajaa sen vaativuudelle. Jos ongelma kuuluu re-
kursiivisesti numeroituviin kieliin, emme voi edes antaa ratkaisevaa laskennallista
funktiota, mutta kylldkin deklaratiivisen méaéritelmén, mitd vastauksen tulisi tayt-
tdd. Taman pohjalta voimme muodostaa ns. osittaisrekursiivisen funktion. Maari-
teltyd vastausta ei kuitenkaan voida laskea dérellisessé ajassa (kaikilla syotteilld).
Jos ongelma ei ole edes rekursiivisesti numeroituva, emme pysty antamaan edes
osittaisrekursiivista funktiota, joka laskisi vastauksen.

Rekursiiviset funktiot

Sanotaan, ettd joukko A C N on rekursiivinen, jos sen tunnistusongelma 74 (oi-
keammin joukon A karakteristinen funktio) on rekursiivinen funktio. Huom! Miki
tahansa merkkijono voidaan aina koodata luonnollisena lukuna eli kieli A on itse
asiassa Nin osajoukko.

Maaritellddn ensin primitiivirekursiiviset funktiot

Madritelmd: Primitiivirekursiivisten funktioden perhe on pienin funktioperhe luon-
nollisten lukujen joukossa (f : N — N), joka sisaltaa funktiot

Z(n) = 0 (nollafunktio)
S(n) = n+1 (seuraajafunktio)
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Pri"(x1,...,x,) = z; (projektiofunktio)

sekd néistd yhdistdmalld ja seuraavalla ns. rekursiosddnnolld saatavat funktiot.

Rekursiosddnto: Olkoon f n-paikkainen primitiivirekursiivinen funktio ja g n + 2-
paikkainen primitiivirekursiivinen funktio. T&lléin n + 1-paikkainen funktio h,

h(0,21, ..., Tp) = f(T1, ey Tn)
hy+ 1,21, ....xn) = g(y, h(x1, ooy Tp), T4,y ooy Tny)

on primitiivirekursiivinen.
Kun n = 0, niin A(0) = a (vakio) ja h(y + 1) = g(y, h(y)).

Esimerkiksi yhteenlasku, kertolasku, eksponenttifunktio, vakiofunktio ja luonnolli-
siin lukuihin rajoitettu vahennyslasku ovat primitiivirekursiivisia. Uusia primitiivi-
rekursiivisia funktioita saadaan myos rajoitetulla minimalisaatiolla, merk.

fly,z1, .y zn) = (uz < y)R(z, 21, ..., x,), jos

ienin z <y, jolle R(z, 1, ...,x,), jos tillainen z on olemassa, ja
fy,z1, . T) :{ b <Y, (2,71 o), i ;

0, muuten
missd R on prim.rek. relaatio.

Rekursiivisten funktioiden perhe méaaritellidn aivan samaan tapaan kuin primitii-
virekursiivisten funktioiden perhe, mutta sallimme rajoittamattoman minimalisaa-
tion. Merk. f(z1,...,2,) = pyR(y, 1, ..., ), jos

f(z1,...,x,) = pienin y, jolle R(y, 1, ..., Z,), jos tillainen y on olemassa.

Primitiivirekursiivisten ja rekursiivisten funktioiden ero on seuraava: jos f(x) on pri-
mitiivirekursiivinen, on f(n):n laskemiseen kuluva aika ennalta arvioitavissa. (Ts.
voimme antaa ratkaisevan Turingin koneen aikavaativuudelle yldrajan.) Jos funktio
on vain rekursiivinen, tiedimme vain, ettd f(n) on ratkeava, mutta emme tiedé,
montako laskenta-askelta ratkaisu vaatii (ts. vastaavan TM:n laskenta paattyy aa-
rellisessd ajassa, mutta emme voi antaa ennalta mitddn arviota, kauanko laskenta
tulee kestdmé&én.)

Esimerkiksi Ackermannin funktio A on rekursiivinen, mutta ei primitiivirekursiivi-
nen.

0,z) =z+1

A(
A(n+1,0) = A(n, 1)
An+1,z+1) = A(n,A(n + 1, 2))
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Ackermannin funktio on sikili kiintoisa, ettd kaikille primitiivirekursiivisille funk-
tioille f 16ytyy n, jolle f(z) < A(n,x) kaikilla z. Ja kun n ldhenee déreténti, antaa
Ackermannin funktio yldrajan (majorantin) myos kaikille rekursiivisille funktioille!
Toisin sanoen se antaa yldrajan minki tahansa ratkeavan ongelman aikavaativuu-
delle.

Rekursiivisesti numeroituvat joukot

Rekursiivisen kielen tunnistusongelma (kuuluuko sana z kieleen A) on rekursiivi-
nen eli algoritmisesti ratkeava, joskaan emme voi antaa laskennan aikavaativuudelle
mitadn ylirajaa.

Toisaalta jokainen epétyhja rekursiivinen kieli A (sen sisdltdmit sanat) voidaan
aina numeroida rekursiivisella funktiolla. M&aritellidn A:n sanoille numerointi: A =
{f(n)|n € N}, missé f(n) =n, jos ma(n) =1 ja ag, jos ma(n) =0 (ag € A)

[ n,  jos mu(n)=1ja
fn) = { ag, jos Wj(n) =0 (ap € A)

Mddritelmd: Joukko A C N on rekursiivisesti numeroituva, jos A = ) tai on olemassa
rekursiivinen funktio f : N — Ns.e. A= {f(n)|n € N}.

Kaikki rekursiiviset joukot ovat siis my0s rekursiivisesti numeroituvia. Rekursiivises-
ti numeroituvien joukkojen perhe on kuitenkin aidosti suurempi kuin rekursiivisten
eli on olemassa joukkoja (kielid), jotka ovat rekursiivisesti numeroituvia mutta eivit
rekursiivisia (Churchin lause).

Rekursiivisuuden ja rekursiivisen numeroituvuuden vilinen ero on se, ettd rekur-
siivisen funktion arvon voi aina laskea &direllisen monella laskenta-askeleella ja re-
kursiivisen joukon tunnistusongelma on siis ratkeava (ts. meilla on algoritmi, joka
ratkaisee sen). Sen sijaan, jos joukko on vain rekursiivisesti numeroituva, emme voi
médritelld mitddn funktiota, joka tunnistaisi sen koska funktion méaritelma itses-
saan edellyttda madriteltdvyyttd (voimme laskea funktion arvon kaikilla méaarit-
telyjoukon alkioilla). Voimme kylld antaa deklaratiivisen mééritelmén, mitd jokin
rekursiivisesti numeroituva joukko pitda sisdllddn ja kuvata téallaisia kielid luku-
teorian kaavoilla. Meilld on esim. kiisitys miten kaavan ®(x, ..., z,) totuus selvite-
taan, vaikkei universaaliviitteen Vz®(z) totuus ole laskennallisesti ratkeava (pitéisi
tutkia ®(n):m totuus ddrettéoméan monella n € N). Téllaista osittain médriteltyd
“funktiota”, joka on laskettavissa vain joillain méaérittelyjoukon arvoilla, kutsutaan
osittaisrekursiiviseksi funktioksi.

Mita sitten ovat tdysin ratkeamattomat eli ei-rekursiivisesti numeroituvat joukot
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matematiikassa? Niille emme voi antaa edes osittaisrekursiivista funktiota (dekla-
ratiivista mééritelmad), joka jotenkin kuvaisi joukon sisillon.

6.5.2 Godelin epataydellisyyslause

Godelin epatiydellisyyslause on matemaattinen vastine Turingin koneiden itsetut-
kiskelusta seuraavalle epatiydellisyydelle.

Godel keksi menetelmén, jolla mikd tahansa lukuteorian kaava (tai predikaattilogii-
kan lause) voidaan koodata yksikésitteisend kokonaislukuna, kaavan Godel-lukuna.
Toisin sanoen jokaiseen kaavaan voidaan liittda tasan yksi luku ja jokaiseen lukuun
liittyy korkeintaan yksi kaava (osa kokonaisluvuista ei vastaa mitdan kaavaa). T&ll4
tavalla kaavassa paastdan viittaamaan toisiin kaavoihin, mikd mahdollistaa kaavojen
paradoksaalisen itsetutkiskelun. (+<» Turingin koneiden koodaus lukuina)

Godel-numerointi tapahtuu seuraavasti. Ensin liitetdan jokaiseen lukuteorian merk-
kiin luonnollinen luku:

#(0) =1
#(1) =2
#(+) =3
#(x) =4
#(=) =5
#(() =6
#0) =7
#(n) =8
#(v) =9
#() =10
#(3) =11
#(V) = 12
#(Uo) =13
#(Ul) =14
#(UQ) =15

missd muuttujan v, jarjestysnumero on #(v,) = 13 + n.

Olkoon w nyt edellisistd merkeistd muodostuva sana w = wow;...w,. Talloin w:n
Godel-luku on

[w] = S pF) = po#wo)p, Gwn) _py (wn)

missé po, p1, ... ovat perdkkiiset alkuluvut 2,3,5,7,...
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Esimerkiksi [(1 =1)] = 2% x 32 x 5° x 72 x 117,

Tama itsessddn hyvin yksinkertainen tyokalu mahdollisti mahtavan tuloksen: sen
avulla Godel todisti kuuluisan Epéataydellisyyslauseensa, jonka mukaan mikdan kon-
sistentti aksioomajarjestelmé (esim. aritmetiikka) ei voi olla taydellinen (t.s. se ei
voi siséltdd kaikki tosia lauseita teoreemoinaan). Godelin todistus oli my6s yksinker-
taisuudessaan suunnattoman nerokas ja perustui Valehtelijan paradoksiin (Cantorin
diagonalisointiargumenttiin): jos kaava ¢ sanoo "Kaava, jonka Godel-luku on z ei
ole todistuva” ja ¢:n oma Godel-luku on z, seuraa ristiriita: toisin sanoen emme
voi ratkaista kaikista mahdollisista tosista lauseista, ovatko ne todistuvia vai eivit.
(Lause ¢ sanoo siis "En ole todistuva”.)

Huom! Voimme kylld péitelld, ettd lause ¢ on tosi — sehin ei ollut todistuva ky-
seisessd jarjestelméssd — mutta jirjestelmé itse ei kykene ratkaisemaan sitd, mikali
piddmme kiinni jarjestelmén konsistenssista. Jos taas sallimme, ettd jérjestelmé on
epakonsistentti (ts. siind patee seki jokin lause ettd sen negaatio), niin miké tahan-
sa lause voidaan todistaa oikeaksi. Jérjestelmé voi siis tdydellinen, vain jos se on
epikonsistentti, mutta jos se on konsistentti, se on epitiydellinen. *

Talla viattoman oloisella vain lausekalkyylia koskevalla lauseella on kuitenkin to-
della laajat seuraukset. Siitd seuraa, ettei mikdin aksiomatisointijirjestelma, esim.
algebra, tai mikdan laskennanmalli, kuten Turingin koneet, ole tdydellinen!
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“Valehtelijan paradoksin matemaattinen versio, Tarskin lause, sanoo, ettd joukko T =
{z|z on toden lauseen ¢ Godel-numero} ei ole rekursiivinen, eikd edes rekursiivisesti numeroitu-
va! Sen sijaan jos kiinnitdmme jonkin “efektiivisen” (~ algoritmisesti ratkeavan) aksioomajérjes-
telmén A, niin joukko T" = {z|z on A:ssa todistuvan lauseen ¢ Godel-numero} on rekursiivisesti
numeroituva, mutta ei rekursiivinen.



