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6.6 Konkreettisia ratkeamattomuustuloksia

Valitettavan monet tirkeit tietojenkasittelyongelmat ovat ratkeamattomia. Ns. Ricen
lauseen mukaan itse asiassa jokseenkin kaikki ohjelmien toimintaa, tai tarkemmin
sanoen niiden laskemia syote/tulos-kuvauksia koskevat kysymykset ovat ratkeamat-
tomia.

6.6.1 Turingin koneiden pysahtymisongelma

Lause: Kieli
H = {cyw | M pysihtyy syotteella w}
on rekursiivisesti lueteltava, mutta ei rekursiivinen.

Todistus. Todetaan ensin, ettd kieli H on rekursiivisesti lueteltava:

e Universaalikoneesta My on helppo muokata kone, joka syotteelld ¢y, w simuloi
koneen M laskentaa syotteelld w ja pysdhtyy hyviaksyvaan lopputilaan, jos ja
vain jos simuloitu laskenta ylipddtdan pyséhtyy.

Osoitetaan sitten, ettéd kieli H ei ole rekursiivinen:

e Oletetaan, ettéd olisi H = L(Mp) jollakin totaalisella Turingin koneella M.

e Oletetaan lisdksi, ettd kone My pysdhtyessddn jattdda nauhalle alkuperdisen
syotteensd, mahdollisesti tyhjamerkeilld jatkettuna.

e Olkoon My edelld konstruoitu universaalikone.

e Kielelle U voitaisiin nyt muodostaa totaalinen tunnistaja yhdistdmaélld koneet
My ja My kaavion esittdmalld tavalla.

e Aiemman tuloksen mukaan téllaista totaalia kielen U tunnistajakonetta ei
kuitenkaan voi olla olemassa! Saatu ristiriita osoittaa, ettd H ei voi olla re-
kursiivinen. [

= Seuraus: Kieli
H = {cpyw | M ei pysihdy syStteelld z}

el ole rekursiivisesti lueteltava.
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6.6.2 Sama tulos Pascalilla

Turingin koneiden ja “tavallisten” ohjelmien vastaavuus:

Turingin kone -formalismi ~ ohjelmointikieli
Turingin kone ~ ohjelma
Turingin koneen koodi ~ konekieliesitys
Universaalikone ~ konekielen tulkki

e Koska mikd tahansa Turingin kone voidaan toteuttaa Pascal-ohjelmana ja
kiddntden, siirtyvat Turingin koneita koskevat ratkeavuus- ja ratkeamatto-
muustulokset vilittomésti koskemaan myos Pascal-ohjelmia.

e Esimerkiksi pysdhtymisongelman Pascal-tulkinta on: “Ei ole olemassa totaa-
lista Pascal-ohjelmaa, joka ratkaisisi, pysihtyyké annettu Pascal-ohjelma P
annetulla syotteelld w”.

Pysdhtymisongelman ratkeamattomuustodistus suoraan Pascalilla:
Oletetaan, ettéd voitaisiin kirjoittaa totaalinen Pascal-funktio

function H(p,w : text) : Boolean,

joka saa arvon true, jos merkkijonoparametrin p esittdma proseduuri pysihtyy syo6t-
teelld w, ja false muuten.

Kirjoitetaan tdméan perusteella Pascal-proseduuri H:

procedure H(p : text);
function H(p,w : text) : Boolean;
begin {Funktion H runko}

end;
begin {Piiohjelma}

if H(p,p) then while true do;
end.

Merkitiisin proseduurin H ohjelmatekstia h:lla ja tarkastellaan proseduurin H las-
kentaa omalla kuvauksellaan.

Saadaan ristiriita:
H(h) pysihtyy < H(h,h) = false

h,
& H(h) ei pysihdy.
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Ristiriidasta seuraa, ettd oletettua totaalista pysdhtymisentestausohjelmaa H ei voi
olla olemassa.

6.6.3 Semanttisten ominaisuuksien ratkeamattomuus

e Turingin koneen M semanttinen ominaisuus ~ mikd tahansa sellainen omi-
naisuus S, joka riippuu vain koneen M tunnistamasta kielesté, ei sen syntak-
tisesta rakenteesta. (joskus puhutaan myos funktionaalisista ominaisuuksista,
miké viittaa koneen toimintaan)

e tarkkaan ottaen semanttinen ominaisuus & on miki tahansa kokoelma rekur-
siivisesti lueteltavia aakkoston {0,1} kielid ja koneella M on ominaisuus S,
jos L(M) € S.

e Esimerkkejd semanttisista ominaisuuksista:

— “M hyviksyy tyhjan syotejonon”
— “M hyviksyy jonkin syotejonon”
— “M hyviksyy ddrettomin monta merkkijonoa”

— “M:n tunnistama kieli on sddnnéllinen” jne.

e Jos kahdella Turingin koneella M; ja M, on L(M;) = L(My), niin koneilla M;
ja M5 on tdsmailleen samat semanttiset ominaisuudet.

e Ominaisuus S on ratkeava, jos annetusta Turingin koneen koodista voidaan
algoritmisesti péadtelld, onko koneella kysytty semanttinen ominaisuus.

e ts. jos joukko
codes(S) = {c| L(M,) € S}
on rekursiivinen.
o Triviaalit ominaisuudet ovat ominaisuus Sp, jota ei ole milladn koneella ja

ominaisuus Sgg, joka on kaikilla koneilla.

Ricen lause: Kaikki Turingin koneiden epétriviaalit semanttiset ominaisuudet ovat
ratkeamattomia.

*Todistus.

e Olkoon S mielivaltainen epétriviaali semanttinen ominaisuus.
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e Voidaan olettaa, ettd () ¢ S: toisin sanoen, ettd tyhjin joukon tunnistavilla
Turingin koneilla ei ole tarkasteltavaa ominaisuutta. (Tamé& ei merkitse oleel-
lista rajoitusta, silli jos ) € S, voidaan seuraavaa todistusta kiyttien osoittaa,
ettd ominaisuus S = RE — S on ratkeamaton, ja paitelld edelleen tisti, etti
my0s ominaisuus S on ratkeamaton.)

e Koska S on epitriviaali, on olemassa jokin Turingin kone M, jolla on omi-
naisuus & — jolla siis L(M,) # 0 € S.

e Olkoon Mgncopg Turingin kone, joka muodostaa syétteend annetusta, muotoa
cyw olevasta merkkijonosta, seuraavanlaisen Turingin koneen M™ koodin (jos
syote ei ole vaadittua muotoa, Mgncopr padtyy hylkddvadan lopputilaan):

e S e

@?
AN
B

e

Kuva 6.6: Turingin koneen M® rakenne (Ricen lause).

e Syotteelld x kone M™ toimii ensin kuten M syotteelld w. Jos M hyviksyy w:n,
M™ toimii kuten kone M4 syotteelld z. Jos M hylkda w:n, myos M™ hylkaa
z:n (kuva 6.6).

e Koneen M™ tunnistama kieli on siten:
wy | L(My), josw e L(M);
L(M™) = { 0, jos w ¢ L(M).
e Koska oletuksen mukaan L(M,) € S ja @ ¢ S, on koneella M* ominaisuus S,
jos ja vain jos w € L(M).

e Vastaviite: ominaisuus S on ratkeava, ts. kielelld codes(S) on totaalinen tun-
nistajakone MZ.

e Tilloin saataisiin totaalinen tunnistajakone kielelle U yhdistdmélld koneet
Mexcope ja M2 kuvan mukaisesti. Selvisti kone M{ on totaalinen, jos MZ
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Kuva 6.7: Turingin koneen M rakenne (Ricen lause).

on, ja

cyw € L(MYE)
& cye € L(MY) = codes(S)
& L(MY)eS
& we L(M).

e Koska kieli U ei ole rekursiivinen, seuraa ristiriita, eli ominaisuus S ei voi olla
ratkeava. [

6.6.4 Muita ratkeamattomia ongelmia

e Predikaattikalkyylin ratkeamattomuus;
Church/Turing 1936

Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, onko annettu ensimmaéisen kertalu-
vun predikaattikalkyylin kaava ¢ validi (“loogisesti tosi”, todistuva predikaat-
tikalkyylin aksioomista). g

e “Hilbertin 10. ongelma”;
Matijasevitsh/Davis/Robinson/Putnam 1953-70

Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, onko annetulla kokonaislukukertoi-
misella polynomilla P(z1, . .. , x,) kokonaislukunollakohtia (so. jonoja (my, . ..
Z"™, joilla P(my,...,my,) = 0). Ongelma on ratkematon jo, kun muuttujien
lkm n = 15 tai polynomin aste deg(P) =4.

e Eriiden kielioppiongelmien ratkeavuus, kun annettuna on kieliopit G ja G’
Chomskyn hierarkian tietylta tasolta ¢ ja merkkijono w. Taulukossa R ~ “rat-
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keava”, E' ~ “ei ratkeava”, T ~ “aina totta”.

Taso i
Ongelma: onko 3 2 1 0
w € L(G)? R R R E
L(G) = 0? R R E FE
L(G) =X*? R E E FE
L(G) = L(G")? R E E FE
L(G) C L(G")? R E E FE
L(G)N L(G") = 0?7 R EF E FE
L(@) sdénnollinen? T E E E
L(G)NL(G") tyyppia i? |T E T T
L(G) tyyppii i? T FE T FE

e Huom! Esim. jidsennysongelma w € L(G), kun kielioppi G on rajoittamaton,
on siis ratkeamaton ongelma. Samoin mielivaltaisen kieliopin kuvaaman kielen
saannollisyys ja erddt sulkeumaominaisuudet.

6.6.5 *Joitain hauskoja ratkeamattomia ongelmia
Busy Beaver

Busy Beaver-ongelmassa tehtévina on keksid n-tilainen standardimallinen Turingin
kone (jonka on siis joka askeleella siirryttévi joko oikealle tai vasemmalle — paikal-
laan ei saa pysyd), joka aloittaa toimintansa tyhjilla nauhalla ja on pysdhtyessiéin
kirjoittanut nauhalle mahdollisimman monta merkkii. Aakkostona voidaan kiyt-
tad mitd tahansa unaariaakkostoa, esim. ¥ = {a}, jolloin tehtévini on kirjoittaa
nauhalle mahdollisimman monta a-kirjainta. Vaihtoehtoisesti tehtdvina voi olla laa-
tia mahdollisimman hidas Turingin kone, joka siis suorittaa mahdollisimman monta
askelta ennen pysidhtymistddn. Kummassakin ongelmassa koneen téytyy kuitenkin
pysahtyd lopulta. Tilojen lukuméérain n ei lasketa mukaan lopputiloja.

Esimerkiksi 3-tilainen Busy Beaver -kone voi kirjoittaa 6 merkkié ja toimia 21 siir-
tymén ajan. Kuvassa kone, joka pysdahtyy 13 siirtymén jalkeen ja kirjoittaa maksi-
maalisen 6 merkkié:
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Busy Beaver -funktio f(n) = {z|n-tilainen kone kirjoittaa maksimissaan = merkkia
aloittaessaan tyhjiltd nauhalta} kasvaa tavattoman nopeasti. Esim. 6-tilaisen ko-
neen ennatys on 95,524,079 merkki ja kone pyorii parhaimmillaan 8,690,333,381,690,952
askeleen ajan. Funktiota ei kuitenkaan pysty laskemaan, joten tulokset on saatu ko-
keilemalla ja uusia ennétyksid on odotettavissa.

Post correspondence problem (PCP)

PCP-ongelman voi mallintaa dominopelini, jossa on kiytettivissa dédrellinen kokoel-
ma erilaisia dominonappuloita. Kunkin nappulan yla- ja alareunassa on merkkijono,
esim. [2] [2],[%], [%¢]. Kustakin nappulasta voi "taikoa” niin monta kopiota kuin
ikind haluaa. Tehtdvina on asettaa nappulat silld tavalla perdkkiin, ettd ala- ja yla-
reunaan muodostuu sama merkkijono. Esim. edellisen kokoelman nappuloilla eris

ratkaisu olisi [%][%] Cﬂ—“][% [“T”c]

Yleisesti ongelma on siis seuraava: Annettuna kokoelma P = [2—11], [z—z s [z—’;], onko
olemassa sellaista indeksijonoa i1, %2, ..., i, €ttd s;, 8iy-..8i, = titiy...ti, 7

6.7 *Ongelmien palautukset

Joskus ongelma voidaan palauttaa (redusoida) joksikin toiseksi tunnetuksi ongel-

maksi, jolloin voimme péaételld myos alkuperaisen ongelman ratkeavuuden /ratkeamattomuuden.
Ehtona kuitenkin on, ettd ongelman palautus on itsessdén ratkeava ongelma kaikilla

syotteilla (ts. se voidaan suorittaa totaalisella Turingin konella).

Idea:

1. Meilld on tuntematon kieli A ja tunnettu kieli B

2. Palautetaan A B:ksi palautusfunktiolla f siten, ettd x € A < f(z) € B
kaikilla z € X*.
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3. Nyt A on ratkeava, jos B on, A on osittain ratkeava, jos B on, ja A on
ratkeamaton, jos B on, kunhan palautusfunktio f on itsessdin ratkeava.

Mddritelmd: Turingin koneen M = (Q, X, I, 6, go, ¢yes, Gno) laskema osittaiskuvaus (t.
-funktio)

fM DI
maaritellaan:

u, jos (qo, )" (g, uav) jollakin g € {gyes, Gno}, av € I'*;

fu(z) = { M

madrittelematon, muuten.

e Osittaisfunktio f : ¥* — A on osittaisrekursiivinen jos se voidaan laskea
jollakin Turingin koneella ja (kokonais-)rekursiivinen, jos se voidaan laskea
jollakin totaalisella Turingin koneella.

e Ekvivalentisti voitaisiin méaéaritelld, ettd osittaisrekursiivifunktio f on rekur-
siivinen, jos sen arvo f(z) on mééritelty kaikilla .

e Tarvitsemme siis rekursiivisen palautus funktion

Mdidritelmd: Formaali kieli A C ¥* voidaan palauttaa rekursiivisesti kieleen B C I'™,
merkitdin

A<, B,
jos on olemassa rekursiivinen funktio f : ¥* — I'*; jolla on ominaisuus:
reA & f(r)€eB, kaikillaz e X*.
e Huom! Palautusketju voi olla pitkikin, silld rekursiivinen palautusrelaatio on
transitiivinen, ts. jos A <,, B ja B <,,, C, niin A <,,, C..

e Voisimme siis palauttaa A:n B:ksi, B:n C:ksi, C:n D:ksi, jne. kunnes vastaan
tulee tuttu kieli.

e Jos A <,, B ja B on rekursiivisesti numeroituva, on A:kin rekursiivisesti
numeroituva.

e Jos A <,, B ja B on rekursiivinen, on A:kin rekursiivinen.
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Kaksi kieltd A ja B ovat keskendin isomorfiset, jos ne on maéiritelty samassa
aakkostossa ¥ ja rekursiivinen palautusfunktio on bijektio ts. voimme suorit-
taa palautuksen kumpaankin suuntaan.

Formaalisti:

Madritelmd: Kielet A, B C {0,1}* ovat rekursiivisesti isomorfisia, jos on ole-
massa rekursiivinen bijektio f : {0,1}* — {0, 1}* (t4ll6in my6s kéénteisfunktio
/! on vilttadmaitta rekursiivinen), jolla

re€A & f(r)e B, kaikillazeX*.

Rekursiivisesti numeroituvaa kieltd A sanotaan RFE-taydelliseksi, jos miké ta-
hansa luokan RFE kieli voidaan rekursiivisesti palauttaa A:han.

Formaalisti:

Kieli A C {0,1}* on RE-tiydellinen, jos

(i) A € RE ja

(ii) B <, A kaikilla B € RE.

esimerkiksi universaalikieli U on RE-tdydellinen.

Todistus. Tiedetddn, ettd U € RE. Olkoon B = L(Mpg) mielivaltainen luokan
RE kieli. Tdlléin B voidaan palauttaa U:hun funktiolla f(z) = cp,z. Tadmé
funktio on selvisti rekursiivinen, ja silld on ominaisuus

re€B=LMg) <& flz)=cuzzelU. 0

Ricen lauseesta seuraa, ettd mm. kaikki ongelmat, joissa yritetdin tehda jotain
péadtelmid Turingin koneiden tunnistamista kielistd niiden koodien perusteella
ovat RE-taydellisia.

Yleensékin ndyttdd olevan niin, ettd kaikki “luonnolliset” rekursiivisesti lue-
teltavat, ei-rekursiiviset kielet ovat RE-taydellisia.

Teoreettisesti voidaan kuitenkin osoittaa, ettd [Post] Luokassa RE \ REC on
kielid, jotka eivit ole RE-taydellisid.

Huom! Kaikki RE-téydelliset kielet ovat rekursiivisesti isomorfisia. (ts. ne voi-
daan palauttaa toisikseen)
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6.8 Yhteenveto

viimeisella luennolla...

Ratkeamattomat ongelmat

ei ole olemassa edes hyvaksyvassa tapauksessa X . .
Universaalikielen komplenmentt:i

pysahtyvaa Turingin konetta . X
kone—syote—parit, missa kone ei hvaksy syotetta

Rekursiivisesti numeroituvat kielet

tunnistus: Turingin kone, joka pysahtyy ainakin

hyvaksyvassa —tapauksessa

Rekursiiviset kielet

tunnistus: totaalinen Turingin kone

Universaalikieli:

~_  kone-syote—parit, missa

N . kone hyvaksyy syotteen

AN tunnistus:

Kontekstiset kielet

tunnistus: Turingin kone, jonka tyotila lineaarisesti
rajoitettu

N
‘. universaalikone

Kontekstittomat kielet
tunnistus:
epideterministinen

pinoautomaatti

{dibld 1>=0 )

(bl | = tai j=k

kielet, joilla on yksiselitteinen
kontekstiton kielioppi

deterministiset
kontekstittomat kielet

tunnistus: deterministinen
pinoautomaatti

Saidnnolliset kielet
=lineaariset kielet
tunnistus:
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6.9 *Laskennan vaativuudesta

Tietojenkésittelijille ei riitd tieto, onko ongelma ratkeava, vaan han haluaa myos
tietdd, kuinka vaativa se on. Chomskyn kielihierarkian luokat antavat yleiskuvan
siitd, kuinka vaikea ongelma on. Jos joku ongelma ratkeaa &irelliselld automaa-
tilla ja toinen vaatii Turingin koneen, on ensimmaéinen jossain mielessi helpompi
ongelma. Mutta entd jos ensimméiinen ongelma vaatii ddrellisen automaatin, jonka
tilojen lukumé&ira on eksponentiaalisesti suurempi kuin toisen ongelman ratkaise-
van Turingin koneen? En#é ensimmaéisen ongelman yksinkertaisuus ei olekaan niin
itsestadnsel va.

Miten sitten voisimme verrata ongelmien vaativuutta objektiivisesti? Enté jos ver-
taisimme ratkaisevien ohjelmien koodeja tai pseudokoodialgoritmeja? Kumpikaan
néistd ei kuitenkaan tdysin paljasta ongelman todellista vaativuutta, vaikka kéy-
tdnnon ohjelmointitilanteissa niiden arviointi riittdd hyvin. Ohjelma voi "piilottaa”
yhteen askeleeseen hyvinkin vaihtelevan méirdn operaatioita, eikd esim. assembler-
ja Pascal-koodin askelien vertailu anna jarkevai tulosta.

Onneksi kaikki ratkeavat ongelmat voidaan kuitenkin esittda Turingin koneina! Oli-
pa kyseessd adrelliselld tai pinoautomaatilla ratkeava ongelma, voimme aina kon-
struoida myos Turingin koneen, joka ratkaisee ongelman, ja vertailla Turingin ko-
neiden aikavaativuuksia. Tasta syystd Turingin koneet ovat hyvin térkeitd, kun ha-
luamme tietdd ongelman todellisen aikavaativuuden, riipumatta siitd, milla kielell&
tai laitteistolla se tullaan todellisuudessa toteuttamaan (tai jos haluamme tietéa,
kannattaako sitd ryhtyé lainkaan toteuttamaan).

Turingin koneen aika- ja tilavaativuus saadaan sen kiyttdmien askelten ja tyonauhan
solujen lukumé&dristd. Sanotaan, ettd kone M hyviksyy kielen L ajassa T'(n), jos
kaikilla x € L, missé |z| = n, M hyviksyy xz:n O(T'(n)):114 askeleella. Samoin kone
M hyviksyy kielen L tilassa S(n), jos kaikilla x € L, |x| = n, M hyviksyy z:n
kiyttden O(S(n)):d44 tyonauhan solua.

Huom! Epideterministinen Turingin kone voi ratkaista ongelman pienemmin aika-
ja tilavaatimuksin kuin deterministinen Turingin kone. Kaytdnnossa epadeterminis-
tiset koneet tdytyy ensin determinisoida, mutta teoreettisessa pohdiskelussa epé-
determinististen Turingin koneiden vaativuusanalyysi voi olla hyvinkin valaisevaa.
Esimerkiksi vaativuusluokan N P mééaritelméa perustuu tdhéan: luokan NP ongelmat
kyetddn ratkaisemaan polynomisessa ajassa epadeterministiselld Turingin koneella.
Selvisti luokka P (ongelmat, jotka voidaan ratkaista polynomisessa ajassa determi-
nistiselld Turingin koneella) siséltyy luokkaan NP (P C NP), mutta emme tiedé,
piteekd sama toisinpdin, ts. onko NP C NP? Tamid P = N P-ongelma on ehki
tarkein tietojenkasittelijoita kiusaavista avoimista ongelmista.
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Kaytannossd merkittdvimpid luokan NP ongelmista ovat ns. NP-taydelliset ongel-
mat (NP-complete problems), jotka ovat erdénlaisia arkkityyppiongelmia luokassa
NP. Miki tahansa luokan NP ongelmista voidaan néet palauttaa polynomisessa
ajassa NP-tdydelliseksi ongelmaksi. Toisin sanoen, jos yksikin NP-tdydellinen on-
gelma pystyttiisiin ratkaisemaan polynomisessa ajassa, niin kaikki muutkin luokan
NP ongelmat ratkeaisivat polynomisessa ajassa. Téstd seuraa, ettd uusi ongelma
voidaan osoittaa NP-tdydelliseksi varsin helposti: riittdi osoittaa, ettd se kuuluu
luokkaan NP ja ettd jokin N P-tdydelliseksi tunnettu ongelma voidaan palauttaa
sithen. T#ll6in myos kaikki muut luokan NP ongelmat seuraavat perissi. °

Nimitystd NP-kova ongelma (NP-hard problem) kdytetaan sellaisesta ongelmasta,
joka myo6s “kattaa” kaikki luokan NP ongelmat, ts. miké tahansa luokan NP on-
gelma voidaan muuntaa polynomisessa ajassa kyseiseksi ongelmaksi. Emme kuiten-
kaan tiedd, kuuluuko NP-kova itse luokkaan NP (se on siis niin "kova” ongelma,
ettd kukaan ei ole keksinyt sille epddeterminististd, polynomisessa ajassa toimivaa
Turingin konetta). Mikéli joku ongelma havaitaan NP-kovaksi, voi hyvin suurella
todennikoisyydelld arvata sen olevan eksponentiaalista tai vieldkin pahempaa aika-
vaativuusluokkaa.

5 Ainut ongelma on todistaa muulla tapaa, etti se ensimméinen ongelma on N P-tiydellinen.
Onneksi meilld on Cookin teoreema, joka todistaa ns. SAT-ongelman

SAT = {F|F on toteutuva lausekalkyylin kaava}

NP-taydelliseksi, ja jatkossa voimme nojata tdhin tulokseen.



