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}

if ( ¢ == 2) printf("luvun arvo on %d”, sgn * val);
else printf(”Virheellinen luku”);

3.2.2 Adsrellisen automaatin formaali miirittely

n o fuld]

syGtenauha: i
nauhapéi:
q1 = q2
ohjausyksikko:
Jausy q0
é

e Ajrellinen automaatti M
— &drellistilainen ohjausyksikkd, jonka toimintaa séitelee automaatin suir-
tymdfunktio 0
— merkkipaikkoihin jaettu sydtenauha

— nauhapdd, joka kullakin hetkelld osoittaa yhta sy6tenauhan merkkié
e Automaatin “toiminta’:

— Automaatti kdynnistetddn erityisessa alkutilassa qq, siten ettd tarkastel-
tava syote on kirjoitettuna sy6tenauhalle ja nauhapii osoittaa sen en-
simmaistd merkkiéd

— Yhdessi toiminta-askelessa automaatti lukee nauhapéiéin kohdalla olevan
syotemerkin, paattdd ohjausyksikon tilan ja luetun merkin perusteella
siirtyméafunktion mukaisesti ohjausyksikon uudesta tilasta, ja siirtdd nau-
hapddtd yhden merkin eteenpéin

— Automaatti pysdhtyy, kun viimeinen sy6temerkki on késitelty. Jos oh-
jausyksikon tila télloin kuuluu erityiseen (hyviksyvien) lopputilojen jouk-
koon, automaatti hyvdiksyy syotteen, muuten hylkdd sen

— Automaatin tunnistama kieli on sen hyviksymien merkkijonojen joukko
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o Madritelmd: Adrellinen automaatti (engl. finite automaton) on viisikko
M = (Q7 2757q07F)7
missé

— ( on automaatin tilojen dérellinen joukko;

— Y on automaatin sydteaakkosto;

— 0:@Q x X — @ on automaatin siirtymdfunktio;
— o € @ on automaatin alkutila;

— F C @ on automaatin (hyviksyvien) lopputilojen joukko.
e Esim. reaalilukuautomaatin formaali esitys:
M = ({q,---,g,error},{0,1, ... ,9,.,E,e,+,-},
5,90, {93, 96 }),

misséd ¢ on kuten aiemmin taulukossa; esim.

5((]0a0) - 5(q0, 1) _ = 6(CI039) =41,

6((](), ) = g2, 6(Q(), E) = error, 5(Qb E) =4 jne'
e Automaatin tilanne on pari (¢, w) € @ X X*

— automaatin alkutilanne sydétteelld x on pari (qo, x)

— ¢ on nykyinen tila ja w on syotemerkkijonon kisitteleméatén osa
e Tilanne (g, w) johtaa suoraan tilanteeseen (¢',w'), merk.
(¢;w) (¢, w"),
M

joson w=aw' (a € X) ja ¢ = d(q,a).
Tilanne (¢',w') on tilanteen (¢, w) vdliton seuraaja

e Tilanne (¢, w) johtaa tilanteeseen (¢',w') eli tilanne (¢', w') on tilanteen (g, w)
seuraaja, merk.

(@ )" (¢ w'),

jos on olemassa vilitilannejono (qo,wo), (q1,w1), .., (Gn,wy), n > 0, siten
etta

(g, w) = (g0, wo) ; (g1, wn) 1\|_4 A'; (@n, wn) = (ql,wl)-

Erikoistapaus: n = 0, (¢, w)-*(¢, w) milld tahansa tilanteella (g, w)
M
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e Automaatti M hyviksyy merkkijonon z € ¥*, jos on voimassa
(g0, )F"(gs,€) jollakin ¢ € F}
M

muuten M hylkdd z:n. Ts. automaatti hyviksyy x:n, jos sen alkutilanne sy&t-
teelld = johtaa johonkin hyviksyvidin lopputilanteeseen

o Maddaritelmd: Automaatin M tunnistama kieli

L(M)={z €X*| (g, x)-"(gs,€) jollakin ¢y € F'}
M

e Esim. merkkijonon “0.25E2” kisittely edelld esitetylla liukulukuautomaatilla:

= (g3,5E2) F (g3,E2)
= (4,2) = (gs,6)-

Koska ¢s € F' = {qs, g6}, on siis 0.25E2 € L(M)

3.3 Automaattien minimointi

e Kaksi automaattia, jotka tunnistavat tdsmélleen saman kielen ovat keskendin
ekvivalentteja

o Adrellinen automaatti on minimaalinen jos se on tilamasraltdan pienin ekvi-
valenttien automaattien joukossa

e Automaatti, jossa on enemmaén tiloja kuin ekvivalentissa minimaalisessa au-
tomaatissa on redundantt:

e Automaatteja muodostava algoritmit eivit aina tuota minimaalista automaat-
tia

e On helpompi ndhda mikd on minimaalisen automaatin tunnistama kieli kuin
redundantin automaatin tunnistama kieli

e On turha tallettaa ylim&araisia tiloja

e Minimaalisen automaatin késittely on tehokkaampaa kuin redundantin auto-
maatin
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3.3.1 Apukasitteita

o Maiairitelldadn M:lle laajennettu siirtyméafunktio 6*, joka voi saada parametri-
naan merkkijonon:
jos ¢ € @), x € ¥*, niin

§*(g,z) = se ¢ € Q, jolla (q,z)-*(¢', €)
M

e Tilojen ekvivalenssi: M:n tilat ¢ ja ¢’ ovat ekvivalentit, merk.

!

q9=q,
jos kaikilla x € ¥* on
6*(g,z) € F jos ja vain jos 6*(¢,z) € F

(ts. jos automaatti ¢:sta ja ¢":sta lahtien hyviksyy tédsmailleen samat merkki-
jonot)

o k-ekvivalenssi: tilat q ja ¢’ ovat k-ekvivalentit, merk.

jos kaikilla z € ¥*, |z| <k, on
6*(g,z) € F jos ja vain jos 6*(¢,z) € F

(ts. jos mikddn enintddn k:n pituinen merkkijono ei pysty erottamaan tiloja
toisistaan)

e Selvisti patee:

(i) ¢=¢q', joss seki q ettd ¢’ ovat lopputiloja
tai kumpikaan ei ole; ja

() g=¢, joss q¢=¢ kaikillak=0,1,2,...

e Minimoinnin idea: sy6tteend annetun automaatin tilojen k-ekvivalenssiluokkia
ositetaan (k + 1)-ekvivalenssiluokiksi kunnes saavutetaan taysi ekvivalenssi
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3.3.2 Adirellisen automaatin minimointi -algoritmi

e Sydte: Adrellinen automaatti M = (Q, %, 8, go, F).

1. (Turhien tilojen poisto) Poista M:sté kaikki tilat, joita ei voida saavuttaa
tilasta gy milldén syotemerkkijonolla.

2. (0-ekvivalenssi) Osita M:m jiljelle jadneet tilat kahteen luokkaan: ei-
lopputiloihin ja lopputiloihin.

3. (k-ekvivalenssi — (k + 1)-ekvivalenssi)

while not(tilasiirtymafkt yhteensopiva luokkajaon kanssa) {
jaa luokan sisill eri tavalla kiyttaytyvat tilat eri luokkiin;
}

return M = (Q, 5, 6, @o,ﬁ)a

missa

- Q:M :n tilaluokat
d=luokkien vilinen siirtyméafunktio

— §o=M: alkutilan luokka

— F=Mmn lopputilojen luokat
e Lopputulos

— M:n kanssa ekvivalentti direllinen automaatti M , jossa on minimimé&a-
ritiloja
— M on tilojen nimedmista vaille yksikéisitteinen

e Huom: Tiloja on alun perin dérellinen maéra ja joka askeleessa nro 3 (paitsi
viimeisessi) ositetaan vihintddn yksi tilaluokka, joten algoritmi padttyy aina

e Todistus siitd, ettd algoritmin tuottama automaatti M on minimiautomaatti
ja yksikésitteinen sivuutetaan (Orposen moniste s. 17-18)

Esimerkki

e Olkoon M = (Q, X%, 9, qo, F),

— tilojen joukko @ = {1,2,3,4,5,6},
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syoteaakkosto 3 = {a, b},
— alkutila ¢o = {1},
— lopputilojen joukko F' = {4,5} ja

— siirtyméafunktio ¢:

T7T
OOl W N~

=W N RN

L s Ot W DN W o

e Askel 1: Turhien tilojen poisto

o1
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o Askel 2: 0-ekvivalenssi

— Osita M:n jiljelle jadneet tilat kahteen luokkaan: lopputiloihin ja muihin

tiloihin
a b
I. - 12,1 3,1
214,112, 1
312, 1 |3,1
II. « 43,1 |5,11I
+~— 51,1 |4,1I

— Nyt osituksesta voidaan muodostaa automaatti, jossa

x kutakin luokkaa vastaa yksi tila ja
x kustakin tilasta on kaikki erilliset siirtymét, jotka
luokkaan kuuluvilla tiloilla on

— Tila on epddeterministinen, jos siitd voidaan siirtya jollain merkilld useam-
paan kuin yhteen tilaan

— Esimerkissé tila I on epddeterministinen, koska merkilla a voidaan siirtyé
tilaan I tai tilaan II

e Askel 3: k-ekvivalenssi = (k + 1)-ekvivalenssi

— Jos M :ssé el ole epddeterministisiéd tiloja, niin algoritmi padttyy ja pa-
lauttaa M:n
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— Muutoin hienonna kutakin M:n epadeterministista tilaa vastaavan luo-
kan ositusta edelleen:

x Jaa sen sisilld alkuperdiset tilat eri luokkiin s.e. kustakin luokasta
on vain samanlaisia siirtymia
*x Suorita askel 3 uudestaan

— Esimerkissimme jaetaan tila I kahtia
— Téamaén jilkeen ei ole endd epadeterminisia tiloja ja algoritmi padttyy

e Lopputulos

a b
I. — 1211 |31
312,11 |3, 1
IT: 24,11 2,11
I: «~ 43,1 5, IIT
«~— 5| 1,1 4, 111
b

D

N

I “@ =
ORsOSs

a

3.4 Epadeterministiset darelliset automaatit

e Esimerkiksi alimerkkijonon aba etsiminen aakkoston {a, b} merkkijonoista on
luontevasti kuvattavissa epadeterministiselld automaatilla. Epddeterminismi
siis helpottaa automaatin konstruointia

e Epiddeterminististen automaattien avulla luodaan yhteys determinististen &a-
rellisten automaattien ja sddnndéllisten kielten vilille

— deterministiset ja epddeterministiset automaatit tunnistavat tdsmélleen
samat kielet

m a @a
(oo —2=(a )t )—2
) (o)—(e) ,,
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— epadeterministiset automaatit tunnistavat tdsmélleen sdinnolliset kielet
= Siis deterministiset automaatit tunnistavat tdsmilleen siddnnélliset
kielet

e Epideterministiselld automaatilla siirtyméafunktio liittda vanhan tilan ja syo6-
temerkin pariin (g, z) joukon mahdollisia seuraavia tiloja

e Epideterministinen automaatti hyviksyy merkkijonon jos jokin mahdollisten
tilojen jono johtaa lopputilaan. Jos yhtdan téllaista jonoa ei ole, niin epade-
terministinen automaatti hylkdéd syotemerkkijonon

e Esim. kuvan automaatti hyviksyy syotejonon abbaba, koska se voidaan kisi-
telld seuraavasti

(qo, abbaba) F(qqo, bbaba) F(qo, baba)
}_(QOa aba’) i_(Lha ba’) }_((b; U,) |_(Q3a 6)

e Toisaalta voidaan myos padtyd hylkdavaian tilaan

(qo, abbaba) (g, bbaba) F(qo, baba)
I_(qu a'ba') l_(q07 ba) '_(CIO: a’) |_(q07 6)

e Epideterministinen automaatti voidaan ajatella suorittavan kaikki johdot rin-
nakkain
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Deterministinen Epadeterministinen
laskenta laskenta

/N

O/O/O\JO \

O=—O0="0="0="0

g

I) / g hyvaksy

O O

hyvaksy tai hylkaa hylkaa

e Mddritelmd: Epadeterministinen direllinen automaatti (engl. nondeterminis-
tic finite automaton) on viisikko M = (Q, %, 6, qo, F'), missé

— (@ on adrellinen tilojen joukko,

> on sy6teaakkosto,

— §:Q x X — P(Q) on (joukkoarvoinen) siirtyméfunktio,
— go € @ on alkutila ja

— F C @ lopputilojen joukko.

e Kuvan automaatin siirtyméfunktio

a b
—qo | {90, 01} | {q0}
q1 0 {CI2}

2| {e} | 0
< g3 {g3} {as}

e Nyt virhetilanne on helposti ilmaistavissa tyhjdn seuraajatilajoukon avulla
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(¢, w) voi johtaa suoraan tilanteeseen (¢',w'), (¢, w) F (¢',w'), jos w = aw' ja
M
q' € §(q,a). Tilanne (¢',w") on (g, w):n mahdollinen viliton seuraaja

e Muutoin méaéiritelmét epideterministisille automaateille ovat samat kuin ai-
emimin

e Deterministiset automaatit ovat epiddeterminististen erikoistapaus = kaikki
edellisilld tunnistettavat kielet ovat tunnistettavissa myos jalkimmaisilla

e Mutta myos kddntden: deterministiset ja epddeterministiset ddrelliset auto-
maatit ovat yhtd vahvoja

3.4.1 Automaatin determinisointi

e Muodostetaan epiddeterminististd automaattia M vastaava deterministinen
automaatti M:

1. Muodosta M:n tilat S CP(Q)

— ts. kaikki M:n tilojen joukot P(Q)

— Merk. P(Q) = {0, s1, S2, ..., Sm }, missi tyhji joukko vastaa virhetilaa
jak=2m—1

9. Lisia Mm tilojen vilile siirtymét:
- S5 —al)sja missa Sj = U{ql|f(qaa) = q,aq € S5
— ts. tilajoukon s; seuraajajoukkoon merkilld a kuuluvat kaikki ne tilat
q', jotka voidaan saavuttaa s;:mn tiloista ¢

3. Alkutilaksi {go} (alkuperdisesti alkutilasta muodostettu joukko)
4. Lopputiloiksi kaikki alkuperaisen lopputilan g, siséltdavat tilajoukot s;,
qr € i
5. Karsi turhat tilat, joita ei voi saavuttaa alkutilasta
6. Minimoi automaatti
— jaa loppu- ja muihin tiloihin
— hienonna luokkajakoa, kunnes yhdenmukainen siirtyméfkt:n kanssa

e Huom! Periaatteessa voitaisiin lisita siirtymé kahden tilajoukon s; ja s; vilille,
jos yhdestékin s;:n tilasta voidaan saavuttaa jokin s;:n tila. Talla tavalla tulee
kuitenkin paljon turhia tiloja.

o Esimerkki:
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mb ma

Y
a b a b
— = qo, 1 q0, 42 q0,q1,93) )7/ =
a

~_ — =

mb ma

e Lause: Olk. A = L(M) jonkin epddeterministisen aarellisen automaatin M

tunnistama kieli. T&lloin on olemassa deterministinen automaatti M , jolla
L(M) = A.
*Todistus: Olk. A = L(M), M = (Q,%,0,q, F). Laaditaan determ. auto-
maatti M = (Q, >, b , 4o, a ), joka simuloi M:n toimintaa kaikissa sen kullakin
hetkells mahdollisissa tiloissa rinnakkain. Automaatin M tilat vastaavat M:m
tilojen joukkoja

Q = PQ),

o = {QO},

F {5 C Q| S sisiltdd jonkin ¢ € F},
5(57 CL) - U 6(Q7 a)'

geS

—~

Tarkastetaan, ettd L(M) = L(M). Kielten ekvivalenssi seuraa, kun todiste-
taan kaikilla x € ¥* ja g € Q:

(QO,-T)L;*(Q’ €) & ({qO}’x)E*(S’ €)jageS.

Todistus induktiolla merkkijonon x pituuden suhteen:

L. |z| = 0: (qo, 6);*(% €) & q=qo.
Samoin ({go}, €)-"(S,€) & S = {qo}-

M

2. Induktio-oletus: viite patee kun |z| < k.
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3. |z| = k + 1: talléin = = ya jollakin y, |y| = k, jolle viite pétee induktio-
oletuksen perusteella. Nyt

(q0,2) = (qo,ya)l—*(q,e)

3¢ € @ s-e. (g0, ya)-"(¢', a) ja (¢ a) - (g €)

34" € @ se. (0, 9)F ( €) ja (¢',a) - (g, ¢€)

3¢’ € @ se. ({0}, y) "(Se)jad € 5 jaqed(d,a)

({qo},y)ﬂl;;( ,€) ja ﬂq €S'se qed(d,a)
({0}, y);*(S', ) jage | Jd(d,a)=6(50a)
({20}, ya);*(S a) jagq€d(S,a)=S

({a0}, ya);*(S a) ja (S, a) = (S,€)jage S
({20}, 7) = ({q0}, ya) *(S,€)jageS.

(R O

¢

i3

3.4.2 Hahmontunnistus epadeterministisella automaatilla

Epideterministisilld automaateilla voidaan kitevisti kuvata hahmontunnistuson-
gelmia. Ohjelmatoteutusta verten automaatti on kuitenkin determinisoitava. Edelld
huomasimme, ettd pahimmassa tapauksessa vastaavan deterministisen automaatin
tilam&drd on eksponentiaalinen. Hahmontunnistusongelmissa determinisointialgo-
ritmi tuottaa kuitenkin automaatin, jossa on yhtd monta tilaa kuin alkuperiisessa
epadeterministisessid automaatissa, ja joka on samalla minimiautomaatts!

Esim. Olkoon aakkosto { M, I, U}. Esiintyyké hahmo M IU merkkijonossa? Vastaava
epadeterministinen automaatti:

M,LU M,LU

®
(o) @;@

Kuva 3.1: Epiddeterministinen MIU-automaatti.
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Muodostetaan vastaava deterministinen automaatti:

M I U

0 0 0 0
A {0} {0,1}=E | {0}=A {0}=A
B {1} 0 {2}=C 0
C {2 0 0 {3}=D
D {3} {3}=D {3}=D {3}=D
E {0,1} {0,1}=E | {0,2}=F | {0}=A
F {0,2} {0,3}=E | {0}=A {0,3}=G
G {0,3} {0,1,3}=L | {0,3}=G | {0,3}=G
H {1,2} 0 {2}=C {3}=D
I {1,3} {3}=D {2,3}=] {3}=D
J {2,3} {3}=D {3}=D {3}=D
K {0,1,2} |{0,1}=E |{0,2}=F |{0,3}=G
L {0,1,3} |{0,1,3}=L|{0,2,3}=M | {0,3}=G
M {0,2,3} |{0,1,3}=L | {0,3}=G | {0,3}=G
N {1,2,3} |{3}=D {2,3}=] {3}=D
0 {0,1,2,3} | {0,1,3}=L | {0,2,3}=M | {0,3}=G

(Huom! Piirré taulukon kuvaama automaatti!)
Poistetaan tilat, joita ei voi saavuttaa alkutilasta, sekd yhdistetasin lopputilat (mi-
nimointialgoritmin mukaan).

Kuva 3.2: Lopputulos: minimaalinen deterministinen MIU-automaatti.

A o

(D=0 ©

29
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