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3.4.3 e-automaatti

Ongelma: Punahilkkapeli

Punahilkka haluaa vierailla Mummonsa luona. Metséssa risteilee useita polkuja,
joista osaa voi kulkea vapaasti, mutta osaa vartioi peikko. Peikot vaativat lapipaa-
systa tullia yhden piparkakun — joko tdden- tai syddmenmuotoisen mieltymyksensé
mukaan. Aiti on kuitenkin antanut Punahilkalle vain yhden tihtipiparkakun. Miten
pitkille Punahilkka padsee? Entd yhdelld sydédnpiparkakulla?
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Kiltti susi kutsuu Punahilkan pesdinsé ja tarjoaa yhden sydanpiparkakun. Nyt Pu-
nahilkka padsee Mummolaan, mutta miten hin péisee takaisin kotiin?
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e-automaatti

e Ajrellisten automaattien mallin laajennus

e Epiddeterministinen darellinen automaatti, jossa sallitaan e-suirtymdt ts. siir-
tymaét tyhjalla merkkijonolla

e Hyddyllinen tyokalu monimutkaisten jarjestelmien suunnittelussa!

e Voidaan kiyttad automaattien yhdistamiseen: L(M;) | L(M2) (kielten yhdis-
te), L(M;)L(M2) (kielten katenaatio), (L(M;))* (kielen sulkeuma)

e Vastaa sddnnollisissa lausekkeissa esiintyvaa tyhjaa merkkijonoa e

e Huom! Kaikki, mikd voidaan kuvata e-siirtymien avulla, voidaan kuvata il-
mankin!

Formaali méirittely

Madritelmd: e-automaatti on viisikko M = (Q, X, 4, qo, F'), missé siirtyméafunktio §
on kuvaus

§:Qx (ZU{e}) = P(Q)

e Tilanne (g, w) voi johtaa suoraan tilanteeseen (¢',w")

(¢, w) (¢, w'),
M
jos
(i) w=oaw' (a € X)jaq €d(ga);tai
(il) w =w' ja ¢' € §(q,€)
e Muut méaaritelméit kuten tavallisilla epddeterministisilla dérellisilla automaa-

teilla

e Lemma: Olkoon A = L(M) jollakin e-automaatilla M. Téll6in on olemassa
myo0s e-siirtyméaton epideterministinen automaatti M , jolla A = L(J/M\ ).
Todistus: Olkoon M = (Q, %, 6, qo, F) jokin e-automaatti. Automaatti M toi-
mii muuten kuten M, mutta simuloi kunkin askelensa yhteydessda myos kaikki
M :n mahdolliset e-siirtymét.

Formaalisti:

M\: (Q;E;&CIoaﬁ);
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Q a

O—=0

N
00
Kuva 3.3: Kielen {aa, ab} tunnistava e-automaatti.

missa

0(g,0) = {d' € QI (a,0)"(d,)};

o { FU{q}, jos (q€)F"(gr,€) jollain ¢f € F; o

M
F, muuten.

3.4.4 e-siirtymien poisto
e Muodosta siirtymi ¢ —% aq’, jos (¢, a)-*(¢', €)
M
esim. q:%ifh f,CI'
e Lisidd alkutila gy lopputiloihin, jos (qo, €)F-" (g, €) (g5 € F)
M
: € €
esim. C]O_,Ch_,(]f

e Intuitiivisesti: seuraa kaikkia ¢:sta lahtevid polkuja, jotka sisdltdvit a:n, kun-
nes vastaan tulee jokin epatyhji merkki (toinen a tai b). Kaikki matkan var-
rella olleet tilat ovat tilan ¢ seuraajia a:lla.

e Uusi (joukkoarvoinen) siirtyméfunktio 6(g,a) saadaan mekaanisesti kolmessa
vaiheessa. Olkoon S(g,a) ¢:n a-sulkeuma merkilld a (ts. tilat, joihin padsee
a:lla, s.e. polulla saa liséiksi esiintyi e:ia). S(g, €) on siis ¢:n e-sulkeuma (tilat,
joihin pédsee e:eilla). Huom! ¢ € S(q, €) Vq.

1. Laske S(q,€) = {¢'|(g,€)F"(¢',€)}; /* mihin péadsee pelkilld e:eilla g:sta
* Y

2. Laske S(gq,a) = S(S(q,€),a); /* mihin 1. askeleen tulosjoukosta pédsee
a:lla */
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3. S(g,a) := S(S(q,a),¢€); /* Lisaa viela ne, joihin 2. askeleen tulosjoukosta
pédsee e:eilla */
return S(q, a);

Kuva 3.5: Vastaava e-siirtyméaton epadeterministinen automaatti M. Trralliset tilat
2, 5 ja 6 katoavat (sulautuvat tilaan 1).

e Huom! muodostettavissa e-automaateissa aina yksikasitteiset alku- ja loppu-
tilat.
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3.4.5 Lausekeautomaatit

Maiaritellaan vield yksi dérellisten automaattien laajennus: lausekeautomaatti:

Madritelmd: Merk. REy, = aakkoston Y sddnndllisten lausekkeiden joukko. Lause-
keautomaatts on viisikko

M = (Q72a5> quF)a
missé siirtyméafunktio § on darellinen kuvaus
(SQXREE—)P(Q)

(so. 6(g,r) # 0 vain dérellisen monella parilla (¢,7) € @ x REy).

e Yhden askelen tilannejohto méaaritelldan:
(¢, w) = (¢, ')
M

jos on ¢’ € 6(gq,r) jollakin sellaisella 7 € REy, ettd w = zw’, z € L(r). Muut
madritelméit samat kuin e- epddeterministiselld automaatilla

e esim. Automaatti, joka tunnistaa kielen L(M) = {(iso |Jpaksu) kissa soi
hiiren (ja vield yhden hiiren)*. Nyt

(qo, isokissa) - (q1, kissa)
M

. iso U paksu kissa s0i hiiren
_—
ja viela yhden hiirer

Kuva  3.6: Lausekeautomaatti, joka  tunnistaa kielen  L(M) =
{iso |Jpaksu) kissa s6i hiiren (ja viela yhden hiiren)*.
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3.5 Adrelliset automaatit ja sidinnolliset kielet

e (Osoitetaan seuraava tulos:
Kieli on sdannollinen < Kieli voidaan tunnistaa darelliselld automaatilla.

e Todistuksen idea:

1. Kieli L(r) on sédénnéllinen = L(r) voidaan tunnistaa &érelliselld auto-
maatilla M:

— Muodostetaan sddnnollisté lauseketta r vastaava e-automaatti
— Télloin on olemassa vastaava e-siirtyméton epadeterministinen au-
tomaatti
— Haluattessa epiddeterministinen automaatti voidaan viela determini-
soida (ja minimoida)
2. Kieli L(M) voidaan tunnistaa &direlliselld automaatilla M = L(M) on
sdannollinen kieli:

— Tarkastellaan ddrellisten automaattien laajennosta, lausekeautomaat-
teja — jos viite patee lausekeautomaateille, se piatee myos tavallisille
aarellisille automaateille (jotka ovat niiden erikoistapaus)

— Redusoidaan lausekeautomaatti korkeintaan 2-tilaiseksi automaatik-
si, josta voidaan lukea suoraan vastaava sadnnéllinen lauseke

e Lause: Jokainen sdidnnollinen kieli voidaan tunnistaa aarellisella automaatilla.
Todistus:

— Muodostetaan mielivaltaista sdannollista lauseketta r vastaava e-automaatti
M,, jolla L(M,) = L(r) (ks. kuva)

— M, :std voidaan poistaa e-siirtyméit edellisen lemman mukaisesti, ja tar-
vittaessa voidaan syntyvi epddeterministinen automaatti determinisoida
alemmin esitetyn konstruktion avulla. O
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r=sUt: e T~

Kuva 3.7: Lauseketta r vastaavan e-automaatin M, muodostaminen.



68 LUKU 3. SAANNOLLISET KIELET JA AARELLISET AUTOMAATIT

e Lause: Jokainen aéarellisella automaatilla tunnistettava kieli on sddnnollinen.
Todistus: Osoitetaan, ettd jokainen lausekeautomaatilla tunnistettava kieli on
saannollinen.

Idea: Redusoidaan lausekeautomaatti s.e. siitd voidaan lukea vastaava sian-
nollinen lauseke:

— Yhdistetaan M:n lopputilat yhdeksi e-siirtymilla (ks. kuva)
— while (muita kuin alku- ja lopputiloja) {

+ valitse ¢, ¢ # o, ¢ # 45 (qr € F)

* poista g reitiltd ¢; — ¢ — ¢; ¢; = g edeltdjatila ja ¢; = ¢:n seu-
raajatila) reduktiosdénnéilla (muista kiyda lapi kaikki ¢:ta siséltéavit
polut!)

* yhdista rinnakkaiset siirtymét

Kuva 3.8: Lausekeautomaatin lopputilojen yhdistdminen.
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(@):
OO0 (o))
qi = qi qj

(i1): +
(o) @ 3 (o )—(o)
q; q = i q;

Kuva 3.9: Tilan poistaminen lausekeautomaatista.

r

ORI OO

S

Kuva 3.10: Rinnakkaisten siirtymien yhdistdminen lausekeautomaatissa.

— Tiivistyksen péaattyessd jiljelld olevaa enintddn 2-tilaista automaattia
vastaava sadnnollinen lauseke muodostetaan kuten kuvassa

(@): r
..
(ii): 1 v r3
) "
- = Q/_\© = rira(rs Urarirs)*
N 7

Kuva 3.11: Sdannollisen lausekkeen muodostaminen redusoidusta lausekeautomaa-
tista.
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e Esimerkki:

aa

b
=
G2
ab ‘ ba
aaUb
o % = — = (aa Ub)(ba)* (bbU a)
-
C/ bhUa C/
ab ba ab
ab @] = * *
= (aa U b)(ba)*(bb U a) (ab @] (aa @] b)(ba) (bb U a))

Kuva 3.12: Esimerkki: sdannollisen lausekkeen muodostaminen &aarellisestid auto-
maatista.
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3.5.1 Hauska lisatieto: Saannollisen kielen sulkeumaominai-
suudet

Automaattien avulla voidaan osoittaa seurava tulos:

Lause: Olkoon L ja L, sdannolisia kielid. Talloin myos

—_

. L1 Ly (kielten yhdiste)

[\)

. L1 Ly (kielten leikkaus)

w

. L1 Ly (kielten katenaatio)
4. Ly = ¥*\ L; (kielen komplementti)

5. (L1)* (kielen sulkeuma)

=2}

. (L1)® (kéisinteiskieli, jossa kaikki L;:n sanat on kirjoitettu takaperin)

ovat saannollisia.

Todistus: Harjoitustehtava!

Esim.

Kuva 3.13: Automaatti M, joka tunnistaa kielen L(M) = {w €
{a, b}*|w sisdltdd merkkijonon bab}.
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a b a,b

@ @ ()
LN

Kuva 3.14: Komplementtiautomaatti M, joka tunnistaa kielen L(M) = {w €
{a, b}*|w ei sisilld merkkijonoa bab}.

3.6 Saannollisten kielten rajoituksista

e Minki tahansa aakkoston formaaleja kielid (paiatosongelmia) on ylinumeroi-
tuva maard, mutta sddnnollisia lausekkeita vain numeroituva maard = kaikki
kielet eivit voi olla sddnndéllisia

e Perusrajoitus: adrellisilla automaateilla on vain rajallinen “muisti”
e Adrelliset kielet ovat aina siinnollisii
e Milloin on ddreton kieli sdénnollinen?

— oltava jokin toistuva rakenne (sulkeuma)

— vastaavassa automaatissa silmukka

e Esim. tasapainoisten sulkujonojen muodostama kieli Lyqen = {(¥)* | k& > 0}
ei ole sdannollinen, eli sité ei voi tunnistaa direlliselld automaatilla.

)
R I
) ) ) )

a)

( ( (

) ) )
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— tunnistaa tasan n sulkuparia sisdltavin merkkijonon

— entd jos enemmaén tai vihemmaén sisdkkaisia sulkuja?

— esim. @' € Lyateh, "' € Liaten, mutta automaatti ei tunnista niiti

Enté kieli {a*b* | k > 0}*?

= ei voida tunnistaa #déarelliselld automaatilla (eikd siten myo6skddn mv. arit-
meettisia lausekkeita)

“Pumppauslemma” formalisoi tdmén rajallisen muistin idean

Idea: mitd tahansa annetun sddnnoéllisen kielen riittdvin pitkdd merkkijonoa
voidaan “pumpata’” keskeltd, ilman etté kielen tunnistava darellinen automaat-
t1 huomaa muutosta

Lemma|Pumppauslemmal: Olkoon A sddnnollinen kieli. Talloin on olemassa
n > 1s.e. miki tahansa z € A, |z| > n, voidaan jakaa osiin z = vvw, |uv| < n,
lv| > 1, ja uv'w € A kaikillai =0,1,2,...

Todistus:

— Olk. M jokin A:n tunnistava deterministinen direllinen automaatti ja n
= M: tilojen maara.

— Tarkastellaan automaatin lapikdymié tiloja sen tunnistaessa merkkijonoa
z €A, |z|>n:

*

Koska |z| > n = taytyy kulkea jonkin tilan kautta (ainakin) kaksi
kertaa (itse asiassa jo x:n n:84 ensimmaéistd merkkis kisitellessiéin)

Olk. g ensimmainen tila, jonka automaatti toistaa x:44 késitellessaén.

Olk. v = M :n késittelema z:n alkuosa sen tullessa ensimmaéisen ker-
ran tilaan ¢

Olk. v = se osa x:std u:n jalkeen jonka M Kkésittelee ennen ensim-
maistd paluutaan ¢:hun, ja

w = loput x:sté
Talléin on |uv| < n, |v| > 1, ja wv'w € A kaikillai =0,1,2,... 0O

Kuva 3.15: Merkkijonon z = uvw € A pumppaus.
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Huom! Pumppauslemma on kiinnostava vain direttomille kielille. (Airellisille
kielille, jotka kaikki ovat sadnnollisia, voidaan valitan = max{|z| | z € L}+1,
jolloin ei ole olemassa yhtdén = € L s.e. |z| > n)

Esim. Vaite: Sulkulausekekieli
L = Liaten = {(k)k | k> O}

on epasadnnollinen.
Tod.: Vastaoletus: L on sddnnoéllinen. = 3 jokin n > 1, jonka pituisia L:n
merkkijonoja voidaan pumpata.

Valitaan z = (")", jolloin |z| = 2n > n. Lemman mukaan x voidaan jakaa
pumpattavaksi osiin z = vvw, |uv| < n, |v| > 1; siis on oltava

u=(v=0,w= ("), missii<n—1,j>1

Mutta esimerkiksi “0-kertaisesti” pumpattu merkkijono uv®w = (*("~0+))" =
(") ei kuulu kieleen L. Ristiriita. Siten L ei voi olla sdéinnéllinen. O

Pumppauslemmaa kiiytetiiin siis epdsddannéllisyyden osoittamiseen (Jos fin >
1se (Vzr e Alx|>n3jako z = wow, |uv| < n, [v| > 1, jolla Vi = 0,1, ...
uv'w € A), niin A ei ole sdéinnéllinen < Jos Vn > 1se. dz € A |z| > n V
jaoille z = wvw, |uv| < n, |v| > 1 pétee 3i = 0,1, ... uv'w ¢ A, niin A ei ole
saannollinen. )

Huom: Pumppauslemma ei sano, ettd voimme valita u:n ja v:n haluamallamme
tavalla!

Todistusstrategia: Valitaan tarkasteltavan jonon pituudeksi esim. 2n, jossa
ensimmaiset n merkkid muodostavat uv:n, muttei kiiinnitetd tarkkaan ottaen
miten

Esim. Viite: L = {a*b'ck*! | k,1 > 0} ei ole sddnndllinen.

Tod.: Vastaoletus: L on sddnnéllinen = dn > 1, jonka pituisia merkkijonoja
voidaan pumpata. Valitaan z = a™b'c"*!, jollakin I > 0. Nyt |z| = 2n+2] > n.
Koska |uv| < n, uv koostuu vain a-merkeista ja m = |v| > 1. Talléin uv’w =
a™™blc" ! ¢ L. Ristiriita. Siten L ei voi olla

saannollinen. O

Esim. 2: Viite: L(a™b"c™ ™ ei ole sddnnollinen.

Tod: Tarkastellaan merkkijonoja, joiden pituus vahintddn n = k + [. Valitaan
x = a*bl* x| = 2k + 21 > n. Nyt osa uv koostuu z:n korkeintaan k + [:sté
ensimmaéisestd merkistd (sisdltdd vain a:ta ja mahd. b:td) ja v:n olt. vdhintdan
1-merkkinen. Kaksi jakovaihtoehtoa:
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l.u=da, v =a"", w=b"Jc" missi i # k tai j > 0. Tilléin 0-
kertaisesti pumpattu jono on uv’w=a’b'=7c**! joka kuuluu kieleen vain
jos, © =k ja 7 = 0, miki ei mahd.

2. u=a",v="V,w=>0"Ic" missi j > 1. www = a*bib Ikt =
akb'=Ickt! joka kuuluu kieleen vain, jos 7 = 0, miké ei mahd.

= Kieli ei siis sdannollinen.

e Esim. 3: Viite: Kieli L,, = {1?|p on alkuluku} ei ole sd&nnoéllinen.

Tod.: Vastaoletus: Ly, on saannollinen = 3 jokin n > 1, jota pitempid Ly,:n
merkkijonoja voidaan pumpata.

Valitaan x = 1P, jollakin alkuluvulla p > n + 2. Pumppauslemman mukaan
r = wow,|uw| < n,m = |v| > 1. Nyt |uwP"™w| = |uw| + (p — m)|v| =
p—m+(p—m)m = (m+1)(p—m). Taméa on yhdistetty luku, koska m+1 > 2
jap—m>n+2-—m>2 (silld m = |v|] < Juww| < n). Siis wv?""w ¢ Ly,
Ristiriita. O
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3.7 Ekskursio: Saannollisten kielten sovelluksia

3.7.1 Hahmontunnistus

Tavoite: halutaan 10ytda tekstistd y hahmo z. Edelld tutustuimme jo yhteen ta-
paan ratkaista timéa ongelma darellisten automaattien avulla. Laadimme &érellisen
automaatin, joka tunnistaa hahmon x. Jos haluamme lisdksi sanan x sijainnin merk-
kijonossa, tiytyy lisitd laskuri, joka pitda kirjaa luetuista merkeistd (siirtymista),
kunnes hahmo tunnistettu.

Ajrellisii automaatteja voidaan kiyttis toisellakin tapaa hahmon tunnistukseen.
Muodostetaan #irellinen automaatti tekstin y suffikseista. Automaatin kuhunkin
kaareen (siirtymédn) liittyy seké kirjain ettd numero. Kunkin siirtymén yhteydessa
katenoidaan kaaren kirjain luettujen merkkien jonoon. Lisiksi kasvatetaan sijainti-
laskuria siirtymén ilmoittamalla askelméérélld. Tuloksena saadaan pari (p, i), missé
p on suffiksi 7 kertoo sen sijainnin (montako merkkid luettava tekstin alusta, jotta
kyseinen suffiksi 16ytyy).

Téllainen suffiksiautomaatts toimii itse asiassa tekstin hakemistorakenteena, jonka
avulla voidaan etsid mika tahansa merkkijono tekstisté.

Muistathan myés, ettd sadnnollisilld lausekkeilla voidaan helposti kuvata etsittavia
hahmoja, esim. tiedon haussa. Vastaava hakukone voidaan toteuttaa &arellisend
automaattina.

3.7.2 Viestinvalitysprotokollat aarellisind automaatteina

My6s erilaisia protokollia voidaan kuvata &direllisind automaatteina. Télla tavalla
voidaan esimerkiksi verifioida, ettd jokin viestinvilitysprotokolla toimii oikein.

Tarkastellaan yksikertaista AB (alternating bit)-protokollaa, jossa ldhettéjaproses-
si S ja vastaanottajaprosessi R kommunikoivat vuorosuuntaisen kanavan kautta.
Vuorosuuntaisessa kanavassa viesteja saa lihettdd vain yhteen suuntaan kerrallaan.
Kanava voi hukata tai viaristdd sanomia, mutta viestien jarjestys siilyy eikd kanava
monista sanomia.

Koska kanavassa on kerrallaan vain yksi viesti, riittdd viestien esittdmiseen kaksi
bittid, 1 ja 0. Lahettdja yrittdd esnsin ldhettdd viestin d0 ja jos se saa siitd kuit-
tauksen a0, se siirtyy lahettdméan viestid d1. Jos se saa d1:stakin kuittauksen al, se
voi lahettda taas viestin, jota merkitddn d0:1la jne. Lahettdjd ei kuitenkaan ldhetd
uutta viestid ennen kuin se on saanut edellisestd kuittauksen. Jos kuittausta ei kuu-
lu tietyn ajan ¢ kuluessa se ldhettdd viestin uudestaan. Vastaanottaja puolestaan
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lukee kaikki kanavasta tulevat viestit ja ldhettdd niistd kuittauksen, mahdollisesti
useaankin kertaan (jos sama viesti tulee useita kertoja).

Lahettdjdn ja vastaanottajan toiminta voidaan kuvata seuraavanlaisina epadeter-
ministising (e-) automaatteina.

Sender: Receiver:
v d1 @ di
i —
- Sl al 9
al,e
t do, ¢ di,e do d1

_—
a0
do
do

3.7.3 Leksikaalinen analyysi

Leksikaalinen analyysi on kiddntédjén osa, joka jakaa ldhdekoodin loogisesti yhteen-
kuuluviin osiin (tokens). Téllaisia osia voivat olla esimerkiksi varatut sanat, tun-
nisteet, ym. Leksikaalinen analysaattori voidaan toteuttaa esim. UNIX-komentojen
lex ja flex (edellisen GNU-versio) avulla. Lex- ja flex-komento saavat syotteeniain
listan sddnndollisistd lausekkeista sekd ohjeet, mitd tehdé vastaavan osan kohdalla,
ja tuottavat tdméan pohjalta leksikaalisen analysaattorin kyseisille sdannoille.

Syote voisi olla esimerkiksi seuraavanlainen:

else {return(ELSE); }

[A-Za-z|[A-Za-z0-9]* {code to enter the found identifier in the symbol table;
return(ID); }

>= {return(GE);}

= {return(EQ); }

Huom! Tiéllaisessa méadrittelyssd varattu sana “else” tdsméid myos tunnisteen ku-
vaukseen. Ongelma voidaan ratkaista antamalla sd&nngille prioriteetijérjestys: vali-
taan ensimmaéinen lauseke, johon merkkijono tasmaa.
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3.7.4 Luonnollisen kielen esiprosessointi

Luonnollisen kielen ymmaértadminen tai tiedon eristdminen tekstistd (joka ei pyri-
kddn koko tekstin ymmaértdmiseen, vaan etsimaén siitd ainoastaan haluttua tietoa)
on hyvin haastava tehtdvi, johon sdannélliset kielet eivét riitd. Niitd voidaan kuiten-
kin kiyttad apuna tekstin esiprosessoinnissa samaan tapaan kuin ohjelmointikielen
leksikaalisessa analyysissa.

Erés ldhestymistapa on muodostaa transduktori (engl. transducer), joka on erdénlai-
nen uudelleenkirjoitava ddrellinen automaatti. Laajennetaan esimerkiksi lausekeau-
tomaattia siten, ettd jokaisen siirtyméan yhteydessi automaatti sekd lukee merk-
kijonon ettd korvaa sen jollain toisella merkkijonolla (tai tyhjalld merkkijonolla).
Tiéllaisella transduktorilla voidaan esimerkiksi lukea pois turhat tdytesanat (kuten
englannin artikkelit), tunnistaa prepositiot (esim. korvataan symbolilla PRFE) tai
keksid heuristiikka erisnimien tunnistamiseen (korvataan sovitulla symbolilla).

Alla esimerkki transduktorista, joka pyrkii erottamaan (englanninkielisesté) lausees-
ta substantiivilmaukset (noun phrases), jotka ovat muotoa [(d)a * n+], missi d on
artikkeli, a on adjektiivi ja n on substantiivi. (Huom! Sanaluokat on siis jo tunnis-
tettu jollain tapaa.)

Sigtm: Tadn{}

Kuva 3.16: Transduktori, joka kirjoittaa sulut kaikkien tunnistamiensa substantii-
vilausekkeiden ympérille.



