Luku 4

Kontekstittomat kielet ja
pinoautomaatit
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e Kuten edelld néhtiin, esim. tasapainoisten sulkulausekkeiden muodostama kie-
li

Liaten = {(*)* | k£ > 0} ja
if-else-parien muodostama kieli
Lij—eise = {iffelse’|l < k}

eiviit ole saannollisia (Pumppauslemma)

7
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e Mutta niita kielid voi kuvata kontekstittomilla kieliopeilla

o Kuten edelld sdannollistiad kielid tunnistava kone oli dérellinen automaatti,
kontekstitonta kieltd tunnistava kone on pinoautomaatts

4.1 Kontekstittomat kieliopit ja kielet

e Esim. sulkulausekekielelld ysinkertainen rekursiivinen kuvaus: Merk. S = “mie-
livaltainen tasapainoinen sulkumerkkijono”. Tall6in S on tasapainoinen sulku-
merkkijono, jos

(i) S = e tai
(ii) S on muotoa (S’), missd S’ on tasapainoinen sulkumerkkijono

e Toinen kuvaustapa: seuraavat muunnossddnnot tuottavat tismélleen kielen
Laten merkkijonot symbolista S

(i) S = ¢,
(ii)) S = (5)

e Esim. merkkijonon ((())) tuottaminen:
S = (5) = ((5)) = (((5))) = () = ()

e Kontekstiton kielioppi on muunnossysteemi, jossa kuvattavat merkkijonot tuo-
tetaan korvaamalla erityisid muuttuja- t. vdlikesymboleita annettujen sdanto-
jen mukaan yksi kerrallaan, symbolia ympéardivin merkkijonon rakenteesta
riippumatta

e Merkinnalla
A—)wl\w2| \wk
lyhennetiin

A= wi, A= wy, ... A— wy

e Esim. Yksinkertainen kielioppi tietyille aritmeettisille lausekkeille:

- T | E+4T
— F | TxF
- a | (E).

NN
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Esim. lausekkeen (a + a) * a tuottaminen:

E = T = TxF = FxF
= (E)*xF = (E+T)xF = (L+T)xF
= (F+T)*xF = (a+T)xF = (a+F)xF
= (a+a)xF = (a+a)x*a

Magdritelma: Kontekstiton kielioppi (engl. context-free grammar) on nelikko
G= (V% PS),

missi

e V on kieliopin aakkosto;

e ¥ C V on kieliopin pddtemerkkien joukko; sen komplementti N = V' \ ¥ on
kieliopin wvédlikemerkkien t. -symbolien joukko;

e P C N x V* on kieliopin sddntdjen t. produktioiden joukko;

e S € N on kieliopin ldhtésymboli

Produktiota (A4,w) € P merkitdin A — w

e Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa suoraan merkkijonon +' € V* kieliopissa
G, merk.

!

=
7G7

jos voidaan kirjoittaa vy = aAB3, 7 = awpf (o, B,w € V*, A € N), ja kieliopissa
G on produktio A — w

e Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa merkkijonon 7' € V* kieliopissa G, merk.
:>* !
’)’G Y
jos on olemassa jono V:n merkkijonoja o, v1,--- ,7n (n > 0), siten etti

!

=YN=V= ... =V =
Y ’YOGFYIG G’Vn Y

e Erikoistapaus: n = 0, 7=G>*fy milld tahansa v € V*
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e Merkkijono v € V* on kieliopin G lausejohdos, jos on S:G>*’y

e G'n lause on pelkistdan paidtemerkeistd koostuva G:n lausejohdos =z € ¥*
e Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli koostuu G:n lauseista:

L(G) = {z €3 | $="x}

Mddritelmd: Formaali kieli L C ¥* on kontekstiton, jos se voidaan tuottaa jollakin
kontekstittomalla kieliopilla

e Esim. Tasapainoisten sulkujonojen muodostaman kielen Lyaien = {(¥)* | & >
0} tuottaa kielioppi

Gmaten = ({5, ()} A{G)} {5 = 65 = (9)},9)

e Esim. Aiemmin tarkisteltujen yksinkertaisten aritmeettisten lausekkeiden muo-
dostaman kielen L.y, tuottaa kielioppi

Gexpr = (V,X, P, E),

missa

<
Il

{E’ T’ F’ a/7 +7 *7 (’ )}7

{a’7 +7 *7 (7 )}7

P = {E-T E—~E+T, T—F T—TxF,
F—a, F— (E)}.

\g|

Toinen kielioppi kielen Leyp,: tuottamiseen on

G,..,= V.5, PE),

expr

missi
V {E7 a” +’ *’ (1)}’
Z = {U/, +7*5(7)}5
P {E—>E+E,E—>E*E,E—>a,E—>(E)}
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e Esim. (~ Orponen teht.44) Tarkastellaan suomen kielen virkettd, joka koos-

tuu yksinkertaisesta padlauseesta + 0 tai useammasta sisikkiisestd relatiivi-
lauseesta:

Lo = {subj( joka pred attr obj)* pred attr obj}

Téllaisia virkkeitd voidaan tuottaa esim. seuraavilla kontekstittoman kieliopin
Gre s8annoilla:

(Esitetaan yksinkertaisuuden vuoksi sd&nnét merkkijonoilla)

VIRKE — SUBJ SL PRED ATTR OBJ

SL — joka PRED ATTR OBJ SL | €

SUBJ — poika | tytto | janis | susi | peikko

PRED — pelkisi | metsisti

ATTR — suurta | pientéd | vihaista | hirmuista | arkaa
OBJ — poikaa | tyttod | janista | sutta | peikkoa

Kieleen kuuluvat mm. seuraavat virkkeet:

— poika joka metsisti sutta joka pelkisi peikkoa joka pelkisi suurta tyttoa
pelkési hirmuista jénista

— tytto joka metsisti arkaa poikaa pelkési vihaista janisté

Vakiintuneita merkintatapoja

Vilikesymboleita: A, B,C,...,S,T

Paidtemerkkeja: kirjaimet a,b,c, ... ,s,t;
numerot 0,1,...,9;
erikoismerkit; lihavoidut tai alleviivatut varatut sanat (if, for, end, ... )

Mielivaltaisia merkkejéd (kun vilikkeitd ja padtteitd ei erotella): X,Y, Z
Péadtemerkkijonoja: u, v, w, x,y, 2

Sekamerkkijonoja: «, 3,7, ... ,w
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e Kielioppi esitetddn usein pelkkdné sddntdjoukkonas:

A1 — W11 | e | Wik,
AQ — W9 | e | Wk,
An = wm | o0 | Wk,

e Tilloin padtelladn vilikesymbolit edellisten merkintdsopimusten mukaan tai
siitd, ettd ne esiintyvit sddntéjen vasempina puolina; muut esiintyvat merkit
ovat paidtemerkkeji

e Lihtosymboli on talloin ensimmdisen sddnndén vasempana puolena esiintyva
valike; tassa siis A;

4.1.1 Saannolliset kielet ja kontekstittomat kieliopit

¢ Kontekstittomilla kieliopeilla voidaan kuvata joitakin ei-sdannéllisié kielid (esi-
merkiksi kielet Lmatch ja Lexpr)

e Osoitetaan, ettd myos kaikki sddnnolliset kielet voidaan kuvata kontekstitto-
milla kieliopeilla

o Kontekstittomat kielet ovat siten sddnnollisten kielten aito yliluokka

tyyppi 2
kontekstittomat kielet

tunnistus:
IRQautomaatti

tyyppi 3
sadannoOlliset kielet

tunnistus:
adrellinen automaatti

aarelliset
kielet
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4.1.2 Oikealle ja vasemmalle lineaariset kieliopit

Mdaritelmd: Kontekstiton kielioppi on oikealle lineaarinen, jos sen kaikki pro-
duktiot ovat muotoa A — € tai A — aB, ja vasemmalle lineaarinen, jos sen
kaikki produktiot ovat muotoa A — € tai A — Ba

Osoittautuu, ettd sekd vasemmalle etté oikealle lineaarisilla kieliopeilla voi-
daan tuottaa tdsmaélleen sdénnolliset kielet

= lineaarisia kielioppeja nimitetdin myo6s yhteisesti sadnndllisiks: kieliopeiksi

Todistetaan téssé viite vain oikealle lineaarisille kieliopeille:

Lause: Jokainen séddnnéllinen kieli voidaan tuottaa oikealle lineaarisella kieliopilla.
Todistus: Olkoon L aakkoston X sdénnollinen kieli, ja olkoon M = (Q, X%, 6, qo, F)
sen tunnistava (deterministinen tai epadeterministinen) dérellinen automaatti. Muo-
dostetaan kielioppi Gy, jolla on L(Gy) = L(M) = L.

e (jr:n paidteaakkosto = M:n syoteaakkosto X
e G vilikeaakkostoon otetaan yksi vilike A, kutakin M:n tilaa ¢ kohden.

e G 1ahtésymboli on A,

e Gj;:n produktiot vastaavat M:n siirtymié:

(1) kutakin M:n lopputilaa ¢ € F kohden kielioppiin otetaan produktio A, —
€

(ii) kutakin M siirtym#i ¢ — ¢' (so. ¢’ € §(g, a)) kohden kielioppiin otetaan
produktio A, — aAy

e Tarkastetaan konstruktion oikeellisuus:
— Merk. A, :sta tuotettavien padtejonojen joukkoa
L(A)) ={z € X" | Aqg;*x}
— Induktiolla merkkijonon z pituuden suhteen voidaan osoittaa, ettd kai-

killa ¢ on
xz € L(Ay) & (¢,2)F"(gy,€) jollakin ¢f € F
M
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— Erityisesti on siis
L(Gu) = L(Ag) = {z €% | (20, 2)-"(ar,¢)
jollakin ¢ € F'}
= L(M)=L. Qo

Esim.

ma,b mb
O
E——
Kuva 4.1: Yksinkertainen aarellinen automaatti.

Automaattia vastaava kielioppi on:

A1 — (J,Al‘bA1|bA2
AQ — G‘bAQ

Lause: Jokainen oikealle lineaarisella kieliopilla tuotettava kieli on sddnnollinen.
Todistus: Olkoon G = (V, %, P, S) oikealle lineaarinen kielioppi. Muodostetaan kie-
len L(G) tunnistava epddeterministinen dérellinen automaatti Mg = (Q, %, 6, gs, F)
seuraavasti:

e Mg tilat vastaavat G:n vilikkeita:

Q={qa| A€V -%}

Mg:n alkutila on 1dhtésymbolia S vastaava tila ¢g

Mg:n syoteaakkosto on G:n paidteaakkosto X

Mg:n siirtyméfunktio § jiljittelee G:n produktioita siten, ettd kutakin produk-
tiota A — aB kohden automaatissa on siirtymi g4 — ¢p (so. ¢ € §(qa, a))

Mg lopputiloja ovat ne tilat, joita vastaaviin vilikkeisiin liittyy G:ssd e-
produktio:

F={ga€Q|A—ecP}

Konstruktion oikeellisuus voidaan jilleen tarkastaa induktiolla G:n tuottamien
ja Mg:n hyviksymien merkkijonojen pituuden suhteen. O
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Esimerkkeja

Esimerkkeja saannollisisté lausekkeista ja vastaavista kontekstittomista kieliopeista:

1. Lauseke: a*
Kielioppi:S — aS|e

2. Lauseke: a™ = aa*
Kielioppi: S — aS|a

3. Lauseke: (aa)*
Kielioppi: S — aSale
(merkkijono koostuu vain parillisesta maérésta a:ta)

4. Lauseke: (b*ab*ab*)*
Kielioppi:
S — BaBaBS|e
B — bBle
(merkkijono sisiltaa parillisen néérén a:ta, liséksi saa olla b:td missd tahansa)

5. Lauseke: (OUJ1U...U9)(0ULIY..-U9)*
Kielioppi:
S — DN
N — DNle
D — 0[1]...|9
(vahintddn yhdestd digitistd koostuva numero)
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4.2 *Ekskursio: Kasvikieliopit (Lindenmayer Systems)

Esimerkki 1 Olkoon symbolit ¥ = {SIEMEN,SIRKKALEHDET, LEHDET,
VARSI, NUPPU,PUNKUKKA,SINKUKK A}. Kukkaketo voidaan nyt esittaa
>*:n merkkijonona. Kukin kasvi kehittyy seuraavien sdidntéjen mukaan:

SIEMEN — SIRKKALEHDET
SRKKALEHDET — LEHDET | VARSI
LEHDET — VARSI

VARSI — NUPPU | LEHDET

NUPPU — PUNKUKKA | SINKUKKA
PUNKUKKA — SIEMEN | SIEMEN SIEMEN |e
SINKUKKA — SIEMEN | SIEMEN SIEMEN |e

missé € kuvaa kasvin kuolemaa (se katoaa kylvimatta edes siemenid).

Kyseessé on kontekstiton kieliopps, silld sddnndn seuraus madrdytyy ainoastaan edel-
tavin symbolin perusteella (jos useita vaihtoehoisia seurauksia, niin valitaan jokin
niisté).

Esimerkki 2 Laajennetaan symbolijoukkoa: Y9 = X |J{PAIV A, YO} ja méiritel-
la4n uudet sddnnot:

SIEMEN — SIRKKALEHDET
SRKKALEHDET PAIVA— LEHDET | VARSI
LEHDET PAIVA— VARSI

VARSI PAIVA— NUPPU | LEHDET

NUPPU YO— PUNKUKKA | SINKUKKA
PUNKUKKA — SIEMEN | SIEMEN SIEMEN |e
SINKUKKA — SIEMEN | SIEMEN SIEMEN |e
PAIVA — YO

YO — PAIVA

Nyt kukat kasvavat vain péivisin, mutta kukat aukeavat vain 6isin. Tama kieliop-
pi on kontekstillinen, silli myGs symbolin konteksti (ympéristotekijat) vaikuttavat
sddnnon seuraukseen.
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L-jarjestelmét ~ yksinkertaistettu abstrakti kielioppi, jonka tuottama kieli
kuvaa kasvien (tms. elollisten organismien) kasvua ja kehitysta

alkujaan botanisti Aristid Lindenmayerin kehittdma matemaattinen malli, jol-
la voi ennustaa kasvien kasvua

sittemmin kiytetty keinotekoisten organismien luomiseen ja kaikkeen mahdo-
liseen!

L-jéarjestelmé tuottaa vain kieliopin mukaisen merkkijonon — voidaan tulkita
graafisena kuvana

muistuttavat fraktaaleja, mutta eivat valttaméatta fraktaaleja

Yleinen idea: jokaisella aika-askelella merkkijonon symboli lavennetaan naa-
purisymbolien ja ehtoihin sopivan siddnnon perusteella (voi pysyéd ennallaan-
kin) <> soluautomaatti, jossa kukin hilan (vektorin, 2- tai useampiulotteisen
taulukon) solu on dérellinen automaatti

Leikkaavat Chomskyn hierarkian kaikkia luokkia:

— voivat noudattaa sdanndllisen kielen sddntojé, ts. ovat muotoa A — aB
tai A — Ba (muunnoksen tuloksena yksi péaédtesymboli ja yksi vilike-
symboli) tai A — € (“solun kuolema”, symboli katoaa) tai

— kontekstitonta kielioppia, ts. siannét muotoa A — V* (ts. muunnetaan
vain yhta symbolia kerrallaan, riippumatta sen naapureista, muunnoksen
tuloksena voi tulla mitd tahansa vélike- ja paftesymboleja, myos €) tai

— kontekstillista kielioppia, ts. sidnnét muotoa aAf — awf (ts. muunnos
vain tietyssd "kontekstissa”, kun naapureina « ja ()

— rajoittamatonta kielioppia, ts. sdédnnét muotoa w — w' (ts. miké tahan-
sa merkkijono voi muuntua miksi tahansa merkkijonoksi, merkkijonot
voivat sisdltdd niin padte- kuin vilikesymboleja)
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e esim. erddn levimuodon kasvun mallinnus:

— alkuvaiheessa voi olla kahdenlaisia soluja, merk. A ja B (aksioomat”)

— saannot:
A— AB
B— A

— esim. AB = ABA = ABAAB = ABAABABA (3 aika-askelta)

e yksinkertaisimmat L-jirjestelmét ns. DOL-jirjestelmid (kontekstiton ja deter-

ministinen L-jérjestelmé)

esim. 2: saannot:
A—CB

B— A

C — DA
D—C

— lahtGkohta: mikd tahansa aakkoston sallittu “siemen” (lahtGsymboli)
— esim. A= CB = DAA= CCBCB = DADAADAA

esim. 3: Puurakenteen muodostaminen:
A — C[B]D

B— A

cC—-C

D — C(E)A

E—D

— tulkitaan hakasulut haarana vasemmalle ja tavalliset sulut haarana oi-
kealle

— esim. A = C[B]|D = C[A|C(F)A (2 aika-askelta)

— puuna:
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e Sovellus (WH): muodostetaan kukkaketoa grafiikkaohjelmalla, joka noudattaa

seuraavia saantoja:

SIEMEN — SIRKKALEHDET|VVARSI|OVARSI| KV ARSI

VV ARSI - VLEHTI|VNUPPU (satunnainen véri)

OV ARSI — OLEHTI|ONUPPU

VNUPPU - KUKKA

ONUPPU - KUKKA

KNUPPU - KUKKA

KUKKA — SIRKKALEHDET

KV ARSI - VVARSI|OVARSIIKNUPPU|SIRKKALEHDET
|VKIELONV ARSI|OKIELONV ARSI|HAVU

SIRKKALEHTI — VVARSIIOVARSI|KVARSI|LEHDET

VKIELOVARSI —- VKIELO

OKIELOV ARSI —- OKIELO

VKIELO - VMARJAT

OKIELO - OMARJAT

e Kuvaruutu on jaettu soluihin, joita kiydaan lapi jossain jirjestyksessé ja piir-
retdén ko. paikkaan (tai naapurisoluihin) symbolin mahdollinen seuraaja
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