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4.3 Pinoautomaatit

Kuten jo edelld huomasimme, eivit ddrelliset automaatit kykene pitdméan kirjaa
lukemistaan syotemerkeistd. Esimerkiksi sulkulausekkeen tasapainoisuuden tutki-
miseksi meiddn tdytyisi kiyttda jonkinlaista laskuria, jota kasvatetaan aina kun
vastaan tulee alkusulku ’(’ ja vihennetéin, kun kohdataan loppusulku ’)’. Pinoau-
tomaatit ratkaisevat tdman ongelman tarjoamalla kidytt6omme pinon, johon voi
tallettaa symboleja my6hempéd tutkimusta varten.

Pinoautomaatit eivit ole ohjelmoijalle yhta kullanarvoisia apulaisia kuin darelliset
automaatit. Kontekstittonmien kielioppien pohjalta voi ndet suoraan laatia tehok-
kaita ohjelmia. Tastd syystd kisittelemme pinoautomaatteja vain lyhyesti, ikddn
kuin johdatuksena Turingin koneisiin. Pinoautomaatit ovat kuitenkin hy6dyllinen
abstrakti laskennan malli kontekstittomien kielioppien tutkimuksessa ja toisinaan
voi olla helpompi laatia ongelman kuvaava (epiddeterministinen) pinoautomaatti,
kuin laatia vastaava kielioppi.

n el

sy6tenauha: i
nauhapéi:
q1 =q2
ohjausyksikko: —
do —= K
Fy C
A
pino T
(tyonauha): 3

Kuva 4.2: Pinoautomaatti.

e Pinoautomaatti on direllinen automaatti, johon on lisdtty yksi mielivaltaisen
kokoinen pino tyénauhaksi

e Ts. automaatti voi lukea ja kirjoittaa vain tyénauhan toista paata (pinon huip-
pua), ja padstikseen lukemaan aiemmin kirjoittamiaan merkkejd sen tdytyy
pyyhkid viimeisin merkki pois

e Tyonauha antaa automaatille “muistin”, jonka avulla voidaan valttda darel-
lisen automaatin (joitakin) rajoituksia. (Huom! Téllainen pinomuisti ei riitd



4.3. PINOAUTOMAATIT 91

esimerkiksi sen tarkistamiseen, onko merkkijonossa yhtd monta a:ta, b:td ja
c:td.)

Madritelmd: Pinoautomaatti (engl. pushdown automaton) on kuusikko
M = (Qa E,F,d, CIOaF)a

missa

@ on tilojen adrellinen joukko;

Y. on sydteaakkosto;

e I' on pinoaakkosto;

d:Qx (XU{e}) x (TU{e}) = P(@Q x (I' U{e})) on (joukkoarvoinen)
siirtymdfunktio;

® gy € Q on alkutila;

e F' C Q@ on (hyviksyvien) lopputilojen joukko

e Siirtyméafunktion

5((]7 g, 7) = {(QI; 71)7 tee (Qk: ”}’k)}

tulkinta: Ollessaan tilassa ¢ ja lukiessaan sy6temerkin o ja pinomerkin v auto-
maatti voi siirtyd johonkin tiloista ¢y, ... , ¢ ja korvata pinon pdallimmaéaisen
merkin jollakin merkeista v, ..., V.

1. Jos 0 = ¢, niin automaatti tekee siirtymén sy6temerkkid lukematta;

2. Jos v = ¢, niin automaatti ei lue pinomerkkid, mutta pistdd uuden merkin
pinon péélle (push(7;));

3. Jos v # € jay; = €, niin luetaan pinosta vy, mutta ei panna uutta merkkii
pinoon (pop(7))

4. Jos sekd v # € ettd 7; # €, niin sekd luetaan pinon paillimédinen merkki
~ ettd kirjoitetaan pinoon ; (ts. pop(7), push(y;))

e Pinoautomaatit ovat siis yleisessa tapauksessa epddeterministisia
e Automaatin tilanne on kolmikko (¢, w, o) € @ x X* x T'*

o Alkutilanne sydtteelld x on kolmikko (g, z, €)
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Tilanne (¢, w, @) ~ automaatti on tilassa ¢, syétemerkkijonon késittelematon
osa on w ja pinossa on ylhdalta alas lukien merkkijono «

Tilanne (g, w, @) johtaa suoraan tilanteeseen (¢',w', '), merk.
(q,w, ) (¢, w', o),
M
josw=ow', a=78,d =6 (lo|, |7, 7] <1), siten ettd
(d,7) € d(g,0,7)
Tilanne (g, w, ) johtaa tilanteeseen (¢',w’, '), merk.
(q,w, )="(¢, w', o),
M

jos on olemassa tilannejono (go, wo, ), - - - 5 (¢n, Wn, ),
n > 0, siten etta

(qa w, O{) = (qu Wy, aO) e 1}\_4 (QTL, W, an) :(q,a ’U),, a,)

M

Pinoautomaatti M hyvdiksyy merkkijonon x € ¥*, jos

(g0, z,€)F"(qr, €, @) joillakin gy € F' ja o € I'*

M

(jos se syOtteen loppuessa on jossakin hyviksyvissd lopputilassa); muuten M
hylkdd x:n

Automaatin M tunnistama kieli on

L(M)={z € 3| (g, €)F"(qr, €, ) joillakin ¢q; € F ja o € T}

M

Ei-siénnéllinen kontekstiton kieli {a*b* | & > 0} voidaan tunnistaa seuraa-

vanlaisella pinoautomaatilla:

missa

M = ({qm q1, 42, q3}7 {CL, b}7 {Aa A}a 57 q0, {qo; Q3})7

6(qo; a, €) {(q1,4)},

6(qi,a,6) = {(q1,4)},

6(q1,0,4) = {(ge,6)},

(g1, 0, 4) = {(as,6)},

6(q2,0,4) = {(a,6)},

0(g2,0,4) = {(as,6)},
) 0

muilla (¢, g, 7).
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Esimerkiksi syotteelld aabb automaatti M toimii seuraavasti:

(QO, aa'bba 6) F (qla a'bb: A) F (q15 bba AA)
[ (Q2; ba A) H (q3a €, 6)'

Koska ¢3 € F = {qo, g3}, on siis aabb € L(M)

Kielen {a*b* | k > 0} tunnistava pinoautomaatti:

t,x‘/f
%byile
/
t,xl/ﬁ

Kuva 4.3: Kielen {a*b* | £k > 0} tunnistava pinoautomaatti, jossa pinoaakkosto on
{A,A}.

Téassa on kiytetty tilasiirtyméikaaviotyyppinen esitys:

e Siirtyméehto muotoa a;,y/v', missi

— automaatti lukee merkkijonosta merkin a; ja
— pinosta merkin ~ seki

— kirjoittaa pinoon merkin /'

e "Push”™operaatio: ei lue pinosta merkkid, mutta kirjoittaa uuden merkin ~'
pinon péélle: a;, /7'

e "Pop”-operaatio: lukee pinon paillimmaéisen merkin 7, mutta ei kirjoita mitdian
pinoon: a;, /€

e jos syotemerkki a; = €, niin siirtymé syotemerkkid lukematta — voi silti lukea

tai kirjoittaa pinomerkkeja!

4.3.1 *Pinoautomaatin muunnos: "tyhjin pinon automaatti”

Maaritellddn seuraavan todistuksen avuksi pinoautomaatin muunnos, jolla ei ole
erillistd hyviksyvaa lopputilaa, vaan merkkijono hyviksytdin missd tahansa tilassa,
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kunhan vain pino on tyhji syStteen loppuessa. (Tavallinen pinoautomaattihan
hyvaksyy syOtteen, jos se on syotteen loppuessa hyviksyvissd lopputilassa, olipa
pinossa mitd tahansa.) Téllaista pinoautomaattia kutsutaan usein “tyhjén pinon
automaatiksi” (empty stach automaton, null stack automaton).

Tyhjan pinon automaatit ovat hyodyllinen apulainen, silld ne tunnistavat td@smdalleen
samat kielet kuin tavalliset pinoautomaatit. (Ks. todistus esim. Hopcroft, Motwani,
Ullman: luku 6.2)

Tavallinen pinoautomaatti | Tyhjédn pinon automaatti
hyvaksyy x:n, jos hyvaksyy x:n jos
(QOawae);*(qfaea Of) (QOaxae);*(Q,ea 6)

gr € F €@

ael™

Esim. Muodostetaan pinoautomaatti, joka tunnistaa virheellisen ohjelmakoodin, jos-
sa if-else-parien lukumagrat eiviat tdsméd. Automaatti hyviaksyy syotteen, jos siind

on enemmén else:ji kuin ifieji.
dse Z| €
if, €z
= 0 1

Kuva 4.4: Tyhjdn pinon automaatti ¢f — else -virheen haivaitsemiseksi.

else Z| €
if, €|1Z
g, g|X
Q else, X| €

Kuva 4.5: Saman kielen tunnistava lopputilallinen automaatti.

Lause: Kieli on kontekstiton, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa pinoautomaatilla.
*Todistuksen idea:
Kaytetadn hyviksi tyhjdn pinon automaatteja. Jos viite péatee tyhjan pinon au-
tomaatille M, se pitee myos ekvivalentille lopputilalliselle pinoautomaatille M’
(L(M) = L(M")).



4.3. PINOAUTOMAATIT 95

1)”"=" Jos kieliopin G kuvaama kieli L(G) on kontekstiton, niin on olemassa tyhjin
pinon pinoautomaatti M, joka hyviksyy kielen L(M) = L(QG).

e Muodostetaan pinoautomaatti, jossa on kaksi tilaa: alkutila S ja hyviksyvi
lopputila F'.

e Aluksi pistetddn pinoon erikoissymboli X (pinon pohja) ja siirrytaén tilaan
F.

e Tamin jilkeen on kaksi vaihtoehtoista askelta:
1. Jos pinon péailla on vilikesymboli C' ja kieliopissa sddnté6 C' — w, niin
korvaa C w:ll4 pinossa (ts. pop(C), push(w)).
2. Jos pinon paalld on péadtesymboli (merk. @), niin lue seuraava syotemerkki
(merk. a'). Jos @ = o, niin lue pinon huippu pois (pop(a)).

e Automaatin siirtymét ovat siis:

1. 6(S,e,¢) ={(F, X)}
2. §(F,e,C) ={(F,w)}
3. §(F,a,a) ={(F,e)}

e Intuitiivisesti: Automaatin laskenta simuloi syotejonon wvasenta johtoa. Jokai-
nen johtoaskel toteutetaan pistdmalld pinoon sddnnon S — w oikea puoli w.
Johtoaskelten vilissd automaatti lukee péatesymbolit pinosta ja vertaa niitéd
syotteeseen. Kun sddnnon vasemman puoleinen vilike C' havaitaan pinossa,
automaatti suorittaa seuraavan askeleen.

e Formaalissa todistuksessa pitéisi vield osoittaa (induktiolla), ettd w € L(G) <
w € L(M).

2)’<"” Jos olemassa tyhjian pinon pinoautomaatti M, joka hyviksyy kielen L(M),
niin on olemassa kontekstiton kielioppi G, joka kuvaa kielen L(G) = L(M).

e Muodostetaan kielioppi, jonka jokainen vilikesymboli vastaa "tapahtumaa”,
jossa

1. luetaan jokin symboli X pinosta (voi koostua useasta siirtymésté)

2. muutetaan tapahtumaa edeltiavi tila p tapahtuman lopussa vallitsevaksi
tilaksi ¢ (symbolin X lukeminen pinosta tapahtuu siis siirtyméapolun
p — —— > q aikana)
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e Merkitddn téllaista tapahtumaa [pXg]:lla.

e Kieliopin muuttujat: alkusymboli S ja kaikki tapahtumasymbolit [pX ¢, missa
p,q € @ ja X € T (pinosymboli).

e Kieliopin sdannot:

1. Jokaista tilaa p € @ kohden siirtyma S — [goZop]. (ts. symboli [goZop]
tuottaa kaikki ne merkkijonot w, jotka aiheuttavat symbolin Z; nosta-

misen pinosta kuljettaessa tilasta qq tilaan p eli (go, w, ZO)I}\—: (p,€,€).)

2. Olkoon siirtyméfunktion (g, a, X') arvojoukossa pari (r, Y;Y5...Yy), missd
a on padtesymboli tai €, ja k£ > 0. Silloin jokaista tilajoukkoa ri, 7o, ..., g
kohti kieliopissa on sdanto

[qX 1] — a[rYir|[r1Yars]...[rk_1 Yere]-

(t.s. yksi tapa lukea pinosta symboli X ja siirtya tilasta ¢ tilaan r; on
lukea ensin a, sitten kiyttad syctettd Yi:n poppaamiseksi siirtyen samalla
tilaan rq, kiyttad syotettd Yo:n poppaamiseksi siirtyen samalla tilaan 7o,
jne.)

e Formaalissa todistuksessa pitéisi vield osoittaa (induktiolla), ettd [¢X p]?*w

jos ja vain jos (g, w, X)*(p, €, €). Talloin S?*w joss [qOZop]?*w jollain p joss
M
(g, w, Zo)F"(p, €, €) eli L(G) = L(M).

M
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4.3.2 Deterministiset ja epiddeterministiset pinoautomaatit

e Pinoautomaatti M on deterministinen, jos jokaisella tilanteella (¢, w,«) on
enintéén yksi mahdollinen seuraaja (¢, w’, o), jolla

(¢, w,a) (¢, w', &)
M
e Huom: Epddeterministiset pinoautomaatit ovat aidosti vahvempia kuin deter-
ministiset! (vrt. ddrelliset automaatit)

e Esim. kieli {ww® | w € {a,b}*} voidaan tunnistaa epideterministiselldi, mutta
ei deterministiselld pinoautomaatilla (todistus sivuutetaan)

e Kontekstiton kieli on deterministinen, jos se voidaan tunnistaa jollakin deter-
ministiselld pinoautomaatilla

e Deterministiset kielet ovat tarkea kieliluokka, silld sithen kuuluvat kielet voi-
daan jasentdd oleellisesti tehokkaammin kuin yleiset, mahdollisesti epideter-
ministisen automaatin vaativat kontekstittomat kielet

e Kielten keksinaisia suhteita kuvaa seuraava kuva:
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kontekstittomat kielet )
tunnistus:
epddeterministinen

pinoautomaatti

(A& i=] tai j=k

kielet, joilla on yksiselitteinen
kontekstiton kielioppi

deterministiset
kontekstittomat kielet
tunnistus: deterministinen
pinQautomaatti

saannolliset kielet

tunnistus:
-~ Tairellinen automaatti
/ . \ .

 aarelliset . (rajall.
'\ kielet .’




