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4.6.1 Muunnos Chomskyn normaalimuotoon

e Idea:

1. Poistetaan lahtosymboli produktioiden oikealta puolelta
2. Poistetaan e-produktiot

3. Poistetaan yksikkoproduktiot A — B

4. Poistetaan produktiot A — X1 Xo... X, £ > 2

e Produktioiden oikealla puolella olevien 1dht6symbolien poistaminen

— Jos ldhtésymboli S on jonkin produktion oikealla puolella lisdtdan uusi
lahtésymboli S’ ja sille produktio S” — S

e-produktioiden poistaminen

Olkoon G = (V, %, P, S) kontekstiton kielioppi. Vilike A € V —X on tyhjentyvi
(engl. nullable), jos A=G>*e

Lemma:
Mista tahansa kontekstittomasta kieliopista G voidaan muodostaa ekvivalentti
kielioppi G', jossa enintdin ldhtésymboli on tyhjentyva.
(Huom! Lihtésymbolin tyhjentymisté ei voida vélttai, jos € € L(G).)
Todistus: Olkoon G = (V, %, P, S).

1. Selvitetddn ensin G:n tyhjentyvit vilikkeet (NULL-joukko) seuraavasti:

(i) asetetaan aluksi
NULL:={A €V —X | A — € on G:n produktio};

(ii) toistetaan sitten seuraavaa NULL-joukon laajennusoperaatiota, kun-
nes joukko ei endé kasva:

NULL := NULL U
{Ae€V —-%X | A— B;...Bj on G:n produktio,
B; € NULL kaikilla: =1, ..., k}.

2. Tamaén jalkeen korvataan kukin G:n produktio A — X; ... X} kaikkien
sellaisten produktioiden joukolla, jotka ovat muotoa

X; jos X; ¢ NULL;

A — a1 ... Of]c, missa O{i = { XZ tai 6, jOS X’L & NULL-



4.6. CYK-JASENNYSALGORITMI 119

3. Lopuksi poistetaan kaikki muotoa A — € olevat produktiot. Jos poistet-
tavana on myds produktio S — €, otetaan muodostettavaan kielioppiin
G' uusi 1ahtoésymboli S’ ja sille produktiot S’ — Sja S' —e. O

Esim. Poistetaan e-produktiot seuraavasta kieliopista:

S —- A|B
A — aBale = (NULL ={A, B, S})
B — bAb|e

N
1

A|B e
aBa | aa | € =
bAb | bb | €

SRS
AN

Sle
A| B
aBa | aa
bAD | bb

44

Yksikk6produktioiden poistaminen

e Produktio muotoa A — B, missd A ja B ovat vilikkeitd, on yksikkdproduktio
(engl. unit production)

Lemma:

Mista tahansa kontekstittomasta kieliopista G voidaan muodostaa ekvivalentti
kielioppi G, jossa ei ole yksikképroduktioita.

Todistus: Olkoon G = (V, %, P, S).

1. Selvitetddn ensin G:n kunkin vilikkeen “yksikkdseuraajat” seuraavasti:

(i) asetetaan aluksi kullekin A € V — X:
F(A):={B eV -3 | A— B on G:n produktio};

(i) toistetaan sitten seuraavia F-joukkojen laajennusoperaatiota, kun-
nes joukot eivit endd kasva:

F(A):= F(A) U| J{F(B) | A— B on G:n produktio}.
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2. Taman jilkeen poistetaan G:std kaikki yksikkoproduktiot ja lisdtdan nii-

den sijaan kaikki mahdolliset produktiot muotoa A — w, missd B — w
on G:n ei-yksikk6produktio jollakin B € F/(A). QO

Esim. Poistetaan yksikkoproduktiot edelld saadusta kieliopista

S —
S —
A —
B —

Vilikkeiden yksikkoseuraajat ovat: F/(S') = {S, A, B}, F(S) = {A, B}, F(A)

Sle
A|B
aBa | aa
bAD | bb.

F(B) = (. Korvaamalla yksikkoproduktiot edelld esitetylld tavalla saadaan

kielioppi
S" — aBa|aa|bAb|bb|e€
S — aBal|aa|bAb| bb
A — aBalaa
B — bAb | bb
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Produktioiden A — X; ... X, k£ > 2 poisto

e halutaan poistaa oikealta puolelta merkkijonot, joissa on enemmaén kuin kaksi
vilikesymbolia, ja samalla muutetaan joukossa olevat padtesymbolit sopiviksi
vilikkeiksi (siis esim. A — BbC', A — abcd ovat téllaisia "laittomia” sdantoja)

e Lisdtdan kielioppiin kutakin paatemerkkid a varten uusi vélike C, ja sille pro-
duktio C, — a

e Korvataan kussakin muotoa A — X;...X,, k£ > 2, olevassa produktiossa
ensin kaikki padtemerkit em. uusilla vilikkeilld, ja sitten koko produktio pro-

duktiojoukolla
A — X]_Al
A]_ — X2A2
Apo — Xpa Xy,
missd Aq, ..., Ag_o ovat jilleen uusia valikkeita.

(Tarkkaan ottaen uusi produktiojoukko on siis oikeastaan

A — X],_Al
Al — XéAQ

! 1
missé

X! =

1

X;, jos X; €V =3
Coy, jos X;=a€X)

Lause: Mista tahansa kontekstittomasta kieliopista G voidaan muodostaa ekviva-
lentti Chomskyn normaalimuotoinen kielioppi G'.

Todistus: Olkoon G = (V, X, P, S). Poistetaan ensin G:sté 1dhtosymboli produktioi-
den oikealta puolelta, e-produktiot ja yksikkdproduktiot em. lemmojen konstruk-
tioilla. Tamén jéalkeen kaikki G:n produktiot ovat muotoa A — a tai A — X ... Xy,
k> 2 (tai S — €). Viimeksi mainitut poistetaan ed. konstruktion mukaisesti. O

Huom! Turhat vilikkeet ja produktiot voidaan aina poistaa.
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Esim. Muunnetaan Chomskyn normaalimuotoon kielioppi

S — aBCd| bbb
B — b
C — ¢

Tuloksena saadaan kielioppi

S — C,S;
St — BS;
S, — CCy

S — CpSt
SZ2 = GGy

B — b

C — c
C, — a
Cy — b

(C. — ¢
—
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4.7 *Attribuuttikieliopit

Attribuuttikieliopit ovat kitevd tapa ilmaista, mitd toimintoja jisennyksen yhtey-
dessd suoritetaan. Ne siis lisddviat puhtaasti syntaktiseen kielioppiin semantiikan
(merkityksen). Attribuuttikieliopit ovat tarpeellisia esimerkiksi kdéntédjissa, joissa
lahdekoodin jéasennys (syntaktisen oikeellisuuden tarkistus) ei riité, vaan koodi pi-
téisi myos kddntdd suoritettavaksi ohjelmaksi. Ajan puutteen takia emme kuiten-
kaan kisittele attribuuttikielioppeja kurssillamme, mutta seuraavssa on esitlty nii-
den idea lyhyesti.

e liitetddn kontekstittomiin kielioppeihin kielen semantiikan kuvausta

e esim. lauseke 3 + 2 x 1 noudattaa kieliopin G, syntaksia (ja kuuluu siis
Glezpriin tuottamaan kieleen) — mutta mité lauseke merkitsee?

e lausekkeen arvon evaluoiminen edellyttdé sopivien attribuuttien ja niiden eva-
luointisdéntojen liittamista kielioppiin

e Idea:

— kieliopin mukaisen jasennyspuun solmu, jonka nimi on symboli X ~ tie-
tue tyyppid X.

— tietuetyyppiin X kuuluvat kentit ~ X:n attribuutit, merk. X.s, X.t jne.

— kussakin X-tyyppisessa jadsennyspuun solmussa X :n attribuuteista eri #l-
mentymat

— produktioihin A — X ... X, liitetddn attribuuttien evaluointisddntdjd,
jotka ilmaisevat miten annetun jisennyspuun solmun attribuutti-ilmentymien
arvot mairiytyvit sen vanhempi- ja lapsisolmujen attribuutti-ilmentymien
arvoista.

e Huom! Saannot voivat olla periaatteessa minkalaisia funktioita tahansa, kun-
han niiden argumentteina esiintyy vain paikallisesti saatavissa olevaa tietoa.

e ts. produktioon A — X ... X} liitettdvissd sddnnoissd saa mainita vain sym-
bolien A, X1, ..., X} attribuutteja

Esim. Liitetddn etumerkillisid kokonaislukuja tuottavaan kontekstittomaan kieliop-
piin attribuutit ja niiden evaluointisddnnét kieliopin tuottamien lukujen arvojen
madrittamiseen.
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e kuhunkin jasennyspuun X-tyyppiseen vilikesolmuun liitetdan attribuutti-ilmentyma
X.v, jonka arvoksi tulee X:std tuotetun numerojonon lukuarvo

e juurisolmun v-ilmentymaén arvoksi tulee koko puun tuotoksena olevan nume-
rojonon lukuarvo

Produktiot: Evaluointisadnnot:

I — +U ITv = Uw

I — U Iv = —Uw

I — U Iv = Uw

U —- D Uv = Duw

U — UD U.w = 10xUs.v+ Do
D — 0 Dv =0

D — 1 Dv = 1

D — 9 Dv = 9

e produktion evaluointisddnnossd saman vilikkeen eri esiintymét voidaan erot-
taa alaindekseilld

e ylla U; vastaa ensimmaista produktiossa U — U D esiintyvia U:ta ja U, toista
Evaluointisddntojen mukainen attributoitu jasennyspuu kieliopin tuottamalle lauseel-

le “-319” (katkoviivoilla on esitetty attribuutti-ilmentymien véliset evaluointiriippu-
vuudet):

o Attribuuttikieliopin attribuutti ¢ on synteettinen, jos sen kuhunkin produk-
tioon A — X ... X} liittyvé evaluointisdént6é on muotoa A.t := f(A, Xq,... , Xk)-

e T4illoin jasennyspuussa kunkin solmun mahdollisen ¢-ilmentymén arvo riippuu
vain solmun omien ja sen jalkeldisten attribuutti-ilmentymien arvoista

e Muunlaiset attribuutit ovat periytyvid
e ylld esim. attribuutti v on synteettinen

e pyritddn kiyttdmain padasiassa synteettisid attribuutteja, koska ne voidaan
evaluoida helposti yhdelld jasennyspuun lehdistd juureen suuntautuvalla 1api-
kéynnilla.



4.7. *ATTRIBUUTTIKIELIOPIT

125

Kuva 4.10: Attributoitu jasennyspuu.

e perittyja attribuutteja voidaan kiyttad, kunhan attribuutti-ilmentymien riip-
puvuusverkkoihin ei tule sykleja

e Attribuutti-ilmentymien arvot voidaan usein laskea suoraan jasennysrutiineis-
sa, tarvitsematta muodostaa jasennyspuuta eksplisiittisesti.

e Esim. ohjelma, joka muuntaa syotteend annettuja aritmeettisia lausekkeita ns.
postfir-esitykseen.

— postfix-esitys: ensin operandit, sitten operaattori; esim. lauseke “(a +
b) * ¢’ on postfix-muodossa “ab + cx” = ei tarvita sulkuja operaatioiden
suoritusjirjestyksen ilmaisemiseen

— kuhunkin véilikkeeseen X liittyvan attribuutti-ilmentyméan X.pf arvo on
X:stéd tuotetun alilausekkeen postfix-esitys

Produktiot:

MmNNE
L1l il

Pseudokoodina:

T+ FE
T
FxT
F
a

(E)

Evaluointisddnndt:

Evpf = (T.pf) (Ea2.pf)~('+)
E.pf = T.pf

Tipf = (FapfY (Topf) (%)
T.pof := F.pf

Fpf = "d

F.pf = E.pf
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char nezrt;
textpf; /™ Tuloksena saatava postfix-esitys */
function E(text pf)
text pfl, pf2;
begin /*E - T+ E | T*/
T(pf1);
if (next == ’+’) then
begin
next = getnext;
E(pf2);
pf = pfl pf27+
end;
else pf = pfI;
end;

function T'(text pf)
text pfl, pf2;
begin T — F T | F *
F(pf1);
if (next == ’+’) then
begin
next = getnext;
T(pf2);
pf = pfl pf27%
end;
else pf = pfl;
end;

function F'(text pf)
text pfl;
begin /*F — a | (E)*/
if (next == ’a’) then
begin
pf ="a’;
next = getnext
end;
else
if (next == '(’) then
begin
next = getnext;
E(pf1);
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if (next #’)’) then ERROR;
next = getnext;

pf = pf1
end;
elseERROR;

end;

begin /* Paidohjelma */
next = getnext;
E(pf);

printf(pf)
end;

127
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4.8 Kontekstittomien kielten ominaisuuksia

4.8.1 Kontekstittomien kielten sulkeumaominaisuudet

Kontekstittomille kielille péatee joitain samantapaisia sulkeumaominaisuuksia kuin
saannollisille kielille.

Lause Olkoon L, ja L, kontekstittomia kielid. T&lloin myos

1. Ly Ly (kielten yhdiste)
2. L,L, (kielten katenaatio)
3. (L1)* (kielen sulkeuma)

4. (Ly)*® (kielen kisinteiskieli)

ovat kontekstittomia.

Huom! Kontekstittomat kielet eivit kuitenkaan ole suljettuja leikkauksen ja komple-
mentin suhteen! Jos L; ja L, ovat kontekstittomia, ei L; (] Lo silti ole valttaméatta
kontekstiton! Samoin L, = ¥* \ L; (kielen komplementti) ei vilttimiittd ole kon-
tekstiton.

Toisaalta, jos L on kontekstiton kieli ja R on sédnnéllinen kieli, niin LR on
kontekstiton. (Ks. esim. Hopcroft, Motwani, Ullman, teoreema 7.27.)

4.8.2 Ratkeavat ja ratkeamattomat ongelmat

Edella olemme jo oppineet joitain kontekstittomien kielten ominaisuuksia, joita voi-
daan ratkaista tietokoneella. Téarkein tillainen ominaisuus koskee jasentdmisté: mil-
le tahansa merkkijonolle x ja annetulle kontekstittomalle kieliopille G voimme rat-
kaista, kuuluuko z kieleen L(G). Ts. ongelma x € L(G) on algoritmisesti ratkeava.
Miki jasennysmenetelmé on kulloinkin paras, riippuu annetusta kielestd. Jos kie-
lioppi voidaan esittdd LL(1)-muodossa, tarjoaa tdméi tehokkaan (ajassa O(n) toimi-
van) ja helpon jasennysmenetelmén. Ohjelmointikielten kdéntajit puolestaan kiyt-
tavit LR(k)-jasentéjid, kuten Unixin yacc- ja bison-ohjelmien tuottamia jasentéjia.
Mielivaltaisen kieliopin taas voimme aina muuntaa Chomskyn normaalimuotoon ja
jasentdd CYK-algoritmilla ajassa O(n?).

Eraat tarkeistd kontekstittomien kielten ominaisuuksista ovat kuitenkin ratkeamat-
tomia ongelmia. Téllaisia ongelmia ovat:
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e Kahden kieliopin ekvivalenssi ts. L(G1) = L(G2)?
e Annetun kieliopin moniselitteisyys Ambiguous(G)?

e Onko annetun mv. kieliopin kuvaama kieli kontekstiton Context— free(L(G))?

Viimeiseen méistd ongelmista liittyy kontekstittomien kielten pumppauslemma, jol-
la ihminen voi osoittaa joitain kielié ei-kontekstittomiksi samaan tapaan kuin sdén-
nollisten kielten pumppauslemmalla. Tdméakidn pumppauslemma ei kuitenkaan an-
na kontekstittomuuden valttaméattomid vaan ainoastaan riittavat ehdot, eikd pump-
pauslemmaa voida soveltaa algoritmisesti. Ongelma pysyy siis yleisessa tapauksessa
ratkeamattomana.

4.9 *Kontekstittomien kielten rajoituksista

e Kontekstittomille kielille voidaan todistaa samantapainen pumppauslemma
kuin sdanndllisillekin kielille

e Erona on vain se, ettd nyt merkkijonoa (osat uvwxy) on pumpattava saman-
aikaisesti kahdesta paikasta (osista v ja x)

e Lemma |Kontekstittomien kielten pumppauslemma eli uvwxy-lemmal: Olk. L
kontekstiton kieli. Tall6in on olemassa sellainen n > 1, ettd miki tahansa
z € L, |z| > n, voidaan jakaa osiin z = uvwzy siten, etta

(i) |vz| > 1,
(ii) [vwz| < n,

(iii) wv'wz'y € L kaikillai =0,1,2,...

Huom: Taas vain darettomat kielet ovat kiinnostavia

Todistus:

— Olk. G = (V, %, P, S) Chomskyn normaalimuotoinen kielioppi L:lle. Tél-
16in missé tahansa G:n jasennyspuussa, jonka korkeus (= pisimmén juu-
resta lehteen kulkevan polun pituus) on A, on enintéifin 2" lehted. Ts.
minki tahansa merkkijonon z € L jokaisessa jasennyspuussa on polku,
jonka pituus on vihintaén log, ||

— Olk. k = |V — 3| kieliopin G viilikkeiden miéri. Asetetaan n = 2F+1,
Tarkastellaan jotakin z € L, |z| > n, ja sen jotakin jisennyspuuta
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g

Kuva 4.11: Kontekstittoman kielen merkkijonon pumppaus.

— = puussa on polku, jonka pituus on > k + 1. Tarkastellaan tdmén polun
“alinta” k£ + 1:n pituista osaa. Talld polulla, jossa on k 4+ 1 véliketta
vastaavaa solmua ja vilikkeitd on k£ kappaletta, on siis jonkin véilikkeen
toistuttava. Olkoon A joku polun toistuva vélike (ks. kuva 4.11).

— Merkkijono z voidaan nyt osittaa z = wvwzy, missd w on A:n alim-
masta ilmentymésta tuotettu osajono ja vwz seuraavaksi ylemmasta A:n
ilmentymésti tuotettu osajono; osajonot saadaan johdosta

S =" uAy =" wAzy =" uvwry

— Koska S =* uAy, A =* vAz ja A =* w, osajonoja v ja z voidaan
“pumpata”’ w:n ymparilla:

S =* yAy = wAzy =% w?Aziy = ... =7

wv'Az'y =" uwv'wz'y

— = w'wz'y € L kaikillai =0,1,2,...

— Koska kielioppi G on Chomskyn normaalimuodossa ja A =* vAx, on
oltava |vz| > 1

— Ylemméstd A:n ilmentyméstd alkavan jasennyspuun polun pituus on
enintéiin k + 1 = vastaavan alipuun tuotokselle |[vwz| < 281 =n. g

e Esim. Viite: kieli L = {a*bFc* | k > 0} ei ole kontekstiton. Tod. Vastaviite:
L on kontekstiton. Valitaan parametri n lemman mukaisesti ja tarkastellaan
merkkijonoa z = a"b"c¢" € L. Talléin z voidaan jakaa pumpattavaksi osiin

Z = uvwy, lvz| > 1, [vwz| < n.
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Talloin merkkijono vz ei voi sisdltdd sekd a:ta, b:td ettd c:td. Merkkijonossa

wwz'y = vwy on siten ylijiimi jotakin merkkid muihin merkkeihin nihden

eli wwy ¢ L. Ristiriita. O
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4.10 Kontekstittomien kielten sovelluksia

Jasentijat

Ohjelmointikieli voidaan kuvata kontekstittomana kielioppina, jota voidaan késitell4
jasentdjalla (parser). Jasentdji on kddntéjan osa, joka tutkii ohjelman rakenteen ja
esittdd sen jdsennyspuuna Esim. UNIX tarjoaa komennon yacc, joka generoi jasen-
tdjdn annetusta kontekstittomasta kieliopista yacc:ille annetaan syotteend konteks-
titon kielioppi (yacc-notaatiossa saénnon nuoli on korvattu kaksoispisteelld), jonka
jokaiseen sdantoon voidaan liittda C-koodina maéaritelty toiminto. Toiminto suori-
tetaan aina, kun luodaan vastaava jasennyspuun solmu. Tyypillisesti toiminto vain
luo jisennyspuun solmun, mutta joissain sovelluksissa jasennyspuuta ei eksplisiitti-
sesti luoda, vaan toiminto tekee jotain muuta, esim. sisillyttda palan objektikoodia
kyseiseen paikkaan.

Esimerkkiksi seuraava kielioppi:

E - I|E+E|ExE|(F)
I — a|b|lIa|Ib|I0[11

annettaisiin yacc:ille muodossa:

Ezxzp :1d {...}
| Exp' +' Exp {...}
| Exp’' «' Exp {..}
By ()

Id & {---}
| b’ {-..}
| Id &’ {---}
| Id b (.}
| 1d 0’ {---}
| Id 1’ {---}

)

missd {...} siséltad jonkin toiminnon C-koodina.

Dokumentin rakenteen kuvaus

e ns. "mark-up”-kielet kuten HTML ja XML



4.10. KONTEKSTITTOMIEN KIELTEN SOVELLUKSIA 133

e kielen merkkijonot dokumentteja, joissa tiettyja kielen semantiikkaa kuvaavia
merkkejd (tags) — esim. <OL> ja </OL> ~ jarjestetty lista

e HTML: laillisen HTML-dokumentin kuvaus ja dokumentin prosessoinnin oh-

jaus

e XML: kuvaa tekstin semantiikan — esim.
<ADDR>Perhospolu 17 C 3, 33000 Kukkamaki<ADDR> kertoo, ettd osajo-
no on osoite.



