Harjoitus 5

1. Mihin kiytdnnon sovelluksiin sind voisit kdyttdd adérellisii automaatteja tai
saannollisia lausekkeita? Mainitse ainakin kolme sovellusta!

2. Ovatko seuraavat kielet saannollisia? Perustele huolella!

(
(

a) {w|w on a:sta ja b:std koostuva merkkijono, jonka pituus on 3}
b) {ww*|w € {a,b}*}
(c) {w*|w:ssé yhtd monta 1:4 ja O:aa}

(d) {w|w:ssé kaksi kertaa niin monta 0:aa kuin 1:4}

3. Mitd tapahtuu, jos yritdt todistaa Pumppauslemmalla epésdaidnndolliseksi kie-
len, joka onkin oikeasti sdénnollinen? Tarkastele esimerkiksi kielid L; = 0,
Ly = {aa, bb}, Ly = {ab*a*b}.

4. Mitéd vikaa on seuraavissa Pumppauslemmatodistuksissa?

a) Olkoon L = {(aa)'(bb)?|7,7 > 0}.

Viite: L on epasiddnnollinen.

Todistus: Olkoon z = (aa)™(bb)" = a**b*", |z| = 4n. Nyt z voidaan jakaa
osiin wvw vain yhdelld tavalla: v = o', v = ¢/, j > 1, w = a®~"77p?". Nyt
uv'w = a®~Ib* ¢ L, joten L on episddnnollinen.

b) Olkoon L = {c"a*b*|r > 1,k > 0} U {a*bl|k,1 > 0}.

Viite: L on sdannollinen.

Todistus: L = Ly U Ly, missd L; = {¢"a*bF|r > 1,k > 0} ja Ly = {a*b'|k, 1 >
0}. Jokaiselle z € L pétee x € L1 tai z € L2. Tutkitaan erikseen kumpaakin
tapausta:

1) Jos x € Ly, valitaan z = c"a
uvw vain yhdella tavalla:
u=c,v=2d,j>1,w=c""Jak*. Nyt uv*w € L kaikilla k = 0,1,2, ...,
eli voimme aina pumpata z:ai.

2) Jos & € Lo, valitaan z = a™', |z| = n+I. x voidaan jakaa osiin vain yhdell3
tavalla: u =a’, v=a’, j > 1, w = a® *Jb'. wbw € L kaikilla k =0, 1,2, ....
= L on sddnnollinen.

k6. |z| = n + 2k > n. z voidaan jakaa osiin



5. Osoita Pumppauslemmalla, ettd seuraavat kielet eivit ole sddnnollisié, ja muo-
dosta kielen kuvaava kontekstiton kielioppi:

(a) {a™v"cF|n,k=0,1,...}
(b) {a™bc*|n, k=0,1,...}
(c) {a"b"a™b™|n,k=0,1,...}

6. Merkitdin w114 merkkijonoa w takaperin kirjoitettuna (so. jos w = aias . . . an,
niin w® = a,...aza;). Merkkijono on palindromi, jos w = w® (esimerkiksi
"isorikassikakissakirosi"). Tarkastellaan aakkoston { a,b} palindromien muo-
dostamaa kieltd L,y = {ww®|w € {a,b}*}

Osoita Pumppauslemmalla, ettd palindromikieli L,, on epasdannéllinen!

7. Olkoon kontekstiton kielioppi G = (V, 3, P, S), missa V = {A, B,C, D, S}UX,
¥ = {Jim, big, green, cheese, ate} ja sddnnot P ovat:

A — B|CA

S — ADA

C — big|green
B — cheese|Jim
D — ate

Millaisia merkkijonoja kuuluu kieliopin G kuvaamaan kieleen kuuluu? Anna
joitain esimerkkejd! Kuuluvatko seuraavat lauseet kieleen L(G): "big big green
cheese”, "ate Jim big cheese™?
8. (a) Anna #érellinen automaatti, joka tunnistaa seuraavan kieliopin kuvaa-
man kielen. Miké on vastaava sddnnéllinen lauseke?

S — aA|bB
A — aS|bA
B — bBle

(b) Laadi oikealle lineaarinen kielioppi kielen L = {w € {a, b}*|w ei sisélla merkkijonoa abaa}
kuvaamiseen.

9. Ulkoavaruuden olioiden kielessi kaikki sanat noudattavat Blurbsin muotoa.
Blurb on Whoorzit, jota seuraa yksi tai useampi Whatzit. Whoozit on kirjain
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10.

11.

12.

'x’, jota voi seurata haluttu maara ’'y’-kirjaimia (myos nolla (0) kappaletta).
Whatzit on kirjain ’q’, jota seuraa joko kirjain 'z’ tai 'd’, jota seuraa Whoozit.

Anna Blurbsin kielen kuvaava kontekstiton kielioppi. Osaatko nyt laatia vas-
taavan sddnnollisen lausekkeen? (Vihje: piirrd ensin automaatti kieliopistal)

Saannollisille lausekkeille patee seuraava paittelysaanto:
Jos r = rs|Jt, niin 7 = ts*, kun € ¢ L(s).
Osoita tdma sddnto todeksi kontekstittomien kielioppien avullal

Haasteellisempia:

Tiedetédén, ettd yleisessd tapauksessa ongelma REG(L) (ts. onko annettu
kieli L séénnoéllinen vai ei) on ratkeamaton. Mistd tdmé johtuu? Voisitko silti
laatia ohjelman, joka auttaisi ihmistd osoittamaan Pumppauslemmalla, ettd
kieli on epésddnnollinen?

Vahvempi Pumppauslemman variaatio antaa sekd riittavat ettd valttamat-
tomét ehdot kielen sadnndllisyydelle:

Pumppauslemma 2: Kieli A € ¥* on sddnnoéllinen, jos ja vain jos on ole-
massa vakio n > 1 s.e. kaikilla x € ¥*, jos |z| > n on olemassa u,v,w s.e.
r = wow ja |v| > 1 ja kaikilla ¢ > 0 ja kaikilla y € ¥* zy € A jos ja vain jos
uwvtwy € A.

Voiko tdmén pohjalta laatia ohjelman, joka ratkaisee minki tahansa kielen A
osalta, onko A sddnnnollinen vai ei?



