Luku 1

Matemaattisia peruskasitteita

Téassd luvussa kerrataan lyhyesti joitain matemaattisista kisitteitd kuten loogiset
symbolit, joukot, relaatiot ja funktiot, joukkojen numeroituvuus ja ylinumeroituvu-
us seki esitellddn hyddyllisid matemaattisia todistusmenetelmia.

1.1 Loogisia symboleita

Olkoon P ja Q) propositioita eli totuusarvoisia lauseita, jotka kuvaavat jonkin asianti-
lan. Esimerkiksi P="Kuu on juustoa”, Q="Napoleon asuu Kuussa”. Talloin P:sti
ja @:sta voidaan muodostaa uusia, rakenteisia propositioita seuraavilla loogisilla
operaattoreilla:

e Negaatio —P: P on epétosi (ohjelmointikielissd not P, !P)

Disjunktio PV @Q: joko P tai @) on tosi (tai molemmat ovat tosia) (ohjelmoin-
tikielissi P or @, P||Q)

Konjunktio P A Q): sekd P ettd @) ovat tosia (P and @, P&&Q)

Implikaatio P = Q: "jos P, niin Q” (= -P V Q)

Fkvivalenssi P < Q: P jos ja vain jos Q" (= (P = Q) AN (Q = P))

77 M3

Lisdksi usein tarvitaan symboleita V (universaalikvanttori, “kaikille”, "jokaiselle”)
sekd 3 (eksistenssikvanttori, "on olemassa”, “jollekin”). Esimerkiksi Vz, x € N ”jokaiselle
luonnolliselle luvulle x pétee...”, dx, z € N "jollekin luonnolliselle luvulle x pétee...”
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1.2 Joukot

Joukko on kokoelma olioita eli joukon alkioita, esimerkiksi A = {ay,ay, ..., a,} tai
Y ={a,b,c, ..., z}. Merkitdén a; € A ("a; kuuluu joukkoon A”). Joukon erikoistapaus
on tyhji joukko 0, joka ei sisalla yhtidn alkiota. Perusjoukko on (asiayhteydesti riip-
puva) kokoelma oliota, joka on valittu tarkastelun kohteeksi, esimerkiksi luonnolliset
luvut N, reaaliluvut R, tai kirjainmerkit.

Joukkojen vililla voi vallita seuraavia suhteita:

e A on B:n osajoukko: AC B < Vo(x € A— z € B).
e A on B:n aito osajoukko: AC B: AC BANA# B.
e Am ja Bm yhdiste: AUB = {z|x € AVz € B}.

e Am ja Bm leikkaus: AN B = {z|r € ANz € B}.

A ja Bm erotus: A\ B = {z|r € ANz ¢ B}.

A:n komplementti perusjoukossa E: A= E \ A.

A:n ja B karteesinen tulo: A X B = {(x,y)|r € AAy € B}, missi kukin
(z,y) on jarjestetty pari.

e joukon A potenssijoukko: P(A) = {X|X C A}.
esim. jos A = {a, b,c}, niin P(A) = {0, {a}, {8}, {c}, {a, b}, {a,c}, {b,c}, {a, b, c}}.

1.3 Relaatiot

Relaatio R kuvaa kahden (tai useamman) joukon alkioiden vililld vallitsevaa suhdet-
ta. Esimerkiksi joukkojen A ja B vilinen (bindéri-)relaatio mééritelldén joukon
A x B osajoukkona:

R ={(a,b)la € ANb€e BAR(a,b)}.

Esimerkiksi olkoon A ja B luonnollisia lukuja ja R on seuraajarelaatio:
R(a,b), jos ja vain jos b= a + 1.

Télloin relaatio koostuu pareista {(0,1),(1,2),(2,3),...}. Relaation R C A x B
kddnteisrelaatio R~ C B x A on relaatio

R = {(b,a)|(a,b) € R}.
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1.4 Funktiot

Funktio on relaation erikoistapaus, joka liittdd annetun joukon jokaiseen alkioon
toisen annetun joukon maarityn alkion. Maaritellddn funktio seuraavasti:

Maiaritelma 1.1 Olkoon f joukkojen A ja B wvdilinen relaatio f C A x B, joka
tayttad seuraavat kaksi ehtoa:

1. (Madrittelyehto) Jokaista A:n alkiota x vastaa B:n alkio y eli

Ve € A3y € B (z,y) € f.

2. (Yksikdsitteisyysehto) Jokaista A:n alkiota x vastaa vain yksi alkio y B:ssd eli
V.T € Aavylay2 € B ((xayl) € f/\ (35,92) € f = Y1 = Ya.

Talloin f on funktio eli kuvaus f : A — B maddrittelyjoukosta A maalijoukkoon
B(kuva 1.1).

Mikali funktio f kuvaa pisteen x € A pisteelle y € B, sanotaan y:td x:n kuvaksi.
Merkitaan y = f(z) < (z,y) € f.Jos C C A, niin joukko f(C) on C:n kuvajoukko

f(C) ={f(z)|z € C}.
Funktion f: A — B arvojoukko on méérittelyjoukon A kuvajoukko f(A).
Joukko f~1(D) on D:n alkukuva

f~1(D) = {zlf(2) € D},

missd f! on f:n kiinteisrelaatio. Relaatio f~! on fm kddnteisfunktio eli kddn-
teiskuvaus, jos f~1 tayttidd funktion ehdot.

Funktioiden erikoistapauksia ovat injektio, surjektio ja bijektio, jotka madritelladn
seuraavasti:

Funktio f : A — B on

e injektio, jos jokaisella arvojoukon kuva-alkiolla on vain yksi alkukuva eli

Vi, 20 € A (f(z1) = f(z2) = 21 = X9).
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f

N
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Kuva 1.1: A=funktion méirittelyjoukko, B=maalijoukko, f(A)=arvojoukko. f ei ole
injektio, koska x1 ja x2 kuvautuvat samalle pisteelle, eikd surjektio, koska kaikilla
B:n pisteilla ei ole alkukuvaa A:ssa.

e surjektio, jos jokaisella B:n alkiolla on alkukuva A:ssa eli

Vy € B dz € Ay = f(x)).
e bijektio, jos f on seki surjektio ettd injektio.

Huom! f on bijektio < f:114 on kdanteisfunktio.

e esim. 1. f:Z — Z* U {0}, f(z) = |z| on surjektio, mutta ei injektio.

e esim. 2. f: ZT — Q, f(x) = X on injektio, mutta ei surjektio.

e esim. 3. f : R — R", f(x) = 2% on bijektio, jonka kiiéinteiskuvaus on f(y) =

NG

1.5 Numeroituvuus

Mairitelma 1.2 Joukko X on numeroituva, jos

1. X on darellinen tai
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Kuva 1.2: Esimerkiksi kokonaisluvut voidaan numeroida luonnollisilla luvuilla.
2. On olemassa bijektio f : N — X, jolle

X ={f(n)ln € N}.

Intuitiivisesti ajatellen X:n alkiot voidaan siis jirjestdd ja indeksoida luonnollisilla
luvuilla: X = {x¢, 1, z, ... }. Esimerkiksi parittomien luonnollisten lukujen joukko
X =1{1,3,5,...} on numeroituva, silli voidaan mééaritelld bijektio f : N — X

f(n) =2n+1.

Jos X ei ole numeroituva, se on ylinumeroituva. Esimerkiksi reaalilukujen joukko R
sekd luonnollisten lukujen joukon N potenssijoukko P(N) ovat ylinumeroituvia.

1.6 Todistusmenetelmia

Seuraavassa esitellddn joitain hyodyllisia todistusmenetelmié.

Matemaattinen induktio

Halutaan todistaa, ettd jokin viite P(n) pétee kaikille luonnollisille luvuille. Viite
todistetaan kahdessa osassa:

1. Perustapaus n = 0: Todistetaan, etta viite pétee tapauksessa P(0)
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2. Induktioaskel: Todistetaan, ettéd kaikilla n P(n) — P(n+ 1)

Kohdista 1+2 seuraa, etti viite patee kaikilla n € N (P(0) pétee, josta saadaan in-
duktioaskeleella P(1), téstd puolestaan P(2) jue.) Induktioaskel todistetaan yleensa
induktio-oletuksen avulla:

e Oletetaan, ettd P(n) patee kaikilla n < k.

e Osoitetaan viite tapauksessa n = k + 1.

Esimerkki 1.1 Viite: ¥;_,"i = 23Vn > 0
Todistus:

1. n=0%r,i=0=%%

2. Induktio-oletus: 3k € N s.e. vdiite pdtee kaikilla n < k
Tapausn=k+1: S i =1+24+3+ .. +k+(k+1)

k ; _ K4k
Ol. mukaan Xi_ji = 5=, joten

Sl = Kk g (4 1) = BHDGED o

Epésuora todistus (Todistus antiteesilli eli vastaviitteelld)

Halutaan todistaa viite ”jos P, niin Q”. Oletetaan P ja tehdddn vastaviite —(Q).
Mikali néistd voidaan johtaa ristiriita, on viite tosi.

e Idea: implikaatio P = () tosi muulloin, paitsi kun PA —-Q (P = Q = (—-PV
Q) =~(PA-Q))

e Huom! Ei tiedetd, mika ristiriita halutaan johtaa!

Esimerkki 1.2 Olkoon U ddreton joukko ja S sen ddrellinen osajoukko ja T S:n
komplementti U :ssa.

Viite: T on ddreton.
Todistus: Vastavdite: T on ddrellinen. Koska sekd S ja T ovat ddrellisid, on myds
U ddrellinen, mikd merkitsee ristiriitaa (U oli ddreton). O

Tehtéava: Kuinka todistaisit viitteen: "Maailmassa on vahintdéan kaksi ihmisté, joilla
on yhtd monta hiusta paassain”?
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Kontrapositiolla todistaminen

Halutaan todistaa viite ”jos P, niin QQ”. Todistetaan sen sijaan ekvivalentti lause ”jos
ei Q, niin ei P” (P = Q = —-Q = —P)

e Voidaan ajatella antiteesimenetelmén erikoistapauksena. Oletetaan P ja =@
ja yritetddn johtaa —P — nyt siis tiedetddn, miké ristiriita halutaan johtaa
(P AP )

Eksistenssi- ja universaalilauseiden todistuksesta

Muotoa ”On olemassa z € X, jolle pitee...” ja "Kaikille X € X pitee...” olevat
véitteet voidaan joskus todistaa suoraan.

e Eksistenssilause 3z € X P(z): konstruoi tallainen z (arvaa, tuota, keksi gen-
eroiva algoritmi jne.) Huom! Osoitettava, ettd haluttu ominaisuus myds pétee!

e esim. viite "Himalajalla on vuori, joka on korkeampi kuin mikdin muu vuori
maailmassa.”

e Universaalilause Vz € X P(x): valitse mielivaltainen z X:sti ja osoita, ettd
sille pétee haluttu ominaisuus P(X).

e esim. Olk. S={z eR|(z* -32+2<0)}jaT ={zeR1 <z <2}
Viite: S =T.

Epitodeksi osoittaminen

Muotoa Vz € X P(z) olevien viitteiden osoittaminen epatodeksi on huomattavasti
helpompaa kuin oikeaksi todistaminen — riittdd antaa yksikin vastaesimerkki joukos-
ta X, jolla viite ei pade. Esimerkiksi viite "Kaikki linnut osaavat lentaa” on epétosi,
koska esimerkiksi pingviinit eivit osaa lentaa.
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1.7 *Ekskursio: Transfiniittiset ordinaaliluvut

Transfiniittiset ordinaali- eli jarjestysluvut tarkoittavat darettomia lukuja, joille silti
voidaan madaritelld jarjestys. Mm. David Hilbert, Georg Cantor, Kurt Godel ja Rudy
Rucker ovat tarkastelleet téllaisiin lukuihin liittyvid ongelmia.

w Omega

w eli Xy (alef-nolla) on suurin normaali jarjestysluku, ts. lukujonon 0,1, 2, 3, ... suurin
alkio limn. w voidaan méiéritelld seuraavasti: w on ensimméinen sellainen luku a,
jolle a + 1 = a. Esim. 1 + w=w, 2w = w.

w:lle voidaan kuitenkin méaaritelld toimivat yhteen- ja kertolasku uusien transfiniit-
tisten lukujen generoimiseksi. Sovitaan, ettd w+ 1= w:n seuraaja ja lim,_,,(w+n) =
w4+ w = 2w.

Nyt lim, ,,(w X 24+ n) = w x 3, lim,,_,,(w X n) = w X w = w?. Samoin saadaan

wd Wt . w.

w? ja w¥ voidaan méiiritells seuraavasti: w? on ensimmaiinen sellainen ordinaaliluku
a, jolle w + a = a ja w* on ensimméinen ordinaaliluku a, jolle w X ¢ = a. (Tdma
voidaan jarkeilld seuraavasti: w X w® = Wt = w*, koska 1+ w = w).

Huom! Transfiniittisten lukujen yhteen- ja kertolasku eivit ole vaihdannaisia! 14w =
w#w+1

¢p Epsilon-0

Vield suurempia lukuja saadaan konstruoimalla lukuja sisékkaisilla potenssiinkoro-

tuksilla ts. W . Madritelldin €o ensimmaiseksi ordinaaliluvuksi a, jolle w® = a. €
voidaan kuvailla parhaiten ottamalla kiytt6on tetraatio-operaatio *b (’b teroituna

a:han”), joka tarkoittaa b:n a-kertaista potenssia eli eksponetiaalipinoa b , jos-
sa b toistuu a kertaa. Tetraatio-operaatiolla saadaan nopeasti suuria lukuja, esim.
310 = 1010 miljardia (7 35 perfissd 10 miljardia 0:aa), 2w = w*, 3w = wW*". Nyt ¢, =* w.

Vieldkin suurempia ordinaalilukuja saadaan sisdkkiisilld tetraatio-operaatioilla!
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N 1 Alef-1

N; on ensimmaéiinen ei-ordinaaliluku ts. Ni:std alkiosta koostuvaa joukkoa ei voi
mitenkddn jarjestdd numerojirjestykseen. N;:n maéritelma perustuu mahtavuuden
késitteeseen. Sanotaan, ettd joukot A ja B ovat yhtd mahtavia, jos on olemassa
bijektio f : A — B (ts. funktio on méiritelty kaikille A:n alkioille ja jokaista
B:n alkiota vastaa tésmalleen yksi A:n alkio). Mairitellddn R, seuraavasti: 8; on
ensimmaéinen ordinaaliluku, joka on mahtavampi kuin w. Ts. ei ole olemassa mitdén
bijektiota, joka kuvaisi ¥; alkiota w:lle alkiolle.

Hilbertin hotelli

N;:n suuruus voidaan ymmartad Hilbertin hotellivertauksen avulla. Hilbertin hotel-
lissa on w huonetta, jotka on numeroitu luonnollisilla luvuilla 0, 1, 2, 3, .... Hilbertin
hotelli on sikili paradoksaalinen, ettd tdytyttyddnkin siihen mahtuu vield vieraita,
eikd kukaan joudu jakamaan huonettaan! Oletetaan esimerkiksi, ettd hotellissa on w
vierasta, yksi kussakin huoneessa, ja hotelliin saapuu vielé yksi vieras. Kuinka hénet
voidaan majoittaa? Helposti! Vieras sijoitetaan huoneeseen 0, joka saadaan tyhjak-
si siirtdmalld vieras 0 huoneeseen 1, joka puolestaan saadaan tyhjéiksi sijoittamalla
vieras 1 huoneeseen 2 jne. Entépé jos hotelliin saapuu w:n matkailijan seurue? Nyt
voidaan sijoittaa ensimmaiset w vierasta parillisiin huoneisiin ja uudet w vierasta
parittomiin huoneisiin. Samoin voidaan sopivilla jirjestelyilli sijoittaa w?, w* tai
jopa €y vierasta. Tdmén uskomattoman hotellin majoituskapasiteetilla on kuitenkin
raja — nimittdin N;. N; on ensimmaéinen sellainen luku, jonka suuruista matkusta-
jajoukkoa hotelliin ei saada mahtumaan milldén jarjestelylla.

Cantorin argumentti

Cantor osoitti v. 1873, ettd matemaattisessa avaruudessa on vihintdan N; pistetta.
(Yleisemmin tdma tulos ilmaistaan sanomalla, ettéd reaalilukujen joukko on ylinu-
meroituva). Sen sijaan ns. jatkumo-ongelma — onko matemaattisessa avaruudessa
kenties enemmaén kuin N; pistettd — on edelleen avoin ongelma. Cantorin todistuk-
sessaan kiayttdméa tekniikka (ns. Cantorin diagonaaliargumentti) on siksi nappéré,
ettd esitimme idean seuraavaksi:

Viite: Reaalilujen joukko R on ylinumeroituva.

Todistus: Meidan riittaé tutkia jotain R:in osajoukkoa ja osoittaa, ettd se on ylinu-
meroituva. Valitaan tutkittavaksi osavili |0, 1[ ja tehddédn vastaviite:
Vastaviite: Vili ]0,1[ on numeroituva. Toisin sanoen voimme numeroida kaikki
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reaaliluvut z, 0 < x < 1 luonnollisilla luvuilla. Olkoon luvun z jérjestysnumero
r(z) (ts. on bijektio r : ]0,1[— N). Oletetaan, ettd voisimme esittad vélin ]0, 1|
reaaliluvut ddrettomané matriisina M, jossa kutakin luonnollista lukua vastaa vilin
reaaliluku esitettynéd darettomélla tarkkuudella. Matriisin alku voisi olla esim. seu-
raava:

r(1) : .141592...
r(2) : .333333...
r(3) : .718281...
r(4) :.414213...
r(5) : .500000...

Muodostetaan nyt uusi reaaliluku seuraavasti: Luetaan matriisin diagonaalilla olevat
digitit jarjestyksessd ja vaihdetaan jokainen digitti joksikin toiseksi. Toisin sanoen
luvun desimaalikehitelméssé .didaodsdy... i:s desimaali d; # MT[i|[¢] (¢:nnen rivin i:s
desimaali). Luvun alku voisi siis olla esimerkiksi .02719.... Tdmé luku ei kuitenkaan
voi esiintyd matriisissa, silld se poikkeaa jokaisesta matriisin luvusta: 1. luvusta 1.
digitin osalta, 2. luvusta 2. digitin osalta, 3.luvusta 3. digitin osalta jne. Kaikki vélin
10, 1] reaaliluvut luettelevaa funktiota r ei siis voi olla olemassa!

(Huomaa, ettei auta, vaikka lisdisimmekin niin saamamme reaaliluvun matriisiin,
silld voisimme taas generoida samaan tapaan uuden reaaliluvun, joka ei esiinny
listassa.)
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1.8 Tehtavia lukuun 1

1. Ns. Kyyhkyslakkaperiaate (Pigeonhole Principle) sanoo: Jos kyyhkysid on en-
emméin kuin pesikoloja ja jokainen kyyhkynen lentdd johonkin pesikoloon,
niin ainakin yhdessi kolossa on enemmaén kuin yksi kyyhkynen.

Kuinka kiy, jos pesidkoloja on yhtd monta kuin luonnollisia lukuja ja kyyhkysia
yhtd monta kuin kokonaislukuja? Entd jos kyyhkysid on yhtd monta kuin
luonnollisia lukuja, mutta jokainen kyyhkynen yrittdd pesid jokaisen toisen
kyyhkysen kanssa eri pesissia? (Yhteen koloon mahtuu vain yksi pesi.)

2. Miten sijoittaisit w x w vierasta Hilbertin hotellin w:aan huoneeseen?

3. Hilbertin hotellin vieraskirjan jokaisella sivulla on vain &arellisen monta nimea
ja uusien vieraiden on kirjoitettava nimensa aina seuraavalle tyhjille riville.
Kuinka monta sivua kirjassa on oltava, jotta uusien vieraiden nimille olisi tilaa
(jirjestaméttd nimid uudelleen), niin kauan kuin vieraita voitaisiin sijoittaa
hotelliin (mahdollisesti jarjestdmalla uudelleen)?

4. Etsi virhe seuraavasta todistuksesta, jonka mukaan 2=1. Tarkastellaan yhtaloa
a = b. Kerro molemmat puolet a:lla, jolloin saat a? = ab. Vihenni b? molem-
(a — b)(a +b) = b(a — b), ja jaa (a — b):114, jolloin saat a + b = b. Lopuksi
oletetaan, ettd a ja b ovat 1, jolloin pitee 2 = 1.

5. Olkoon X joukko ja X:n koko n = | X|. Todista induktiolla, ettd X:n potenssi-
joukon koko on |P(X)| = 2".

6. Mité vikaa on seuraavassa induktiotodistuksessa, jonka mukaan kaikki kissat
ovat samanvarisia?

Olkoon n kissojen lukumééra. Jos n = 1, niin véite selvésti tosi (yksi kissa on
aina samanvarinen, olipa véri mikéd tahansa). Oletetaan nyt, ettd mille tahansa
n:n kissan joukolle pétee, ettd kaikki kissat ovat samanvirisid. Tarkastellaan
sitten n + 1:n kissan joukkoa. Valitsemalla néistd mitkd tahansa n kissaa (jot-
ka voidaan valita n + 1 eri tavalla) saadaan induktio-oletuksen perusteella
samanvaristen kissojen joukko. Siispé kaikki n + 1 kissaa ovat samanvirisi.

7. Todista seuraava viite: Jos juhlissa on n(n > 2) henkil6d, niin vihintaén
kahdella henkil6lld on yhtd monta ystavaa juhlissa.

8. Todista kontrapositiolla: Jos ¢ on pariton kokonaisluku, niin yhtlolla n? +mn —
¢ = 0 ei ole paritonta kokonaislukuratkaisua n:lle.



