
Hausk aa ja ha v ainnollista

lask ennan teoriaa!

Wilhelmiina Hämäläinen

Luen tomoniste 1.4. 2008

Esipuhe

Tämä luen tomoniste on tark oitettu Jo ensuun yliopiston �Lask ennan teoria� -kurssille.

Tällä hetk ellä kurssi ja moniste k atta v at v ain lask etta vuuden teorian, m utta jatk ossa

siihen ehk ä ilmest yy toinen osa, jok a k äsittelee lask ennan v aativuusteoriaa.

Moniste on teh t y paikk aamaan sitä puutetta, mik ä alalla esiin t yy: olemassa ole-

v at kirjat o v at k o vin teoreettisia ja v aik ealukuisia, v aikk a lask ennan teoria k ätk ee

sisäänsä k ok o jouk on kiinnosta via ja h y ö dyllisiä asioita! T oiv otta v asti tämä monis-

te osaltaan lisää kiinnostusta lask ennan teoriaa k oh taan. Monistetta kirjoittaessani

olen parhaani m uk aan yrittän yt ha v ainnollistaa v aik eita k äsitteitä erilaisin analo-

gioin, piirroksin ja sarjakuvin. Matemaattisia määritelmiä ei kuitenk aan v oida k o-

k onaan v älttää, mik äli asiat halutaan ilmaista täsmällisesti. Tämä tuskin on lukijan

toiv eenak aan, sillä epätäsmällinen malli joh taa help osti virheelliseen toteutukseen.

Yksi v aroituksen sana on kuitenkin paik allaan: tämä moniste ei so vi tosik oille. Jos

et pidä sarjakuvista, saduista tai vitseistä, Sin un k annattaa ennemmin turv autua

P ekk a Orp osen klassiseen luen tomonisteeseen tai englanninkieliseen kirjallisuuteen.

Kiitokset

Kiitän professori P ekk a Orp osta, jok a on ystä v ällisesti an tan ut k ä yttö öni luen tomo-

nisteensa �Lask ennateoria� latex-tiedostot. Hänen luen tomonisteensa on toimin ut

monin paik oin esikuv anani ja olen p yrkin yt p ysymään usk ollisena hänen lo ogiselle

ja selk eälle esit ysta v alleen, v aikk a olenkin tietoisesti ta v oitellut hausk aa ja helpp o-

lukuista esit ystä.

Professori Orp osen lisäksi kiitän saamastani k onsultaatiosta sek ä vink eistä dosen tti

P atrik Florenia, FT Matti Luukk aista, FL Pirkk o V outilaista sek ä professori Sepp o

Sippua. Kaikk ein suurimmat kiitokset kuuluv at kuitenkin assisten teilleni ja oppilail-

leni, joiden tarp eet, toiv eet ja palaute o v at suurelta osaltaan v aikuttaneet monisteen

syn t yprosessiin.

Kuopiossa 26. maaliskuuta 2008

Wilhelmiina Hämäläinen



Sisältö

1 Johdan to 1

2 Matemaattisia p erusk äsitteitä 7

2.1 Lo ogisia sym b oleita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 Jouk ot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3 Relaatiot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.4 F unktiot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.5 Numeroituvuus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.6 T o distusmenetelmiä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.7 *Ekskursio: T rans�niittiset ordinaaliluvut . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.8 Kertausteh tä viä matematiik asta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3 Lask ennalliset ongelmat 21

3.1 Ongelma: MIU-järjestelmä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.2 Lask ennallisen ongelman esit ys . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.3 Ongelman v aik euden arvioin ti päätösongelmilla . . . . . . . . . . . 26

3.4 Lask ennallisten ongelmien ratk ea vuus . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.4.1 Aakk oston merkkijono ja on n umeroituv a määrä . . . . . . . 29

3.4.2 P äätösongelmia on ylin umeroituv a määrä . . . . . . . . . . . 30

3.4.3 Ekskursio: p ysäh t ymisongelman ratk eamattom uus . . . . . . 32

3.5 T eh tä viä lask ennallisista ongelmista . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

iii

iv SISÄL TÖ

4 Säännölliset kielet ja äärelliset automaatit 35

4.1 Äärelliset automaatit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.1.1 Äärellisen automaatin esit ys . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.1.2 Äärellisen automaatin formaali määrittely . . . . . . . . . . 41

4.2 Äärellisen automaatin minimoin ti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.2.1 Apuk äsite: tilo jen ekviv alenssi . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.2.2 Äärellisen automaatin minimoin ti -algoritmi . . . . . . . . . 47

4.3 Epädeterministiset äärelliset automaatit . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.3.1 Automaatin determinisoin ti . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.3.2 Hahmon tunnistus epädeterministisellä automaatilla . . . . . 59

4.4 Säännölliset lausekk eet ja kielet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.4.1 Kielten yhdiste, tulo ja sulk euma . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.4.2 Säännöllinen lausek e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.4.3 Säännöllisten lausekk eiden siev en täminen . . . . . . . . . . . 65

4.4.4 Siev enn yssään tö jä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.4.5 *T a v alliset joukk o-op eraatiot vs. säännöllisten kielten op eraa-

tiot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.5 Äärelliset automaatit ja säännölliset kielet . . . . . . . . . . . . . . 68

4.5.1 � -automaatti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.5.2 Lausek eautomaatit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.5.3 Säännöllisestä lausekk eesta automaatti . . . . . . . . . . . . 73

4.5.4 Automaatista säännöllinen lausek e . . . . . . . . . . . . . . 76

4.6 Hausk a lisätieto: Säännöllisen kielen sulk eumaominaisuudet . . . . . 83

4.7 Säännöllisten kielten ra joituksista . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4.7.1 Pumppauslemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4.7.2 Näin nä ytät pitk ää nenää Pumppauslemmalle! Heuristisia oh-

jeita PL-to distuksiin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.7.3 *Punahilkk ap eli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91



SISÄL TÖ v

4.8 Ekskursio: Säännöllisten kielten so v elluksia . . . . . . . . . . . . . . 92

4.8.1 Hahmon tunnistus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.8.2 Viestin v älit ysprotok ollat äärellisinä automaatteina . . . . . . 92

4.8.3 Leksik aalinen analyysi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.8.4 Luonnollisen kielen esiprosessoin ti . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.9 Harjoituksia säännöllisistä kielistä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

5 K on tekstittomat kielet ja pinoautomaatit 105

5.1 K on tekstittomat kieliopit ja kielet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

5.1.1 Määritelmä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

5.1.2 Esimerkk ejä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

5.1.3 Vinkk ejä kieliopin laatimiseen . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

5.1.4 V akiin tuneita merkin tätap o ja . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

5.2 Säännölliset kielet ja k on tekstittomat kieliopit . . . . . . . . . . . . 111

5.2.1 Oik ealle ja v asemmalle lineaariset kieliopit . . . . . . . . . . 112

5.2.2 Äärellisestä automaatista lineaarinen kielioppi . . . . . . . . 113

5.2.3 Lineaarisesta kieliopista äärellinen automaatti . . . . . . . . 114

5.3 *Ekskursio: Kasvikieliopit eli Lindenma y er-järjestelmät . . . . . . . 116

5.4 Pinoautomaatit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

5.4.1 Pinoautomaatin määritelmä . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

5.4.2 Pinoautomaatin esit ys . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

5.4.3 Pinoautomaatit ja k on tekstittomat kielet . . . . . . . . . . . 126

5.4.4 Deterministiset ja epädeterministiset pinoautomaatit . . . . 130

5.5 Kielioppien jäsenn ysongelma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

5.5.1 Johdot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

5.5.2 Jäsenn yspuut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

5.5.3 Johdot , jäsenn yspuu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

vi SISÄL TÖ

5.5.4 Kieliopin moniselitteisyys . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

5.6 Rekursiivisesti etenev ä jäsen täminen . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

5.6.1 LL(1)-kielioppi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

5.6.2 LL(1)-kieliopin jäsenn ysohjelma . . . . . . . . . . . . . . . . 140

5.6.3 LL(1)-kielioppien yleinen m uoto . . . . . . . . . . . . . . . . 142

5.6.4 *LL(1)-kieliopin rekursiivisesti etenev än jäsen tä jän m uo dos-

taminen yleisesti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

5.6.5 Kielioppien m uokk aaminen LL(1)-m uoto on . . . . . . . . . . 148

5.6.6 *LI ITE: FIRST- ja F OLLO W-joukk o jen lask eminen . . . . . 149

5.6.7 LL(1)-kielien v ah v emmat sisarukset . . . . . . . . . . . . . . 150

5.7 CYK-jäsenn ysalgoritmi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

5.7.1 Chomskyn normaalim uoto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

5.7.2 Co c k e�Y ounger�Kasami-algoritmi . . . . . . . . . . . . . . . 158

5.7.3 Apuk eino CYK:in sim uloimiseen . . . . . . . . . . . . . . . . 161

5.8 Muunnos Chomskyn normaalim uoto on . . . . . . . . . . . . . . . . 162

5.9 K on tekstittomien kielten ominaisuuksia . . . . . . . . . . . . . . . . 166

5.9.1 K on tekstittomien kielten sulk eumaominaisuudet . . . . . . . 167

5.9.2 Ratk ea v at ja ratk eamattomat ominaisuudet . . . . . . . . . 167

5.10 *K on tekstittomien kielten ra joituksista . . . . . . . . . . . . . . . . 168

5.11 K on tekstittomien kielten so v elluksia . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

5.12 Harjoituksia k on tekstittomista kielistä . . . . . . . . . . . . . . . . 171

6 T uringin k oneet ja ra joittamattomat kielet 179

6.1 Ch urc hin-T uringin teesi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

6.2 T uringin k oneet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

6.2.1 F ormaali määrittely . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

6.2.2 T uringin k oneen esit ys siirt ymäk aa viona . . . . . . . . . . . 186

6.3 T uringin k oneiden laa jenn uksia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188



SISÄL TÖ vii

6.3.1 *Moniuraiset k oneet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

6.3.2 Moninauhaiset k oneet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

6.3.3 Epädeterministiset k oneet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

6.4 Ra joittamattomat ja k on tekstiset kielet . . . . . . . . . . . . . . . . 199

6.4.1 *Ra joittamattomat kieliopit . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

6.4.2 Ra joittamattomat kieliopit vs. T uringin k oneet . . . . . . . 202

6.4.3 K on tekstiset kieliopit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

6.5 Harjoituksia T uringin k oneista . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

7 Ratk ea vuus ja ratk eamattom uus 211

7.1 Ratk ea vuuden päättely sulk eumaominaisuuksilla . . . . . . . . . . . 214

7.1.1 Ratk ea v at ongelmat eli rekursiivinen kieli . . . . . . . . . . . 214

7.1.2 Osittain ratk ea v at ongelmat eli rekursiivisesti luetelta v a kieli 216

7.2 T uringin k oneiden ominaisuudet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218

7.2.1 T uringin k oneen k o o daus binäärilukuna . . . . . . . . . . . . 219

7.2.2 Diagonaalikieli D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

7.2.3 Univ ersaalik one ja univ ersaalikieli . . . . . . . . . . . . . . . 224

7.2.4 Univ ersaalikieli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225

7.2.5 T y ök aluja ratk ea vuus- ja ratk eamattom uusto distuksiin . . . 231

7.3 *Ekskursio: Ratk ea vuus ja ratk eamattom uus matematiik assa . . . . 232

7.3.1 Rekursiiviset ja rekursiivisesti n umeroituv at jouk ot matema-

tiik assa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232

7.3.2 Gö delin epätä ydellisyyslause . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235

7.3.3 Kirjallisuutta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236

7.4 K onkreettisia ratk eamattom uustuloksia . . . . . . . . . . . . . . . . 237

7.4.1 T uringin k oneiden p ysäh t ymisongelma . . . . . . . . . . . . 237

7.4.2 Yleinen ristiriitameto di ratk eamattom uuden to distamiseksi . 238

7.4.3 Seman ttisten ominaisuuksien ratk eamattom uus . . . . . . . 240

viii SISÄL TÖ

7.4.4 Muita ratk eamattomia ongelmia . . . . . . . . . . . . . . . . 243

7.4.5 *Joitain hausk o ja ratk eamattomia ongelmia . . . . . . . . . 244

7.5 *Hausk a lisätieto: Ongelmien palautukset . . . . . . . . . . . . . . . 247

7.6 Näin to distat ratk ea vuuden/ratk eamattom uuden . . . . . . . . . . . 251

7.7 Harjoituksia ratk eamattom uudesta . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253

8 Loppusanat 259

8.1 Ongelman v aik euden arvioin ti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259

8.2 Lask ennan v aativuudesta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260



Luku 1

Johdan to

Lask ennan teoria ( the ory of c omputation ) k äsittelee sitä, miten ongelma luokitel-

laan ratk ea vuuden, v aik euden ja ratk aisun v aativuuden p erusteella ennen kuin se

ratk aistaan (Kuv a 1.1). Lask ennan teoria jaetaan p erin teisesti k ah teen osa-alueeseen:

1. Lask etta vuuden teoriassa ( the ory of c omputability ) tutkitaan, mitä tieto-

k oneella ylipäänsä v oidaan ratk aista ja kuink a v aik ea annettu ongelma on. On-

gelmien v aik eus määritellään melk o k ark ealla tasolla sen p erusteella, kuink a

monim utk aista laskennan mal lia ratk aisussa tarvitaan. Lisäksi lask etta vuuden

teoria an taa h yviä ev äitä itse ratk aisun laatimiseen.

2. Lask ennan v aativuusteoriassa ( the ory of c omputational c omplexity ) tut-

kitaan, kuink a tehokk aasti ongelma v oidaan ratk aista. Lask ennan v aativuus-

teoria m uistuttaa algoritmien analyysia, m utta siinä ei määritellä yksittäisen

ratk aisualgoritmin aik a- tai tila v aativuutta, v aan itse ongelman pahimman ta-

pauksen aik a- ja tila v aativuusluokk a. Lask ennan v aativuusteoria an taa m y ös

h yv ät ev äät ongelmien palauttamiseksi toisiin, jo tunnettuihin ongelmiin.

Kuv assa 1.1 on esitett y ongelmien luokittelu lask ennan teoriassa. Aiv an ensin tut-

kitaan, onk o ongelma luon teeltaan sellainen, että sen v oi mallin taa tietok oneella

ratk aista v aksi. Tällaisia ongelmia kutsutaan laskennal lisiksi ongelmiksi . Seuraa v ak-

si tutkitaan, onk o lask ennallinen ongelma ratk ea v a eli v oimmek o laatia sen ratk aise-

v an tietok oneohjelman, jok a p ysäh t yy k aikilla sy ötteillä. Jos tällaista ei ole olemassa,

on ongelma ratk eamaton. Ratk eamattomat ongelmat v oidaan edelleen jak aa osit-

tain ratk ea viin, jotk a ratk ea v at v ain joillain sy ötteillä, sek ä tä ysin ratk eamattomiin.

Ratk ea vien ongelmien osalta v oimme edelleen tutkia, kuink a tehokk aasti ongelma

1
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EI-LASKENNALLINEN
ONGELMA

LASKENNALLINEN
ONGELMA

RATKEAVA
ONGELMA

RATKEAMATON
ONGELMA

TÄYSIN
RATKEAMATON

OSITTAIN
RATKEAVA

EI TEHOKASTA
RATKAISUA

ONGELMA

TEHOKKAASTI
RATKAISTAVISSA

Kuv a 1.1: Ongelmien luokittelu.

v oidaan ratk aista. Tämän p erusteella ongelmat v oidaan jak aa tehokk aasti ratk ais-

ta viin (englanniksi tr actable , k ä ytännössä ongelmat, jotk a v oi ratk aista p olynomi-

sessa a jassa) sek ä sellaisiin, joilla ei ole tehok asta ratk aisua (englanniksi intr actable ,

aik a v aativuus v ähin tään eksp onen tiaalinen).

Tämä luen tomoniste k äsittelee lask ennan teorian ensimmäistä osa-aluetta eli las-

k etta vuuden teoriaa. Aihepiirinä o v at lask ennalliset ongelmat ja niiden ratk aisun

mek aaniset mallit, joita kutsutaan laskennan mal leiksi . Käsittelemme k olmea eri

lask ennan mallia, äär el lisiä automaatteja , pino automaatteja ja T uringin koneita , se-

k ä tutkimme, mitä kullakin mallilla v oidaan ratk aista. Eri lask ennan malleja on

ha v ainnollistettu seuraa v assa sarjakuv assa.



3 4 LUKU 1. JOHD ANTO

Sarjakuv an tarina esittelee sarjan asteittain v aik enevia ongelmia sek ä niiden mek aa-

nisia ratk aisuyrit yksiä. Sarjakuv an assisten tti yrittää laatia k oneen, jok a tark astaisi

opisk elijoiden ohjelmak o o dit automaattisesti. Ratk aisuk one saa sy ötteenään ohjel-

mak o o din ts. merkkijonon ja an taa tulosteenaan tiedon siitä, onk o sy öte h yv äksytt y

v ai h ylätt y . T eh tä v änä on siis ratk aista, onk o annettu merkkijono kyseisen kielio-

pin m uk ainen (kuuluuk o se sään tö jen määrittelemään �kieleen�). T arinan ongelmat

v oidaan esittää hierarkiana:

1. Leksik aalinen analyysi: k o ostuuk o merkkijono (ohjelmak o o di) laillisista osis-

ta? Ratk aisuna on yksink ertainen k one, jolla on k ä ytössään sään tö joukk o (�kie-

lioppi�) ja v ain ra jallinen m uisti (äärellinen automaatti).
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2. Lauserak en teiden tarkistus: k o ostuuk o merkkijono lisäksi laillisista lauserak en-

teista? (Sisäkk äisten rak en teiden lukumäärää ei ole ra joitettu.) Nyt tarvitaan

k one, jolle annettu sään tö joukk o sek ä ra jaton pinom uisti (pinoautomaatti).

3. Ohjelman toiminnan sim uloin ti testisy ötteillä: miten ohjelma toimii eri sy öt-

teillä? Nyt k oneen saama merkkijono k o ostuu sek ä ohjelmak o o dista että sen

testisy ötteestä. K oneelle on annettu sään tö joukk o sek ä ra jaton t y önauha, jolla

se v oi sim uloida ohjelmaa (T uringin k one).

4. Pysäh t ymisongelma: p ysäh t yyk ö ohjelma k aikilla sy ötteillä? Tätä ongelmaa ei

v oida enää ratk aista mek aanisesti!

Lask etta vuuden teoriassa ongelmien v aik eutta tark astellaan v astaa vien formaalien

kielten k annalta. Ideana on, että ongelman alkup eräisen ongelman sijasta arvioim-

me hieman help omman p äätösongelman v aik euden. P äätösongelman v astaus on v ain

�kyllä� tai �ei�. Esimerkiksi jos alkup eräinen ongelma on �lask e x + y �, niin n yt rat-

k aisemmekin v ain ongelman �onk o x + y = z?�. Selv ästi alkup eräinen ongelma on

v ähin tään yh tä v aik ea kuin päätösongelma, joten saamme alara jan ongelman v ai-

k eudelle. P äätösongelmaa v astaa v a formaali kieli on joukk o merkkijono ja x + y = z

siten, että yh tälö pätee. Nyt riittää siis tunnistaa , kuuluuk o annettu merkkijono

w kieleen. Huomaa, että tietok oneella k aikki luvut esitetään merkkijonoina (bitti-

jonoina), joten meidän tä yt yy ensin tutkia, että w on m uotoa x + y = z ja sitten

tarkistaa, että merkkijono jen x ja y esittämien lukujen summa on z:n esittämä luku.

Kun olemme laatineet alkup eräistä ongelmaa v astaa v an formaalin kielen, riittää

tutkia kuink a v aik eaa sen tunnistus on. Kielet jaetaan p erin teisesti neljään v aik eus-

luokk aan, jotk a m uo dosta v at Chomskyn kielihier arkian (Kuv a 1.2):

� t yyppi 3 säännöl liset kielet (erik oistapaus äärelliset kielet).

� t yyppi 2 kontekstittomat kielet .

� t yyppi 1 kontekstil liset kielet .

� t yyppi 0 r ajoittamattomat kielet = r ekursiiviset kielet + r ekursiivisesti nume-

r oituvat kielet .

Chomskyn kielihierarkia on alkujaan laadittu luonnollisille (ihmisten puh umille)

kielille ja siksi tieto jenk äsittelytieteilijät o v at joutuneet hieman tä yden tämään sitä.

Lask ennan teorian k annalta oleellisia luokkia o v at säännölliset kielet, jotk a v oidaan

tunnistaa äär el lisil lä automaateil la , k on tekstittomat kielet, jotk a v oidaan tunnistaa

pino automaateil la , sek ä ra joittamattomat kielet, jotk a v oidaan tunnistaa T uringin
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kielet

kontekstittomat kielet

kontekstilliset kielet

tyyppi 0

tyyppi 1

tyyppi 2

tyyppi 3

äärelliset

ratkeamattomat ongelmat

esim. pysähtymisongelma

tunnistus:

tunnistus:

Turing-kone + ääretön
työnauha (pysähtyy aina)

universaali Turing-kone
(pysähtyy 'kyllä'-tapauksessa

tunnistus:
pinoautomaatti

säännölliset kielet

tunnistus:
äärellinen automaatti

RAM-kone
ohj.kielet

,

Turing-kone +
äärell. työnauha

luonnoll. kielet?

(rajall. muisti)

)

esim. palindromit

rekursiivisesti numeroituvat
kielet

rekursiiviset
kielet

rajoittamattomat
kielet

Kuv a 1.2: Chomskyn kielihierarkia tä ydennett ynä rekursiivisten kielten luok alla.

koneil la . Lisäksi tieto jenk äsittelytieteilijät o v at jak aneet ra joittamattomien kielten

luok an k ah teen merkittä v ästi erilaiseen osaan: rekursiiviset kielet v oidaan tunnistaa

aina p ysäh t yvillä T uringin k oneilla eli niitä v astaa v at k aikki ratk ea v at ongelmat.

Rekursiivisesti n umeroituv at kielet eiv ät enää ole tunnistetta vissa, sillä v astaa v a

T uringin k one ei v älttämättä p ysähdy k aikilla sy ötteillä. Hierarkian ulk opuolelle

jää v ät tä ysin ratk eamattomat ongelmat (tunnistamattomat kielet).



Luku 2

Matemaattisia p erusk äsitteitä

Tässä luvussa k errataan lyh y esti joitain matemaattisia k äsitteitä kuten lo ogiset sym-

b olit, jouk ot, relaatiot ja funktiot, joukk o jen n umeroituvuus ja ylin umeroituvuus

sek ä esitellään h y ö dyllisiä matemaattisia to distusmenetelmiä.

2.1 Lo ogisia sym b oleita

Olk o on P ja Q pr op ositioita eli totuusarv oisia lauseita, jotk a kuv aa v at jonkin asian-

tilan. Esimerkiksi P =�Kuu on juustoa�, Q=�Nap oleon asuu Kuussa�. Tällöin P :stä

ja Q:sta v oidaan m uo dostaa uusia, rak en teisia prop ositioita seuraa villa lo ogisilla

op eraattoreilla:

� Ne gaatio : P : P on epätosi (ohjelmoin tikielissä not P , ! P )

� Disjunktio P _ Q: jok o P tai Q on tosi (tai molemmat o v at tosia) (ohjelmoin-

tikielissä P or Q, PjjQ)

� Konjunktio P ^ Q: sek ä P että Q o v at tosia ( P and Q, P&& Q)

� Implikaatio P ) Q: �jos P , niin Q� ( � : P _ Q)

� Ekvivalenssi P , Q: � P jos ja v ain jos Q� ( � (P ) Q) ^ (Q ) P) )

Lisäksi usein tarvitaan sym b oleita 8 ( universaalikvanttori , �k aikille�, �jok aiselle�)

sek ä 9 ( eksistenssikvanttori , �on olemassa�, �jollekin�). Esimerkiksi 8x 2 N �jok aiselle

luonnolliselle luvulle x pätee...�, 9x 2 N �jollekin luonnolliselle luvulle x pätee...�

7
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2.2 Jouk ot

Joukko on k ok o elma olioita eli jouk on alkioita , esimerkiksi A = f a1; a2; :::; ang tai

� = f a; b; c; :::; zg. Merkitään ai 2 A (� ai kuuluu joukk o on A �). Jouk on erik oista-

paus on tyhjä joukko ; , jok a ei sisällä yh tään alkiota. Perusjoukko on (asia yh tey-

destä riippuv a) k ok o elma oliota, jok a on v alittu tark astelun k oh teeksi, esimerkiksi

luonnolliset luvut N, reaaliluvut R, tai kirjainmerkit.

Joukk o jen v älillä v oi v allita seuraa via suh teita:

� A on B :n osajoukko : A � B , 8 x(x 2 A ! x 2 B) .

� A on B :n aito osajoukko : A � B : A � B ^ A 6= B . Merkitään joskus A ( B .

� A :n ja B :n yhdiste : A [ B = f xjx 2 A _ x 2 Bg.

� A :n ja B :n leikkaus : A \ B = f xjx 2 A ^ x 2 Bg.

� A :n ja B :n er otus : A n B = f xjx 2 A ^ x =2 Bg.

� A :n komplementti p erusjouk ossa E : A = E n A .

� A :n ja B :n karte esinen tulo : A � B = f (x; y)jx 2 A ^ y 2 Bg; missä kukin

(x; y) on järjestetty p ari .

� jouk on A p otenssijoukko : P(A) = f X jX � Ag.

esim. jos A = f a; b; cg, niin P(A) = f; ; f ag; f bg; f cg; f a; bg; f a; cg; f b; cg; f a; b; cgg:

2.3 Relaatiot

R elaatio R kuv aa k ahden (tai useamman) jouk on alkioiden v älillä v allitsev aa suh-

detta. Esimerkiksi joukk o jen A ja B v älinen (binääri-)relaatio määritellään jouk on

A � B osa joukk ona:

R = f (a; b)ja 2 A ^ b2 B ^ R(a; b)g:

Esimerkiksi olk o on A ja B luonnollisia lukuja ja R on seuraa jarelaatio:

R(a; b) , jos ja v ain jos b= a + 1:

Tällöin relaatio k o ostuu pareista f (0; 1); (1; 2); (2; 3); :::g. Relaation R � A � B

käänteisr elaatio R� 1 � B � A on relaatio

R� 1 = f (b; a)j(a; b) 2 Rg:
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2.4 F unktiot

F unktio on relaation erik oistapaus, jok a liittää annetun jouk on jok aiseen alkio on

toisen annetun jouk on määrät yn alkion. Määritellään funktio seuraa v asti:

Määritelmä 2.1 Olko on f joukkojen A ja B välinen r elaatio f � A � B , joka

täyttää seur aavat kaksi ehto a:

1. (Määrittelyehto) Jokaista A :n alkiota x vastaa B :n alkio y eli

8x 2 A 9y 2 B (x; y) 2 f:

2. (Yksikäsitteisyysehto) Jokaista A :n alkiota x vastaa vain yksi alkio y B :ssä eli

8x 2 A; 8y1; y2 2 B ((x; y1) 2 f ^ (x; y2) 2 f ) y1 = y2:

Täl löin f on funktio eli kuvaus f : A ! B määrittelyjoukosta A maalijoukko on

B (kuva 2.1).

Mik äli funktio f kuv aa pisteen x 2 A pisteelle y 2 B , sanotaan y :tä x :n kuvaksi .

Merkitään y = f (x) , (x; y) 2 f . Jos C � A , niin joukk o f (C) on C :n kuv a joukk o

f (C) = f f (x)jx 2 Cg:

F unktion f : A ! B arvojoukko on määrittelyjouk on A kuv a joukk o f (A) .

Joukk o f � 1(D) on D :n alkukuva

f � 1(D) = f xjf (x) 2 Dg;

missä f � 1

on f :n k ään teisrelaatio. Relaatio f � 1

on f :n käänteisfunktio eli käänteis-

kuvaus , jos f � 1

tä yttää funktion ehdot.

F unktioiden erik oistapauksia o v at injektio , surjektio ja bijektio , jotk a määritellään

seuraa v asti:

F unktio f : A ! B on

� injektio , jos jok aisella arv o jouk on kuv a-alkiolla on v ain yksi alkukuv a eli

8x1; x2 2 A (f (x1) = f (x2) ) x1 = x2):

(T oisin sano en useampi A :n alkio ei saa kuv autua samalle B :n alkiolle.)
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A
B

f(A)

x2

x1

.

.

.

f

y1=

y2.

f(x1)=f(x2)

Kuv a 2.1: A = f x1; x2g on funktion määrittelyjoukk o, B = f y1; y2g maalijoukk o ja

f (A) sen arv o joukk o. f ei ole injektio, k osk a x1 ja x2 kuv autuv at samalle pisteelle,

eik ä surjektio, k osk a k aikilla B :n pisteillä ei ole alkukuv aa A :ssa.

� surjektio , jos jok aisella B :n alkiolla on alkukuv a A :ssa eli

8y 2 B 9x 2 A(y = f (x)) :

(T s. B :ssä ei saa olla �orp o ja� alkioita.)

� bijektio , jos f on sek ä surjektio että injektio.

Huom! f on bijektio , f :llä on k ään teisfunktio.

V arsinkin bijektio on h y ö dyllinen, sillä se määrittelee yksi-yh teen-kuv auksen k ahden

jouk on v älillä. Sitä k ä ytetään esim. osoittamaan, että joukk o on n umeroituv a.

.

f

.x1

x2

.

. y2

y1

x3 .

.

f

.x1

x2

. y1

. y2

. y3

.

f

.x1

x2

. y1

. y2

Kuv a 2.2: Surjektio, injektio ja bijektio.

� esim. 1. f : Z ! Z+ [ f 0g, f (x) = jxj on surjektio, m utta ei injektio.

� esim. 2. f : Z+ ! Q, f (x) = 1
x on injektio, m utta ei surjektio.

� esim. 3. f : R+ ! R+

, f (x) = x2

on bijektio, jonk a k ään teiskuv aus on f (y) =
p

y .
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0 1 2 3 4 5

2 30 1-3 -2 -1

N

Z

Kuv a 2.3: Esimerkiksi k ok onaisluvut v oidaan n umeroida luonnollisilla luvuilla.

2.5 Numeroituvuus

Määritelmä 2.2 Joukko X on n umeroituv a , jos

1. X on äär el linen tai

2. On olemassa bijektio f : N ! X , jol le

X = f f (n)jn 2 Ng:

In tuitiivisesti a jatellen X :n alkiot v oidaan siis järjestää ja indeksoida luonnollisilla

luvuilla: X = f x0; x1; x2; :::g. Esimerkiksi parittomien luonnollisten lukujen joukk o

X = f 1; 3; 5; :::g on n umeroituv a, sillä v oidaan määritellä bijektio f : N ! X

f (n) = 2 n + 1:

Jos X ei ole n umeroituv a, se on ylinumer oituva . Esimerkiksi reaalilukujen joukk o R

sek ä luonnollisten lukujen jouk on N p otenssijoukk o P(N) o v at ylin umeroituvia.

2.6 T o distusmenetelmiä

Seuraa v assa esitellään joitain h y ö dyllisiä to distusmenetelmiä. Tällä kurssilla tarvi-

taan useimmin ns. k onstruktiomenetelmää, jonk a oik eellisuus v armistetaan induk-

tioto distuksella. V asta v äitteellä to distusta k ä ytetään m y ös monissa tärk eissä tulok-

sissa.
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T o distusmenetelmiä on esitelt y ha v ainnollisesti Daniel Solo win kirjassa �Ho w to read

and do pro ofs�.

K onstruktiomenetelmä

Univ ersaali- ja eksistenssiv äitteet ( �kaikil le x p äte e P(x) � , �on olemassa x , jol le p ä-

te e P(x) � ) to distetaan yleensä ns. k onstruktiomenetelmällä, jossa tuotetaan haluttu

ominaisuus P . Edellä osoitimme, että parittomien k ok onaislukujen joukk o on n u-

meroituv a k onstruoimalla funktion, jok a n umeroi k aikki parittomat k ok onaisluvut.

Jatk ossa tulemme mm. osoittamaan, että k aikki epädeterministiset automaatit v oi-

daan m uun taa deterministisiksi, että k aikki säännölliset kielet v oidaan tunnistaa ää-

rellisillä automaateilla, ja että moninauhaiset ja moniuraiset T uringin k oneet o v at

yh tä v ah v o ja kuin standardimalliset.

Univ ersaaliv äite on siis m uotoa 8x 2 X P (x) . T o distuksessa tulee osoittaa, että mie-

liv altaiselle x :lle pätee ominaisuus P(x) . K onstruktiivisessa to distuksessa laadimme

jonkun menetelmän (esim. algoritmin), jok a tuottaa x :stä P(x) :n. Tä ydellisessä to-

distuksessa tä yt yy vielä osoittaa induktiolla, että menetelmä to della tuottaa P(x) :n

k aikilla x .

Esimerkki 2.1 Olk. S = f x 2 Rj(x2 � 3x + 2 � 0)g ja T = f x 2 Rj1 � x � 2g.

Väite: S = T .

T o distus: Osoitetaan ensin, että S � T eli 8x : x 2 S ) x 2 T . T arkastel laan mv.

x 2 S. x2 � 3x + 2 = ( x � 2)(x � 1) � 0 , (x � 2) � 0 ja (x � 1) � 0 tai (x � 2) � 0

ja (x � 1) � 0. Ensimmäinen tap aus ei p äde koskaan (jos x � 2, ei voi ol la x � 1),

joten täytyy ol la (x � 2) � 0 ja (x � 1) � 0. Siisp ä x 2 T .

Osoitetaan sitten, että T � S. Mielivaltaisel le x 2 T p äte e 1 � x � 2. Jos x = 1 tai

x = 2 , on x2 � 3x + 2 = 0 . Jos 1 < x < 2, niin x2 � 3x + 2 < 0. Siis x 2 S. 2

Eksistenssilauseen 9x 2 X P (x) to distus on vieläkin help ompaa: riittää lö ytää (ar-

v ata, tuottaa) yksikin tällainen x , jolle haluttu ominaisuus pätee.

Esimerkki 2.2 Väite: On olemassa luku x 2 R s.e. 2x < jxj . T o d: A rvataan luku

x = � 2. 2� 2 = 1=22 = 1=4 < j � 2j eli ominaisuus p äte e.

Huomaa, että samalla tapaa v oi osoittaa univ ersaalilauseen epäto deksi! Muotoa

8x 2 X P (x) olev a v äite on epätosi, jos lö yt yy yksikin v astaesimerkki jouk osta

X , jolla v äite ei päde. Esimerkiksi v äite �Kaikki linn ut osaa v at len tää� on epätosi,

k osk a esimerkiksi pingviinit eiv ät osaa len tää.
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Matemaattinen induktio

Matemaattista induktiota k ä ytetään usein k onstruktiomenetelmän tuk ena v armis-

tamaan, että lö ydett y menetelmä to della tuottaa halutun ominaisuuden k aikille

jouk on alkioille. T ulemme esimerkiksi to distamaan induktiolla, että äärellisen auto-

maatin determinisoin timenetelmä to della tuottaa ekviv alen tin deterministisen au-

tomaatin. Klassisesti induktiota k ä ytetään luonnollisille luvuille tai niiden osa jou-

k oille, m utta sitä v oidaan so v eltaa mille tahansa n umeroituv alle jouk olle. Oleellista

on, että n :s tapaus v oidaan jotenkin palauttaa johonkin edellisistä tapauksista.

Halutaan to distaa, että jokin v äite P(n) pätee k aikille luonnollisille luvuille n 2 N.

Väite to distetaan k ahdessa osassa:

1. P erustapaus n = 0 : T o distetaan, että v äite pätee tapauksessa P(0)

2. Induktioask el: T o distetaan, että k aikilla n P(n) ! P(n + 1)

K ohdista 1+2 seuraa, että v äite pätee k aikilla n 2 N ( P(0) pätee, josta saadaan in-

duktioask eleella P(1) , tästä puolestaan P(2) jne.) Induktioask el to distetaan yleensä

induktio-oletuksen a vulla:

� Oletetaan, että P(n) pätee k aikilla n � k .

� Osoitetaan v äite tapauksessa n = k + 1 .

Esimerkki 2.3 Väite: � i =1
n i = n2+ n

2 8n � 0

T o distus:

1. n = 0 � n
i =1 i = 0 = 02+0

2

2. Induktio-oletus: 9k 2 N s.e. väite p äte e kaikil la n � k

T ap aus n = k + 1 : � k+1
i =1 i = 1 + 2 + 3 + ::: + k + ( k + 1)

Ol. mukaan � k
i =1 i = k2+ k

2 , joten

� k+1
i =1 i = k2+ k

2 + ( k + 1) = (k+1) 2 +( k+1)
2 2

Huomaa, että alk eistapaus on aina pienin alkio, jolle ominaisuus on määritelt y .

Esimerkiksi v äitteessä �k aikille k ok onaisluvuille n � 5 pätee 2n > n 2

� alk eistapaus

on n = 5 , eik ä n = 0 . Ensin tä yt yy siis tarkistaa, että 25 > 52

, ja sitten osoittaa,

että jos 2n > n 2

pätee, niin m y ös 2n+1 > (n + 1) 2

pätee.
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Epäsuora to distus (T o distus an titeesillä eli v asta v äitteellä)

Epäsuora to distus eli to distus v asta v äitteellä on erittäin näppärä ja tehok as menetel-

mä, jota tulemme k ä yttämään ratk eamattom uustuloksissa sek ä Pumppauslemmaa

so v ellettaessa. An titeesimenetelmää so v elletaan m y ös Cantorin diagonaaliar gumen-

tissa , jota tarvitsemme osoittamaan, että lask ennallisia ongelmia on ylin umeroitu-

v an mon ta.

Halutaan to distaa v äite �jos P , niin Q�. Oletetaan P ja tehdään v asta v äite : Q.

Mik äli näistä v oidaan joh taa ristiriita, on v äite tosi. Tämä p erustuu siihen, että

implik aatio P ) Q tosi m uulloin, paitsi kun P ^ : Q ( P ) Q � (: P _ Q) �
: (P ^ : Q) ) Huomaa, ettemme tiedä etuk äteen, mik ä ristiriita halutaan joh taa!

Esimerkki 2.4 Olko on U äär etön joukko ja S sen äär el linen osajoukko ja T S:n

komplementti U :ssa.

Väite: T on äär etön.

T o distus: V astaväite: T on äär el linen. Koska sekä S ja T ovat äär el lisiä, on myös

U äär el linen, mikä merkitse e ristiriitaa ( U oli äär etön). 2

T eh tä v ä: Kuink a to distaisit v äitteen: �Maailmassa on v ähin tään k aksi ihmistä, joilla

on yh tä mon ta hiusta päässään�?

Huom! Kontr ap ositiosäännöl lä P ) Q � : Q ) : P v oi alkup eräisen lauseen m uut-

taa toiseen m uoto on, jok a on joskus help ompi to distaa.

2.7 *Ekskursio: T rans�niittiset ordinaaliluvut

T rans�niittiset ordinaali- eli järjest ysluvut tark oitta v at äärettömiä lukuja, joille silti

v oidaan määritellä järjest ys. Mm. Da vid Hilb ert, Georg Can tor, Kurt Gö del ja Rudy

Ruc k er o v at tark astelleet tällaisiin lukuihin liitt yviä ongelmia.

! Omega

! eli @0 (alef-nolla) on suurin normaali järjest ysluku, ts. lukujonon 0; 1; 2; 3; ::: suurin

alkio lim n . ! v oidaan määritellä seuraa v asti: ! on ensimmäinen sellainen luku a,

jolle a + 1 = a. Esim. 1 + ! = ! , 2! = ! .
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! :lle v oidaan kuitenkin määritellä toimiv at yh teen- ja k ertolasku uusien trans�niit-

tisten lukujen generoimiseksi. So vitaan, että ! +1 = ! :n seuraa ja ja limn! ! (! + n) =
! + ! = 2! .

Nyt limn! ! (! � 2 + n) = ! � 3, limn! ! (! � n) = ! � ! = ! 2

. Samoin saadaan

! 3; ! 4; :::; ! !

.

! 2

ja ! !

v oidaan määritellä seuraa v asti: ! 2

on ensimmäinen sellainen ordinaaliluku

a, jolle ! + a = a ja ! !

on ensimmäinen ordinaaliluku a, jolle ! � a = a. (Tämä

v oidaan järk eillä seuraa v asti: ! � ! ! = ! ! +1 = ! !

, k osk a 1 + ! = ! ).

Huom! T rans�niittisten lukujen yh teen- ja k ertolasku eiv ät ole v aihdannaisia! 1+! =
! 6= ! + 1

� 0 Epsilon-0

Vielä suurempia lukuja saadaan k onstruoimalla lukuja sisäkk äisillä p otenssiink oro-

tuksilla ts. ! ! ! ! :::

. Määritellään � 0 ensimmäiseksi ordinaaliluvuksi a, jolle ! a = a. � 0

v oidaan kuv ailla parhaiten ottamalla k ä yttö ön tetr aatio-op er aatio

ab (� b tetroituna

a:han�), jok a tark oittaa b:n a-k ertaista p otenssia eli eksp onetiaalipinoa bbb::: b

, jos-

sa b toistuu a k ertaa. T etraatio-op eraatiolla saadaan nop easti suuria lukuja, esim.

310 = 1010 miljardia

(1 ja p erässä 10 miljardia 0:aa),

2! = ! !

,

3! = ! ! !

. Nyt � 0 = ! ! .

Vieläkin suurempia ordinaalilukuja saadaan sisäkk äisillä tetraatio-op eraatioilla !

@1 Alef-1

@1 on ensimmäinen ei-ordinaaliluku ts. @1 :stä alkiosta k o ostuv aa joukk oa ei v oi

mitenk ään järjestää n umero järjest ykseen. @1 :n määritelmä p erustuu mahtavuuden

k äsitteeseen. Sanotaan, että jouk ot A ja B o v at yh tä mah ta via, jos on olemassa

bijektio f : A ! B (ts. funktio on määritelt y k aikille A :n alkioille ja jok aista

B :n alkiota v astaa täsmälleen yksi A :n alkio). Määritellään @1 seuraa v asti: @1 on

ensimmäinen ordinaaliluku, jok a on mah ta v ampi kuin ! . T s. ei ole olemassa mitään

bijektiota, jok a kuv aisi @1 alkiota ! :lle alkiolle.

Hilb ertin hotelli

@1 :n suuruus v oidaan ymmärtää Hilb ertin hotelliv ertauksen a vulla. Hilb ertin hotel-

lissa on ! h uonetta, jotk a on n umeroitu luonnollisilla luvuilla 0; 1; 2; 3; :::. Hilb ertin
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hotelli on sik äli paradoksaalinen, että tä yt ytt y äänkin siihen mah tuu vielä vieraita,

eik ä kuk aan joudu jak amaan h uonettaan! Oletetaan esimerkiksi, että hotellissa on !

vierasta, yksi kussakin h uoneessa, ja hotelliin saapuu vielä yksi vieras. Kuink a hänet

v oidaan ma joittaa? Help osti! Vieras sijoitetaan h uoneeseen 0, jok a saadaan t yhjäk-

si siirtämällä vieras 0 h uoneeseen 1, jok a puolestaan saadaan t yhjäksi sijoittamalla

vieras 1 h uoneeseen 2 jne. En täpä jos hotelliin saapuu ! :n matk ailijan seurue? Nyt

v oidaan sijoittaa ensimmäiset ! vierasta parillisiin h uoneisiin ja uudet ! vierasta

parittomiin h uoneisiin. Samoin v oidaan sopivilla järjestelyillä sijoittaa ! 2

, ! !

tai

jopa � 0 vierasta. Tämän usk omattoman hotellin ma joitusk apasiteetilla on kuitenkin

ra ja � nimittäin @1 . @1 on ensimmäinen sellainen luku, jonk a suuruista matkusta-

ja joukk oa hotelliin ei saada mah tumaan millään järjestelyllä.

Can torin diagonaaliargumen tti

Can torin diagonaaliargumen tti on näppärä esimerkki v asta v äitteellä to distamises-

ta. T ulemme k ä yttämään samaa menetelmää, kun osoitamme, että lask ennallisia

ongelmia on ylin umeroituv an mon ta ja että on olemassa ratk eamattomia ongelmia.

Menetelmään k annattaa siis p ereh t y ä h uolella.

Can tor osoitti v. 1873, että matemaattisessa a v aruudessa on v ähin tään @1 pistettä.

(Yleisemmin tämä tulos ilmaistaan sanomalla, että reaalilukujen joukk o on ylin u-

meroituv a). Sen sijaan ns. jatkumo-ongelma � onk o matemaattisessa a v aruudessa

k en ties enemmän kuin @1 pistettä � on edelleen a v oin ongelma. Can torin to distuk-

sessaan k ä yttämä tekniikk a (ns. Cantorin diagonaaliar gumentti ) on siksi näppärä,

että esitämme idean seuraa v aksi:

Väite: Reaalilujen joukk o R on ylin umeroituv a.

T o distus: Meidän riittää tutkia jotain R:n osa joukk oa ja osoittaa, että se on yli-

n umeroituv a. V alitaan tutkitta v aksi osa v äli ]0; 1[ ja tehdään v asta v äite:

V asta v äite: Väli ]0; 1[ on n umeroituv a. T oisin sano en v oimme n umeroida k aikki reaa-

liluvut x , 0 < x < 1 luonnollisilla luvuilla. Olk o on luvun x järjest ysn umero r (x) (ts.

on bijektio r : ]0; 1[! N). Oletetaan, että v oisimme esittää v älin ]0; 1[ reaaliluvut

äärettömänä matriisina M , jossa kutakin luonnollista lukua v astaa v älin reaaliluku

esitett ynä äärettömällä tarkkuudella. Matriisin alku v oisi olla esim. seuraa v a:

r (1) : :141592:::
r (2) : :333333:::
r (3) : :718281:::
r (4) : :414213:::
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r (5) : :500000:::

Muo dostetaan n yt uusi reaaliluku seuraa v asti: Luetaan matriisin diagonaalilla ole-

v at lukumerkit järjest yksessä ja v aihdetaan jok ainen lukumerkki joksikin toiseksi.

T oisin sano en luvun desimaalik ehitelmässä :d1d2d3d4::: i :s desimaali di 6= M [i ][i ]

( i :nnen rivin i :s desimaali). Luvun alku v oisi siis olla esimerkiksi :02719:::. Tämä

luku ei kuitenk aan v oi esiin t y ä matriisissa, sillä se p oikk eaa jok aisesta matriisin lu-

vusta: 1. luvusta 1. lukumerkin osalta, 2. luvusta 2. lukumerkin osalta, 3.luvusta 3.

lukumerkin osalta jne. Kaikki v älin ]0; 1[ reaaliluvut luettelev aa funktiota r ei siis

v oi olla olemassa!

(Huomaa, ettei auta, v aikk a lisäisimmekin näin saamamme reaaliluvun matriisiin,

sillä v oisimme taas generoida samaan tapaan uuden reaaliluvun, jok a ei esiinn y

listassa.)
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2.8 Kertausteh tä viä matematiik asta

1. Ns. Kyyhkyslakk ap eriaate (Pigeonhole Principle) sano o: Jos kyyhkysiä on

enemmän kuin p esäk olo ja ja jok ainen kyyhkynen len tää johonkin p esäk olo on,

18 LUKU 2. MA TEMAA TTISIA PER USKÄSITTEIT Ä

niin ainakin yhdessä k olossa on enemmän kuin yksi kyyhkynen.

Kuink a k ä y , jos p esäk olo ja on yh tä mon ta kuin luonnollisia lukuja ja kyyhkysiä

yh tä mon ta kuin k ok onaislukuja? En tä jos kyyhkysiä on yh tä mon ta kuin

luonnollisia lukuja, m utta jok ainen kyyhkynen yrittää p esiä jok aisen toisen

kyyhkysen k anssa eri p esissä? (Yh teen k olo on mah tuu v ain yksi p esä.)

2. Hilb ertin Hotelliin on saapumassa bussiletk a, jossa on äärettömän mon ta bus-

sia, kussakin äärettömän mon ta matkusta jaa. Miten sijoittaisit vieraat Hil-

b ertin hotellin h uoneisiin?

3. Hilb ertin hotellin vieraskirjan jok aisella sivulla on v ain äärellisen mon ta nimeä

ja uusien vieraiden on kirjoitetta v a nimensä aina seuraa v alle t yhjälle riville.

Kuink a mon ta sivua kirjassa on olta v a, jotta uusien vieraiden nimille olisi tilaa

(järjestämättä nimiä uudelleen), niin k auan kuin vieraita v oitaisiin sijoittaa

hotelliin (mahdollisesti järjestämällä uudelleen)?

4. Can torin planeetalla asiat on tapana mitata äärettömällä tarkkuudella. Jok ai-

sella planeetan asukk aalla on ain utlaatuinen nimi, jok a k o ostuu äärettömän

pitk ästä aakk oston f a; bg merkkijonosta.

Asukk aat aaaa::::: ja baaaa:::: o v at päättäneet järjestää seuramatk an Hilb er-

tin Hotelliin ja kutsuneet matk alle m uk aan k aikki asukk aat, joiden nimi on

aakk osjärjest yksessä heidän v älillään. Muk aan o v at kutsutut mm. aaaa::::n

pikkusisk o abaaaa::::ja baaaa::::n serkun p oik a abbbbbb:::::. Mah tuuk o p oruk-

k a Hilb ertin Hotelliin? P erustele v astauksesi h uolella! (Vihje: Can torin diago-

naaliargumen tti.)

5. Etsi virhe seuraa v asta to distuksesta, jonk a m uk aan 2=1. T ark astellaan yh tä-

löä a = b. Kerro molemmat puolet a:lla, jolloin saat a2 = ab. Vähennä b2

molemmilta puolilta, jolloin saat a2 � b2 = ab� b2

. Jaa kumpikin puoli tekijöi-

hin, (a � b)(a + b) = b(a � b) , ja jaa (a � b) :llä, jolloin saat a + b= b. Lopuksi

oletetaan, että a ja b o v at 1, jolloin pätee 2 = 1 .

6. Olk o on X joukk o ja X :n k ok o n = jX j . T o dista induktiolla, että X :n p otens-

sijouk on k ok o on jP (X )j = 2 n

.

7. Mitä vik aa on seuraa v assa induktioto distuksessa, jonk a m uk aan k aikki kissat

o v at saman v ärisiä?

Olk o on n kisso jen lukumäärä. Jos n = 1 , niin v äite selv ästi tosi (yksi kissa on

aina saman v ärinen, olipa v äri mik ä tahansa). Oletetaan n yt, että mille tahan-

sa n :n kissan jouk olle pätee, että k aikki kissat o v at saman v ärisiä. T ark astel-

laan sitten n + 1 :n kissan joukk oa. V alitsemalla näistä mitk ä tahansa n kissaa
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(jotk a v oidaan v alita n + 1 eri ta v alla) saadaan induktio-oletuksen p erusteella

saman v äristen kisso jen joukk o. Siispä k aikki n + 1 kissaa o v at saman v ärisiä.

8. T o dista seuraa v a v äite: Jos juhlissa on n(n � 2) henkilöä, niin v ähin tään

k ahdella henkilöllä on yh tä mon ta ystä v ää juhlissa.

9. T o dista k on trap ositiolla: Jos c on pariton k ok onaisluku, niin yh tälöllä n2 + n �
c = 0 ei ole pariton ta k ok onaislukuratk aisua n :lle.

10. Kertaa kreikk alaiset aakk oset! Mitä seuraa v at kreik an sanat o v at suomeksi?

� ���� , ������� �� , ��� ��o�� , � �o������� , ��o�o����o� , ����o�� , 
o������ ,

��
�o��! , T I � RE �
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Luku 3

Lask ennalliset ongelmat

Ongelmat v oidaan jak aa yleisellä tasolla k ah teen luokk aan: laskennal lisiin ja ei-

laskennal lisiin ongelmiin . Lask ennallisia ongelmia o v at k aikki sellaiset ongelmat,

jotk a v oidaan mallin taa ratk aista viksi digitaalisella tietok oneella. Huomaa, että las-

k ennallisen ongelman ei silti tarvitse olla ratk ea v a, ts. v oi olla, ettei p eriaatteessa-

k aan ole mahdollista laatia tietok oneohjelmaa, jok a ratk aisisi ongelman. Esimerk-

k ejä lask ennallisista ongelmista o v at v aikk apa k ok onaislukujen k ertolasku, kirjas-

tok ortiston aakk ostaminen, yrit yksen palk anlask en ta ja kurssitieto jen ylläpito. Sen

sijaan sellaiset ongelmat kuin �Kuinka lop ettaa so dat?� , �Onko oikein huijata tentis-

sä?� o v at luon teeltaan ei-lask ennallisia. Jatk ossa viittaamme sanalla �ongelma� aina

lask ennalliseen ongelmaan.

Lask ennallisen ongelman ratk aisev a ohjelma on sen yksi esit ystapa, m utta k aikille

ongelmille emme v oi tai osaa laatia ratk aisev aa ohjelmaa. Yleisempi ja abstrak-

timpi esit ystapa help ottaa m y ös ongelman analysoin tia, ja v oimme analysoida sen

ratk ea vuuden ja v aik euden, ennen kuin kuk aan on k eksin yt ongelman ratk aisev aa

ohjelmaa. Tästä syystä lask ennan teoriassa ongelmia mallinnetaan formaaleilla mal-

leilla. F ormaalien mallien ei kuitenk aan tarvitse olla t ylsiä, kuten seuraa v a esimerkki

(Luku 3.1) osoittaa.

Luvun loppupuolella tark astelemme lask ennallisten ongelmien formalisoin tia yleen-

sä sek ä erästä tärk eää ongelmien alaluokk aa, p äätösongelmia , ja niitä v astaa via for-

maaleja kieliä . Lopuksi annamme esimerkin ratk eamattomasta ongelmasta.
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3.1 Ongelma: MIU-järjestelmä

Esimerkki 3.1 Kissastanian lo giikkakoulussa on tunnin aihe ena MIU-järjestelmä,

jonka kaikki lause et ko ostuvat kolmesta kirjaimesta M , I ja U . Järjestelmässä on

vain yksi aksio oma MI . Uusia lauseita (te or e emoja) saa muo dostaa e del lisistä lauseis-

ta (aksio omista tai te or e emoista) seur aavil la säännöil lä:

1. Jos merkkijonon viimeinen kirjain on I , saat lisätä U :n loppuun.

2. Jos sinul la on Mx (missä x voi ol la mikä tahansa merkkijono, myös tyhjä

merkkijono), saat p äätel lä merkkijonon Mxx .

3. Jos jossain merkkijonossa esiintyy III , saat korvata sen U :l la.

4. Jos merkkijonossa esiintyy UU, sen saa pudottaa p ois merkkijonosta.

Sääntöjä saa soveltaa vap aasti aina, kun ne sopivat aksio omaan tai jo johdettui-

hin te or e emoihin, mutta mitään muuta ei saa tehdä (siksi järjestelmää kutsutaan

formaaliksi).

Kissakoululaisten tehtävänä on johtaa aksio omasta MI te or e ema MUI. Osaatko suo-

rittaa p äättelyn? Entä osaatko johtaa aksio omasta MI te or e eman MU?!

MIU-järjestelmää v oidaan siis a jatella eräänlaisena kisso jen kielip elinä. Kä ytössä

on aakkosto � = f M; I; U g ja kielioppi, jonk a m uk aan v oidaan m uo dostaa sano ja.

Esitetään sananm uo dostussäännöt hieman formaalimmin:

xI ! xIU
Mx ! Mxx
xIIIy ! xUy
xUUy ! xy ,

missä x ja y v oiv at olla mitä tahansa merkkijono ja (m y ös t yhjä merkkijono).

T ark astellaan aakk oston k aikkien mahdollisten merkkijono jen joukk oa � �

, jok a k o os-

tuu merkkijonoista f �; M; I; U; MM; MI; MU; IM; II; IU; UM; UI; UU; MMM;
MMI; MMU; MIM; ::: g ( � = t yhjä merkkijono). Nyt v oidaan esittää erilaisia ky-

sym yksiä aakk oston merkkijonoista. Esim. ongelma � 1(x) : �Mitä merkkijono ja v oit

tuottaa annetusta merkkijonosta x järjestelmän säännöillä?� tai � 2(x) : �V oitk o tuot-

taa merkkijonon x MI :stä järjestelmän säännöillä?� Ensimmäisen kysym yksen v as-

taus on joukk o merkkijono ja, itse asiassa � �

:n osa joukk o (tai mahdollisesti t yhjä
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joukk o), kun taas jälkimmäisen kysym yksen v astaus on �Kyllä� tai �Ei�. Tällaisia

kyllä/ei-ongelmia kutsutaan p äätösongelmiksi . F ormaalisti v oidaan määritellä pää-

tösongelma � kuv auksena � : � � ! f 0; 1g. Se liittää siis jok aiseen aakk oston merk-

kijono on jok o v astauksen 1 tai 0.

T oisaalta v oimme kysy ä, mitä k aikkia � �

:n merkkijono ja päätösongelma � A h y-

v äksyy? (T.s. mille x � (x) = 1 tai k ään teisrelaatio � � 1(1) = x ?) V astausjoukk oa

A kutsutaan formaaliksi kieleksi ja v astaa v aa päätösongelmaa � A kielen A tunnis-

tusongelmaksi.

T eh tä v ä: Mistä sanoista seuraa v at kielet k o ostuv at?

� Kaikki M :stä johdetta v at merkkijonot.

� Kaikki U :sta johdetta v at merkkijonot.

� Kaikki MU :sta johdetta v at merkkijonot.

(MIU-järjestelmän idea on alkujaan Hofstadterin hausk asta kirjasta Gö del, Esc her,

Bac h.)

3.2 Lask ennallisen ongelman esit ys

Lask ennallinen ongelma = kuvaus äär el lisesti esitettävien tap austen joukos-

ta äär el lisesti esitettävien vastausten joukko on

Lask ennallisella ongelmalla on p oten tiaalisesti ääretön joukk o tap auksia eli �sy öttei-

tä� ja ongelman ratk aisu on algoritmi , jok a liittää kuh unkin tapaukseen sen oik ean

vastauksen eli �tulosteen�. Esimerkiksi k ok onaislukujen k ertolaskuongelman (Kuv a

3.1) tapauksia o v at k aikki mahdolliset k ok onaislukuparit (p; q) ja annettuun tapauk-

seen liitt yv ä v astaus on lukuparin tulo r = p� q. Ongelman ratk aisu on mik ä tahansa

yleinen k ertolaskualgoritmi.

Kunkin yksittäisen tapauksen ja sen v astauksen olta v a äär el lisesti esitettäviä eli ne

v oidaan esittää jonkin aakk oston äärellisen pituisina merkkijonoina. Tietok oneella

k aikki tieto esitetään lopulta bittijonoina, m utta ongelmia mallin taessa on luon tev aa

sallia m uitakin merkk ejä. Mink ä tahansa aakk oston merkkijonot v oidaan nimittäin

aina k o o data binääriaakk ostossa, ykk ösinä ja nollina. Esimerkiksi em. k ertolaskun

sy öte (k aksi k ok onaislukua) v oitaisiin esittää merkkijonona x� y tai mul(x; y) , missä

24 LUKU 3. LASKENNALLISET ONGELMA T

...
(2,4)

(2,3)

(1,1)

(1,2)

(1,3)
...

(2,2)

2

...

8

6

3

4

1

jne.

Syötteet Tulosteet

p

Kuv a 3.1: Kertolaskuongelma kuv auksena k ok onaislukupareilta k ok onaisluvuille.

x ja y o v at k ok onaislukujen p ja q merkkijono esit ykset. K ok onaisluvut on luon te-

v aa esittää binäärijonoina, jolloin aakk ostoksi riittää f 0; 1; �g tai jälkimmäisessä

k o o dauksessa f 0; 1; m; u; l; (; )g.

Merkkijonoihin liitt yviä p erusk äsitteitä ja merkin tö jä

� A akkosto on äärellinen, epät yhjä joukk o alk eis merkkejä t. symb oleita . esim. bi-

nääriaakkosto f 0; 1g ja latinalainen aakkosto f A,B,. . . ,Z g. Aakk osto ja on ta-

pana merkitä isoilla kreikk alaisilla kirjaimilla � , � , . . . (iso ja kreikk alaisia kir-

jaimia). Aakk oston k ok o (tai yleisemmin jouk on mah ta vuus) j� j on aakk osten

eli alk eismerkkien lukumäärä. Esim. jos � = f a1; : : : ; ang, niin j� j = n . Al-

k eismerkk ejä on tapana merkitä pienillä alkupään latinalaisilla kirjaimilla a,

b, c, . . . .

� Merkkijono on äärellinen järjestett y jono jonkin aakk oston merkk ejä. Esim.

�01001� ja �000� o v at binääriaakk oston merkkijono ja, ja �MIU� ja �KISSA�

o v at latinalaisen aakk oston merkkijono ja. Merkkijono ja on tapana merkitä

pienillä loppupään latinalaisia kirjaimilla u , v , w , x , y , . . . . T yhjän merkkijonon

sym b oli on � (h uomaa, että t yhjä merkkijono k o ostuu 0:sta merkistä � se on

siis eri asia kuin esimerkiksi v älily ön ti ' ' !)

� Merkkijonon x pituus on siihen sisält yvien merkkien määrä. Merk. jxj . Esim.

|01001| = |KISSA| = 5,|000| = |MIU| = 3. T yhjän merkkijonon � pituus on

j� j = 0 .
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� Merkkijono jen v älinen p erusop eraatio on katenaatio eli jono jen p eräkk äin kir-

joittaminen. (Katenaation op eraatiomerkkinä k ä ytetään joskus selk eyden li-

säämiseksi sym b olia b.) Esim. KISSA bKALA = KISSAKALA. Esim.2. jos

x = 00 ja y = 11 , niin xy = 0011 ja yx = 1100. Huomaa, että k aikilla x on

x� = �x = x ja k aikilla x , y on jxyj = jxj + jyj .

� Merkkijono, jossa on n k appaletta merkkiä a: an

. Esimerkkejä:

(i) an = aa : : : a| {z }
n kpl

;

(ii) jai bj ck j = i + j + k .

� Merkkijonon x toisto k k ertaa: xk

. Esimerkkejä:

(i) (ab)2 = abab;

(ii) jxk j = kjxj .

� Aakk oston � kaikkien merkkijonojen joukko on � �

. Esim. � = f 0; 1g, � � =
f �; 0; 1; 00; 01; 10; 11; 000; 001; : : :g.

P äätösongelmat ja formaalit kielet

Yleisesti lask ennallinen ongelma � on kuv aus � : � � ! � � ; missä � ja � o v at aak-

k osto ja. Päätösongelmat ( de cision pr oblem ) o v at tärk eä lask ennallisten ongelmien

aliluokk a, jossa kunkin ongelman tapauksen v astaus on �kyllä� tai �ei�. P äätösongel-

ma on siis m uotoa � : � � ! f 0; 1g. Esimerkiksi päätösongelma �onk o annettu luku

alkuluku?� v oidaan esittää aakk oston � = f 0; 1; 2; : : : ; 9g kuv auksena

� : � � ! f 0; 1g; � (x) =
�

1; jos x on alkuluku;

0; jos x ei ole alkuluku.

Mistä tahansa lask ennallisesta ongelmasta v oidaan aina m uo dostaa päätösongelma,

jolla v oidaan tutkia alkup eräisen ongelman v aik eutta. Esimerkiksi k ertolaskuongel-

maa v astaa päätösongelma �onk o p � q = r ?�, jok a v oidaan k o o data merkkijonona

x � y = z, missä x; y ja z o v at k ok onaislukujen p; q ja r merkkijono esit ykset ja ' � '

ja '=' v oiv at olla mitä tahansa erotinmerkk ejä.

P äätösongelmat ja merkkijono jouk ot v oidaan samastaa seuraa v asti (Kuv a 3.2): Jo-

k aista päätösongelmaa � : � � ! f 0; 1g v astaa merkkijono joukk o

A � = f x 2 � � j � (x) = 1 g;
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Kuv a 3.2: F ormaali kieli A � � �

sisältää k aikki ne merkkijonot x , jotk a päätöson-

gelma � A kuv aa 1:lle ts. � A (x) = 1 .

jok a sisältää k aikki ne ongelman tapaukset, joihin v astaus on �kyllä�. T oisaalta jo-

k aista merkkijono joukk oa A � � �

v astaa päätösongelma

� A : � � ! f 0; 1g; � A (x) =
�

1; jos x 2 A ;

0; jos x =2 A .

Lask ennan teoriassa näitä merkkijono joukk o ja kutsutaan formaaleiksi kieliksi ( for-

mal language ). Aakk oston � formaali kieli on mieliv altainen merkkijono joukk o A �
� �

. Kielen A tunnistusongelma ( r e c o gnition pr oblem ) on merkkijono joukk o on liit-

t yv ä päätösongelmaa � A . T oisin sano en formaali kieli ja päätösongelma v astaa v at

toisiaan.

3.3 Ongelman v aik euden arvioin ti päätösongelmilla

P äätösongelmat o v at h yvin merkittä v ä ongelma joukk o, sillä minkä tahansa lasken-

nal lisen ongelman vaikeus voidaan selvittää tutkimal la vastaavaa p äätösongelmaa .

Idea on ha v ainnollistettu kuv assa 3.3.

Lask ennallisen ongelman � ratk aiseminen merkitsee sitä, että haluamme lask ea k ai-

killa sy ötteillä x v astauksen y . Lask ennallisen ongelman määritelmästä seuraa, että

tällainen v astaus on aina olemassa. Nyt riittää testata k aikilla mahdollisilla v astaus-

k andidaateilla y , onk o � (x) = y , kunnes y lö yt yy . Kuv assa ratk aisuk one m uo dostuu

neljästä k omp onen tista M1; :::; M4 . K omp onen tit M1 , M2 ja M4 o v at triviaalisti to-

teutetta via, joten ongelman v aik euden määrää k omp onen tti M3 . Jos M3 :n ratk aise-

ma päätösongelma on helpp o, on alkup eräinen ongelmakin helpp o, ja jos päätöson-

gelma on v aik ea, on alkup eräinen ongelma v aik ea. Ääritapauksessa M3 :n ratk aisema

päätösongelma on ratk eamaton, jolloin alkup eräinen ongelmakin on ratk eamaton.
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Onko Tulosta
input x

on

ei

M

Generoi

Aseta
y=0

4

(x)=y?p ratkaisu y

seuraava y

1 3M M

M 2

Kuv a 3.3: Lask ennallisen ongelman � ratk aiseminen v astaa v an päätösongelman a vul-

la.
Tästä syystä riittää k eskitt y ä tutkimaan päätösongelmien v aik eutta. Kä ytännössä

p yrimme selvittämään, millaisella lask ennan mallilla päätösongelman � A v oi rat-

k aista tai, ekviv alen tisti, mihin formaaliin kieliluokk aan A kuuluu (Kuv a 1.1). Jos

A kuuluu säännöllisiin kieliin, � A v oidaan ratk aista help osti äärellisillä automaa-

teilla; jos A kuuluu k on tekstittomiin kieliin, tarvitsemme pinoautomaatteja, ja jos

A kuuluu rekursiivisiin kieliin, � A ratk eaa v ain T uringin k oneilla. Jos A on näiden

luokkien ulk opuolelle, ei � A ole ratk ea v a.

Esimerkki 3.2 T arkastel laan kokonaislukujen kertolaskuongelmaa: Mitä on pq, mis-

sä p; q2 Z ?

Merkitään kokonaisluvun x merkkijono esitystä itos(x) (inte ger to string).

u = itos(p)
v = itos(q)
w = itos(r )

Lisäksi käytetään er ottimina merkkejä ' � ' ja ' = '.
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Ongelma P äätösongelma

Kuvaus L aske pq Onko pq= r ?

Syöte u � v u � v = w

T uloste w 0 tai 1

Päätösongelmaa vastaava formaali kieli A on joukko merkkijonoja u � v = w , joil le

p äte e pq= r :

A = f u � v = w j u = itos(p); v = itos(q); r = itos(r ) ja pq= rg

Nyt kertolaskuongelman vaikeus on sama kuin kielen A vaikeusluokka!

3.4 Lask ennallisten ongelmien ratk ea vuus

Lask ennallinen ongelma � on tietok oneella ratk ea v a, jos v oimme laatia tietok oneoh-

jelman P , jok a lask ee k aikilla sy ötteillä x arv on � (x) . Jos tällaista ohjelmaa ei v oida

laatia, on ongelma ratk eamaton. Osoittautuu, että tietok oneella v oidaan ratk aista

v ain pieni osa lask ennallisista ongelmista (Kuv a 3.4).

Tämä joh tuu siitä, että k aikkien merkkijono jen (millä tahansa ohjelmoin tikielellä

mahdollisten ohjelmien) joukk o on n umeroituv a, m utta k aikkien päätösongelmien

joukk o on ylin umeroituv a ( @1 vierasta ei v oi ma joittaa ! :aan h uoneeseen). Lask en-

taongelmia on siis tiet yssä mielessä �enemmän� kuin niiden mahdollisia ratk aisuja,

ja siksi mil lään ohjelmointikielel lä ei voida laatia r atkaisuja kaikil le laskentaongel-

mil le .

Kaikkia lask ennallisia ongelmia ei v oida ratk aista tietok oneella,

sillä ongelmia on ylin umeroituv an mon ta, m utta ratk aisuohjelmia

v ain n umeroituv an mon ta!

T o distusk etju on seuraa v a:

1) Tietok oneohjelmat o v at merkkijono ja.

2) Mink ä tahansa aakk oston merkkijono jen joukk o on n umeroituv asti ääretön.

3) 1&2 ) Ongelman ratk aisevia tietok oneohjelmia on n umeroituv a määrä.

4) Lask ennallisia ongelmia on v ähin tään yh tä paljon kuin päätösongelmia.
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Laskennalliset ongelmat

Päätösongelmat

Ratkeavat
päätösongelmat

Kaikki binäärijonot
S={0,1}*

Lailliset konekieliohjelmat

Päätösongelmien 

ratkaisuohjelmat

Kuv a 3.4: V ain pieni osa päätösongelmista on tietok oneella ratk ea via.

5) Mink ä tahansa aakk oston päätösongelmien joukk o on ylin umeroituv a.

6) 4&5 ) Lask ennallisia ongelmia on ylin umeroituv an mon ta.

7) 3&6 ) Kaikille lask ennallisille ongelmille ei ole ratk aisev aa tietok oneohjelmaa.

3.4.1 Aakk oston merkkijono ja on n umeroituv a määrä

Lause 3.1 Minkä tahansa aakkoston � merkkijonojen joukko � �

on nume-

r oituvasti äär etön.

T o distus: Olk o on � = f a1; a2; :::; ang. Kiinnitetään merk eille �aakk osjärjest ys�, esim.

a1 < a 2 < ::: < a n .

Jouk on � �

merkkijonot v oidaan järjestää seuraa v asti ( kanonise en järjestykse en ):

1. Ensin luetellaan 0:n mittaiset merkkijonot (= � ), sitten 1:n mittaiset (= a1; a2; : : : ; an ),

sitten 2:n mittaiset jne.

2. Kunkin pituusryhmän sisällä merkkijonot luetellaan aakk osjärjest yksessä.
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Jok aiseen luonnolliseen lukuun n v oidaan siis liittää � �

:n merkkijono ja päin v astoin,

joten � �

on n umeroituv a.

V aadittu bijektio f : N ! � �

on:

0 7! �

1 7! a1

2 7! a2

.
.

.

.
.

.

n 7! an

n + 1 7! a1a1

n + 2 7! a1a2

.
.

.

.
.

.

2n 7! a1an

2n + 1 7! a2a1

.
.

.

.
.

.

3n 7! a2an

.
.

.

.
.

.

n2 + n 7! anan

n2 + n + 1 7! a1a1a1

n2 + n + 2 7! a1a1a2

.
.

.

.
.

. 2
3.4.2 P äätösongelmia on ylin umeroituv a määrä

Lause 3.2 Minkä tahansa aakkoston � p äätösongelmien joukko on ylinu-

mer oituva.

*T o distus: (Can torin diagonaaliargumen tti.)

Merkitään k aikkien � :n päätösongelmien k ok o elmaa � :llä:

� = f � j � on kuv aus � � ! f 0; 1gg:

V asta v äite: Oletetaan, että � on n umeroituv a, so. on olemassa n umeroin ti

� = f � 0; � 1; � 2; : : :g:
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Olk o ot � �

:n merkkijonot k anonisessa järjest yksessä lueteltuina x0; x1; x2; : : :.

Muo dostetaan uusi päätösongelma �̂ :

�̂ : � � ! f 0; 1g; �̂ (x) =
�

1; jos � i (x i ) = 0 ;

0; jos � i (x i ) = 1 .

K osk a �̂ 2 � ,niin �̂ = � k jollakin k 2 N.

Tällöin

�̂ (xk) =
�

1; jos � k(xk) = �̂ (xk) = 0 ;

0; jos � k(xk) = �̂ (xk) = 1 .

RISTIRI IT A. Siis oletus, että joukk o � on n umeroituv a, on v äärä. 2

�̂
& � 0 � 1 � 2 � 3 � � �

x0

1

60 0 0 1 � � �

x1 0

0

61 0 0 � � �

x2 1 1

0

61 1 � � �

x3 0 0 0

1

60 � � �

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

Kä y kuin V aleh telijan paradoksissa! (�Puh uuk o x totta, jos x sano o: 'Minä v aleh te-

len' ?�)

Kä ytännössä tämä merkitsee sitä, että k aikista lask en taongelmista v oidaan esimer-

kiksi C-ohjelmilla ratk aista v ain hä viä v än pieni osa: ylin umeroituv an jouk on n ume-

roituv a osa joukk o. Sama pätee k aikilla ohjelmoin tikielill ä , sillä k aikki �riittä v än v ah-

v at� ohjelmoin tikielet määrittä v ät täsmälleen saman ratk ea vien ongelmien luok an

(ns. Ch urc hin�T uringin teesi). Useimmat lask ennalliset ongelmat o v at absoluuttises-

ti r atke amattomia . V alitetta v asti ratk eamattomat ongelmat k äsittä v ät m y ös monia

mielenkiin toisia/k ä ytännölli siä ongelmia kuten pysähtymisongelman : jos on annet-

tu ohjelma P ja sen sy öte x , niin p ysäh t yyk ö P :n lask en ta sy ötteellä x v ai jääk ö se

ikuiseen silm ukk aan?
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3.4.3 Ekskursio: p ysäh t ymisongelman ratk eamattom uus

Pysäh t ymisongelman C-tulkin ta on: �Ei ole olemassa totaalista (aina p ysäh t yv ää)

C-ohjelmaa, jok a ratk aisisi, p ysäh t yyk ö annettu C-ohjelma P annetulla sy ötteellä

w �.

Oletetaan, että v oitaisiin kirjoittaa totaalinen C-funktio

in t H (c har *p, c har *w),

jok a saa arv on 1 , jos merkkijonoparametrin p esittämä funktio p ysäh t yy sy ötteellä

w , ja 0 m uuten. Kirjoitetaan tämän p erusteella toinen C-funktio Ĥ :

v oid Ĥ (c har *p){

if H (p; p) while (1) ;

}

Merkitään edellä kuv attua funktion Ĥ ohjelmatekstiä ĥ :lla ja tark astellaan funktion

Ĥ lask en taa tällä omalla kuv auksellaaan. Saadaan ristiriita:

Ĥ (ĥ) p ysäh t yy , H (ĥ; ĥ) = 0 , Ĥ (ĥ) ei p ysähdy .

Ristiriidasta seuraa, että oletettua totaalista p ysäh t ymisen testausohjelmaa H ei v oi

olla olemassa.
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3.5 T eh tä viä lask ennallisista ongelmista

1. Muo dosta päätösongelma, jolla v oidaan arvioida seuraa v an lask ennallisen on-

gelman v aik eutta!

(a) Lask e n :n k ertoma n!, kun n on luonnollinen luku.

(b) Järjestä annettu sanaluettelo aakk osjärjest ykseen.

(c) Etsi annetusta v erk osta k aikki klikit eli solm ujouk ot, joiden solm ut liit-

t yv ät k aarilla k aikkiin m uihin klikin solm uihin.

Mieti m y ös, miten päätösongelman sy öte k o o dataan merkkijonona. Millainen

on päätösongelmaa v astaa v a formaali kieli?

2. Keksi esimerkk ejä ei-lask ennallisista ongelmista! V oisik o tietok onetta k ä yttää

silti apuna niiden ratk aisemisessa?

3. Lue satu päätösongelmista

http://www.cs.joensuu.fi/p ages /wha mala i/te pe04 /sat u.ht m ja tä yden-

nä se loppuun!

4. T ark astellaan taas Kissastanian logiikk ak oulua. Tällä k ertaa tunnin aiheena on

hieman monim utk aisempi MIA U-järjestelmä, jok a k o ostuu seuraa vista sään-

nöistä:

xUAx ! xA Uy

xUUx ! xIUy

x ! MxM

x ! xUI

xx ! x

xI ! xUA,

missä x ja y v oiv at olla mitä tahansa merkkijono ja.

T eh tä v änä on osoittaa, että t yhjästäkin (merkkijonosta) v oi syn t y ä kunnon

nauk aisu (MIA U) järjestelmän säännöillä!

5. T ark astellaan aakk ostoa � = f m; i; ug. Määritellään aakk oston �p otenssit�

seuraa v asti:

� 0 = f � g (t yhjä merkkijono)

� k+1 = � � � k = f axja 2 � ja x 2 � kg.

Esim. � 1 = f m; i; ug, � 2 = f mm; mi; mu; im; ii; iu; um; ui; uu g. Mon tak o al-

kiota (�sanaa�) on � n

:ssä? En tä mon tak o sanaa on k ok o kielessä � � =
S

i =0
1

?



Luku 4

Säännölliset kielet ja äärelliset

automaatit

Tässä luvussa tutustumme yksink ertaisimpaan formaalien kielten luokk aan, sään-

nöllisiin kieliin. Säännölliset kielet v oidaan kuv ata säännöllisten lausekk eiden a vulla

ja niitä v astaa v at (päätös-)ongelmat v oidaan ratk aista äärellisillä automaateilla.

Ongelma : Ohjelmoin tikielten m uuttujat, v akiot jne. o v at tiet ynm uotoisia, ohjel-

moin tikielen syntaksin (�oik einkirjoitusopin�) m uk aisia. Esim. 0.123 on luku, m utta

0.1.2.3 tai z:33 eiv ät ole. Mutta miten määritellä lukujen syn taksi? En tä miten v oi-

daan tunnistaa täsmälleen oik eanm uotoiset merkkijonot? Osoittautuu, että oik ean-

m uotoiset merkkijonot v oidaan kuv ata säännöllisillä lausekk eilla, ja niiden tunnistus

v oidaan suorittaa äärellisellä automaatilla.
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50

100

5050

100

50, 100

50, 100

100
0 4qq

1q 3q

2q

Kuv a 4.1: Kah viautomaatin esit ys tilasiirt ymäk aa viona.

4.1 Äärelliset automaatit

Ongelma: Kah viautomaatti, jok a ei anna v aih torahaa, h yv äksyy v ain 50 sen tin ja

yhden euron k olik oita ja minimimaksu on 2 euroa. Millaisia sy ötejono ja k ah viauto-

maatti h yv äksyy?

Kelv ollisia sy ötejono ja o v at esim. seuraa v at (yksikk önä sn t):

50 + 50 + 50 + 50

100 + 100

50 + 100 +100

100 + 50 + 50 + 100

T s. k ah viautomaatti h yv äksyy sy ötejonot, jotk a o v at m uotoa

1 euro + 1 euro + [0 tai useampia 50 sentin tai 1 euron kolikoita ]

tai 1 euro + 50 senttiä + [1 tai useampia 50 sentin tai 1 euron kolikoita ]

tai
50 senttiä + 1 euro + [1 tai useampia 50 sentin tai 1 euron kolikoita ]

tai
50 senttiä + 50 senttiä + 1 euro + [0 tai useampia 50 sentin tai 1 euron

kolikoita ] tai

50 senttiä + 50 senttiä + 50 senttiä + [1 tai useampia 50 sentin tai 1

euron kolikoita ]

Kah viautomaatin toimin ta v oidaan kuv ata äär el lisenä automaattina ( �nite automa-

ton ). Automaatin sy ötteitä o v at 50 sen tin ja 1 euron k olik ot ja automaatti h yv äksyy

�sy ötejonon�, jos siihen sisält yvien raho jen summa on v ähin tään 2 euroa.



4.1. ÄÄRELLISET A UTOMAA TIT 37

Kah viautomaatti v oidaan esittää tilasiirtymäkaaviona (Kuv a 4.1) tai seuraa v anlai-

sena tilasiirtymätaulukkona :

50 sn t 1 euro

! q0 q1 q2

q1 q2 q3

q2 q3 q4

q3 q4 q4

 q4 q4 q4

4.1.1 Äärellisen automaatin esit ys

T a v allisesti äärellinen automaatti v oidaan esitetään tilasiirt ymäk aa viona. Tilasiir-

t ymäk aa vion merkinnät on esitelt y kuv assa 4.2. Huomaa, että h ylk ää viä lopputilo ja

(virhetilo ja) ei ole yleensä tapana piirtää k aa vioihin. Jos jostain tilasta ei lö ydy

siirt ymää annetulla sy ötteellä, päädytään aina h ylk ää v ään lopputilaan.

Hylk ää v ä lopputila ( q

no

)

Hyv äksyv ä lopputila ( q

y es

)

Tila q

q0

q

Alkutila

q q0a

Tilasiirt ymä � (q; a) = ( q0)

Kuv a 4.2: Äärellisen automaatin k aa vio esit yksen merkinnät.

Yh tä h yvin automaatti v oidaan esittää tilasiirt ymätaulukk ona tai tietok oneohjel-

mana Eri esit ystap o ja on ha v ainnollistettu seuraa vissa esimerk eissä.

Esimerkki 4.1 L aaditaan automaatti, joka tunnistaa etumerkil liset (10-järjestelmän)

kokonaisluvut. (Yksinkertaisuuden vuoksi sal litaan myös alkunol lat.)
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q0 q1 q2
+, -

d

d

d

Tilasiirtymätaulukkona:

d +,-

! 0 2 1
1 2

 2 2

Tässä d = f 0; 1; : : : ; 9g. T aulukon puuttuvat kohdat vastaavat virhetilaa �Err or�,

joka jätetään yle ensä selkeyden vuoksi merkitsemättä.

Tämä voidaan toteuttaa yksinkertaisena tietokone ohjelmana. Määritel lään ensin

seur aavat apurutiinit merkkien lukemise en ja virheiden käsittelyyn:

char getnext(void); /* p alauttaa seur aavan syötemerkin tai ' n0', jos merkkijono loppu

int IsDigit(char c); /* p alauttaa 1, jos c on lukumerkki, 0 muuten */

void ERR OR(); /* virhetilante en käsittely, lop ettaa ohjelman suorituksen */

function in tautomaton() f

int q = 0 ;

char c;

while (( c = getnext())!=' n0')

{

switc h ( q )

{

case 0: if ( c==' + ' jj c==' � ')

q=1;

else if (IsDigit( c)

q=2;

br e ak;

case 1: if (IsDigit( c)

q=2;
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else q=99;

br e ak;

case 2: if (IsDigit( c))

q=2;

else q=99;

br e ak;

case 99: ERR OR;

}

}
if ( q == 2 ) printf(�luku OK!�);

else printf(�Virhe el linen luku�);

}
Esimerkki 4.2 C-kielen mukaisen etumerkittömän liukuluvun tunnistava automaat-

ti:

q0

q
2

q3

q4 q5

q6

d

d

d

d d

e,E

e,E

+,-

d

d

.

q1

.

Tilasiirtymätaulukkona:
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d . e,E +,-

! 0 1 2
1 1 3 4
2 3

 3 3 4
4 6 5
5 6

 6 6

Ohjelma toteutetaan aivan samaan tap aan kuin kokonaisluvuil le.

Äärellisen automaatin p ohjalta laadittuun ohjelmaan v oidaan liittää m y ös seman t-

tisia toimin to ja:

Esimerkki 4.3 L aaditaan ohjelma, joka tunnistaa etumerkil lisen kokonaisluvun ja

lisäksi evaluoi luvun arvon. (Tämä vastaa siis string-to-inte ger muunnosta, jota

esim. C:ssä vastaa funktio stol.)

function string2int() f

int q = 0 ;

char c;

int sign = 1 ;

int val = 0 ;

while (( c = getnext())!=' n0')

{

switc h ( q )

{

case 0: if ( c==' + ' jj c==' � ') {

q=1;

if ( c==' � ') sign = � 1;

}
else if (IsDigit( c) {

q=2;

val = c � 000

;

}
br e ak;

case 1: if (IsDigit( c) {

q=2;

val = c � 000

;



4.1. ÄÄRELLISET A UTOMAA TIT 41

}
else q=99;

br e ak;

case 2: if (IsDigit( c)) {

q=2;

val = 10 � val + ( c � 000) ;

}
else q=99;

br e ak;

case 99: ERR OR;

}

}
if ( q == 2 ) printf(�luvun arvo on %d�, sign � val );

else printf(�Virhe el linen luku�);

}
4.1.2 Äärellisen automaatin formaali määrittely

syötenauha

nauhapää

+ 1 2 1 0 .....

d

ohjausyksikkö

tutkittava syöte

q q

q

10

2

Kuv a 4.3: Äärellisen automaatin rak enne.
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Äärellinen automaatti M k o ostuu äärellistilaisesta ohjausyksiköstä , merkkipaikk oi-

hin jaetusta syötenauhasta sek ä nauhap äästä , jok a kullakin hetk ellä osoittaa yh tä

sy ötenauhan merkkiä. Automaatin ohjausyksik ön toimin taa säätelee siirtymäfunktio

� . Automaatti toimii seuraa v asti:

� Automaatti k ä ynnistetään erit yisessä alkutilassa q0 , siten että tark astelta v a

sy öte on kirjoitettuna sy ötenauhalle ja nauhapää osoittaa sen ensimmäistä

merkkiä.

� Yhdessä toimin ta-ask eleessa automaatti luk ee nauhapään k ohdalla olev an sy ö-

temerkin, päättää ohjausyksik ön tilan ja luetun merkin p erusteella siirt ymä-

funktion m uk aisesti ohjausyksik ön uudesta tilasta, ja siirtää nauhapäätä yh-

den merkin eteenpäin.

� Automaatti p ysäh t yy , kun viimeinen sy ötemerkki on k äsitelt y . Jos ohjausyk-

sik ön tila tällöin kuuluu erit yiseen (hyväksyvien) lopputilojen joukk o on, auto-

maatti hyväksyy sy ötteen, m uuten hylkää sen.

� Jos automaatti päät yy virhetilaan, sen v oi a jatella p ysäh t yv än saman tien,

v aikk a sy öte ei olisik aan loppu. Virhetilasta v oi olla v ain virhetilaan joh ta via

siirt ymiä ( � (error; a) = error k aikilla a 2 � ), joten automaatti ei pääse p ois

virhetilasta sinne k erran jouduttuaan.

Automaatin tunnistama kieli on sen h yv äksymien merkkijono jen joukk o.
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Määritelmä 4.1 Äärellinen automaatti on viisikko

M = ( Q; � ; �; q0; F );

missä

� Q on automaatin tilo jen äär el linen joukko;

� � on automaatin sy öteaakk osto ;

� � : Q � � ! Q on automaatin siirt ymäfunktio ;

� q0 2 Q on automaatin alkutila ;

� F � Q on automaatin (h yv äksyvien) lopputilo jen joukko.

Esimerkki 4.4 Liukulukuautomaatin formaali esitys:

M = ( f q0; : : : ; q6; error g; f 0,1,...,9,.,E,e,+,- g;

�; q0; f q3; q6g);

missä � on kuten aiemmin taulukossa; esim.

� (q0; 0) = � (q0; 1) = � � � = � (q0; 9) = q1;

� (q0; :) = q2; � (q0; E) = error; � (q1; E) = q4 jne.

Määritelmiä

� Automaatin tilanne on pari (q; w) 2 Q � � �

, missä q on automaatin n ykyinen

tila ja w on sy ötemerkkijonon k äsittelemätön osa. Automaatin alkutilanne

syötte el lä x on pari (q0; x) .

� Tilanne (q; w) johtaa suor aan tilan teeseen (q0; w0) , merk.

(q; w) `
M

(q0; w0);

jos on w = aw0

( a 2 � ) ja q0 = � (q; a) . Tilanne (q0; w0) on tilan teen (q; w)

välitön seur aaja
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� Tilanne (q; w) johtaa tilante ese en (q0; w0) eli tilanne (q0; w0) on tilan teen (q; w)

seur aaja , merk.

(q; w)`
M

� (q0; w0);

jos on olemassa v älitilannejono (q0; w0) , (q1; w1) , . . . , (qn ; wn) , n � 0, siten

että

(q; w) = ( q0; w0) `
M

(q1; w1) `
M

� � � `
M

(qn ; wn) = ( q0; w0):

Erik oistapaus: n = 0 , (q; w)`
M

� (q; w) millä tahansa tilan teella (q; w)

� Automaatti M hyväksyy merkkijonon x 2 � �

, jos on v oimassa

(q0; x)`
M

� (qf ; � ) jollakin qf 2 F ;

m uuten M hylkää x :n. T s. automaatti h yv äksyy x :n, jos sen alkutilanne sy öt-

teellä x joh taa johonkin h yv äksyv ään lopputilan teeseen.

Määritelmä 4.2 A utomaatin M tunnistama kieli on

L(M ) = f x 2 � � j (q0; x)`
M

� (qf ; � ) jol lakin qf 2 F g

Esimerkki 4.5 Merkkijonon � 0.25E2 � käsittely e del lä esitetyl lä liukulukuautomaa-

til la:

(q0; 0:25E2) ` (q1; :25E2) ` (q3; 25E2)
` (q3; 5E2) ` (q3; E2)
` (q4; 2) ` (q6; � ):

Koska q6 2 F = f q3; q6g, on siis 0:25E22 L(M )

4.2 Äärellisen automaatin minimoin ti

Kaksi automaattia, jotk a tunnista v at täsmälleen saman kielen o v at k esk enään ekvi-

valentteja . Äärellinen automaatti on minimaalinen jos se on tilamäärältään pie-

nin ekviv alen ttien automaattien jouk ossa, m uuten se on r e dundantti . T a v oitteena on

m uo dostaa minimaalinen halutun kielen tunnista v a automaatti. Tällaisesta auto-

maatista on help ompi nähdä, mink ä kielen se tunnistaa, ja automaatin k äsittely on

tehokk aampaa. (Kuv a 4.4)
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0 1 2 3

4 5 6 7

a

a b

b

b b

b ba a a

a

a

b

a, b

0 1

2 3

ab

b

a

a, b

a

b

0 1 2

3 4 5

a

a

b

b b

ba a

a

b

a, b

0 1

2

ab

a

b

Kuv a 4.4: K olme redundan ttia ja yksi minimaalinen atomaatti.

Automaatteja m uo dosta v at algoritmit eiv ät kuitenk aan aina tuota minimaalista au-

tomaattia ja siksi automaatti tä yt yy minimoida . Tämä help ottaa v arsinkin auto-

maatin k o o dausta ohjelmana.

Minimoinnin p erusidea on seuraa v a: Automaatin tilat jaetaan aluksi k ah teen luok-

k aan, lopputiloihin ja ei-lopputiloihin. Luokk a jak oa hienonnetaan, kunnes kunkin

luok an k aikki tilat k ä yttä yt yv ät samalla ta v alla (ts. k aikista luok an tiloista siirry-

tään samaan luokk aan samalla sy ötemerkillä). Mik äli alkup eräinen automaatti oli

jo minimaalinen, on lopputuloksena tismalleen sama automaatti.

Määritellään ensin joitain apuk äsitteitä, ennen kuin menemme algoritmin yksit yis-

k oh tiin.

4.2.1 Apuk äsite: tilo jen ekviv alenssi

Määritellään M :lle laa jennettu siirt ymäfunktio � �

, jok a v oi saada parametrinaan

merkkijonon: k aikilla tiloilla q 2 Q ja q0 2 Q ja merkkijonoilla x 2 � �

pätee

� � (q; x) = q0 2 Q , (q; x)`
M

� (q0; � ):

T s. q:n seuraa ja x :llä on tila q0

, johon pääsee q:sta merkkijonolla x .
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Nyt v oidaan määritellä tilo jen ekviv alenssi: M :n tilat q ja q0

o v at ekvivalentit , merk.

q � q0;

jos k aikilla x 2 � �

on

� � (q; x) 2 F jos ja v ain jos � � (q0; x) 2 F:

T s. tilat q ja q0

o v at ekviv alen tit, jos automaatti q:sta ja q0

:sta läh tien h yv äksyy

täsmälleen samat merkkijonot.

Ekviv alenssin erik oistapaus on k-ekvivalenssi , jok a pätee v ain tiet ynpituisilla sy öt-

teillä: tilat q ja q0

o v at k -ekviv alen tit, merk.

q
k
� q0;

jos k aikilla x 2 � �

, jxj � k , on

� � (q; x) 2 F jos ja v ain jos � � (q0; x) 2 F:

(T s. jos mik ään enin tään k :n pituinen merkkijono ei p yst y erottamaan tilo ja toisis-

taan.)

Selv ästi pätee:

(i) q
0
� q0; joss sek ä q että q0

o v at lopputilo ja

tai kumpik aan ei ole; ja

(ii) q � q0; joss q
k
� q0

k aikilla k = 0; 1; 2; : : :

Minimoinnin ideana on osittaa sy ötteenä annetun automaatin tilo jen k -ekviv alenssi-

luokkia (k + 1) -ekviv alenssiluokiksi kunnes saa vutetaan tä ysi ekviv alenssi.
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4.2.2 Äärellisen automaatin minimoin ti -algoritmi

Sy öte: Äärellinen automaatti M = ( Q; � ; �; q0; F ) .

1. (T urhien tilo jen p oisto) P oista M :stä k aikki tilat, joita ei v oida saa-

vuttaa tilasta q0 millään sy ötemerkkijonolla.

2. (0-ekviv alenssi) Osita M :n jäljelle jääneet tilat k ah teen luokk aan: ei-

lopputiloihin ja lopputiloihin.

3. ( k -ekviv alenssi ! (k + 1) -ekviv alenssi)

while not(tilasiirt ymäfunktio yh teensopiv a luokk a jaon k anssa) {

jaa luok an sisällä eri ta v alla k ä yttä yt yv ät tilat eri luokkiin;

}

4. P alauta

cM = ( Q̂; � ; �̂; q̂0; bF ) , missä

� Q̂ = M :n tilaluok at

� �̂ =luokkien v älinen siirt ymäfunktio

� q̂0 = M :n alkutilan luokk a

� bF = M :n lopputilo jen luok at

Lopputuloksena saadaan M :n k anssa ekviv alen tti äärellinen automaatti

cM , jossa on

minimimäärä tilo ja, ja jok a on tilo jen nimeämistä v aille yksik äsitteinen. Huomaa,

että tilo ja on alun p erin äärellinen määrä ja jok a ask eleessa nro 3 (paitsi viimei-

sessä) ositetaan v ähin tään yksi tilaluokk a, joten algoritmi päätt yy aina. T arkk aan

ottaen meidän pitäisi vielä to distaa, että algoritmin tuottama automaatti

cM on mi-

nimiautomaatti ja yksik äsitteinen. Ideana on osoittaa, että minimoin tialgori tm i on

bijektio ja niinpä alkup eräinen ja minimoitu automaatti o v at isomor�set eli nimeä-

mistä v aille ekviv alen tit. T o distus lö yt yy esim. Orp osen monisteesta s. 17�18.

Esimerkki 4.6 Minimoidaan automaatti M = ( Q; � ; �; q0; F ) , missä

� tilojen joukko Q = f 1; 2; 3; 4; 5; 6g,

� syöte aakkosto � = f a; bg,

� alkutila q0 = 1 ,
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� lopputilojen joukko F = f 4; 5g ja

� siirtymäfunktio � :

a b
! 1 2 3

2 4 2

3 2 3

 4 3 5

 5 1 4

6 4 5

A lkup er äinen automaatti on siis seur aava:

1

2

3

4

5

6

a

a

a

a a

a

b

b

b

b

b

b

Ask el 1: T urhien tilo jen p oisto

Näemme, että tilaa 6 ei voida saavuttaa alkutilasta, joten se voidaan p oistaa.
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1

2

3

4

5

b

b

a

a

a

b

b

b

a

a

Ask el 2: 0-ekviv alenssi

Ositetaan M :n jäljel le jääne et tilat kahte en luokkaan: lopputiloihin ja muihin tiloi-

hin.

a b

I: ! 1 2, I 3, I

2 4, II 2, I

3 2, I 3, I

II:  4 3, I 5, II

 5 1, I 4, II

Nyt osituksesta voidaan muo dostaa automaatti, jossa

� kump aakin luokkaa vastaa yksi tila ja

� kummastakin tilasta on kaikki eril liset siirtymät, jotka

luokkaan kuuluvil la tiloil la on.

Esimerkin automaatti näyttäisi siis seur aavalta:
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21

3

45

b

a

a

b

a

a
a

b

b

b

I

II

III
a

a

a,b b

Huomaamme, että tila I on epädeterministinen : merkil lä a voimme siirtyä joko

tilaan I tai II . Ositusta täytyy jatkaa, kunnes p ääsemme er o on täl laisista tiloista

ja kaikki tilat ovat deterministisiä.

Ask el 3: k -ekviv alenssi ) (k + 1) -ekviv alenssi

Jos

cM :ssä ei ole ep ädeterministisiä tiloja, niin algoritmi p äättyy ja p alauttaa

cM :n.

Muutoin hienonnetaan kutakin

cM :n ep ädeterminististä tilaa vastaavan luokan osi-

tusta e del le en:

� Jaa sen sisäl lä alkup er äiset tilat eri luokkiin s.e. kustakin luokasta on vain

samanlaisia siirtymiä

� Suorita askel 3 uudestaan

Esimerkissämme jaetaan tila I kahtia. Tämän jälke en ei ole enää ep ädeterministisiä

tiloja ja algoritmi p äättyy.
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Lopputulos

a b

I: ! 1 2, II 3, I

3 2, II 3, I

II: 2 4, III 2, II

III:  4 3, I 5, III

 5 1, I 4, III

aa

bbb

a

I I I I I I

4.3 Epädeterministiset äärelliset automaatit

Ep ädeterministisissä automaateissa sallitaan useampia erilaisia siirt ymiä samalla

sy ötemerkillä. Esimerkiksi seuraa v assa automaatissa merkillä a v oi siirt y ä tilasta q0

tak aisin tilaan q0 tai tilaan q1 .

b aa

b

a

q0 q1 q2 q3

a

b

Kuv a 4.5: Epädeterministinen automaatti.

Kyseinen automaatti tunnistaa k aikki merkkijonot, jotk a sisältä v ät osamerkkijonon

ab a . Yleensäkin osa jonon tunnistus jonkin aakk oston f a; bg merkkijonoista v oidaan

kuv ata luon tev asti epädeterministisellä automaatilla. Epädeterminismi siis help ot-

taa automaatin k onstruoin tia. T oinen vielä tärk eämpi merkit ys on se, että epä-

determinististen automaattien a vulla v oidaan osoittaa determinististen äärellisten

automaattien ja säännöllisten kielten ekviv alenssi. P äättely etenee seuraa v asti:

1) Deterministiset ja epädeterministiset automaatit tunnista v at täsmälleen samat

kielet.

2) Epädeterministiset automaatit tunnista v at täsmälleen säännölliset kielet.
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1 & 2 ) Deterministiset automaatit tunnista v at täsmälleen säännölliset kielet.

Epädeterministinen automaatti p oikk eaa deterministisestä ainoastaan siirt ymäfunk-

tionsa osalta: siirt ymäfunktio liittää v anhan tilan ja sy ötemerkin pariin (q; x) joukon

mahdollisia seuraa via tilo ja (siirt ymäfunktio on siis joukk oarv oinen).

Esimerkiksi kuv an automaatin siirt ymäfunktio on siirt ymätaulukk ona:

a b
! q0 f q0; q1g f q0g

q1 ; f q2g
q2 f q3g ;

 q3 f q3g f q3g

Nyt virhetilanne on help osti ilmaista vissa t yhjän seuraa jatila jouk on a vulla (esim.

� (q; a) = ; merkitsee sitä, että a aiheuttaa virheen tilassa q1 ).

Merkkijono h yv äksytään, jos yksikin mahdollinen tila jono joh taa h yv äksyv ään lop-

putilaan. Jos yh tään tällaista jonoa ei ole, niin merkkijono h ylätään.

Esimerkiksi kuv an 4.5 automaatti h yv äksyy sy ötejonon abb ab a , k osk a se v oidaan

k äsitellä seuraa v asti:

(q0; abbaba) ` (q0; bbaba) ` (q0; baba)

` (q0; aba) ` (q1; ba) ` (q2; a) ` (q3; � )

T oisaalta v oidaan m y ös päät y ä h ylk ää v ään tilaan

(q0; abbaba) ` (q0; bbaba) ` (q0; baba)

` (q0; aba) ` (q0; ba) ` (q0; a) ` (q0; � )

In tuitiivisesti v oidaan a jatella, että epädeterministinen automaatti suorittaa k aikki

johdot rinnakk ain:
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Deterministinen
laskenta

Epädeterministinen
laskenta

hyväksy tai hylkää

hyväksy

.

..

.

. .
..

.
.
.

.

hylkää

Määritelmä 4.3 Ep ädeterministinen äär el linen automaatti ( nondetermi-

nistic �nite automaton ) on viisikko M = ( Q; � ; �; q0; F ); missä

� Q on äär el linen tilojen joukko,

� � on syöte aakkosto,

� � : Q � � ! P (Q) on (joukko arvoinen) siirtymäfunktio,

� q0 2 Q on alkutila ja

� F � Q lopputilojen joukko.

Nyt tilan teen v älitön seuraa ja määritellään seuraa v asti:

(q; w) voi joh taa suoraan tilan teeseen (q0; w0) , merk. (q; w) `
M

(q0; w0) , jos w = aw0

ja

q0 2 � (q; a) . Tilanne (q0; w0) on (q; w) :n mahdol linen v älitön seuraa ja.

Muutoin määritelmät epädeterministisille automaateille o v at samat kuin aiemmin.

Huom! Deterministiset automaatit o v at epädeterminististen erik oistapaus, joten

k aikki edellisillä tunnistetta v at kielet o v at tunnistetta vissa m y ös jälkimmäisillä .

Mutta sama pätee m y ös k ään täen: deterministiset ja ep ädeterministiset äär el liset

automaatit ovat yhtä vahvoja !
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4.3.1 Automaatin determinisoin ti

Epädeterministinen automaatti kuv aa päätösongelman ratk aisun, m utta sitä ei v oi-

da toteuttaa tietok one-ohjelmana sellaisenaan. Tätä v arten automaatti on ensin

determinisoitava .

Epädeterminististä automaattia M v astaa v a deterministinen automaatti

cM m uo-

dostetaan seuraa v asti:

1. Muo dosta

cM :n tilat S � P (Q)

� ts. k aikki M :n tilo jen jouk ot P(Q)

� Merk. P(Q) = f; ; s1; s2; :::; smg, missä t yhjä joukk o v astaa vir-

hetilaa ja m = 2 n � 1

2. Lisää

cM :n tilo jen v älille siirt ymät:

� si �! a sj , missä sj =
S

f q0j� (q; a) = q0; q 2 si g

� ts. tila joukk o jen si ja sj v älille siirt ymä si �! a sj , jos niiden

osa joukk o jen v älillä oli siirt ymä: 8q0 2 sj 9q 2 si siten että

q �! a q0

.

� si :n seuraa ja joukk o on merkillä a kuuluv at siis k aikki ne tilat q0

,

jotk a v oidaan saa vuttaa si :n tiloista q merkillä a

� Huom! V oisimme v alita seuraa jat m y ös seuraa v alla ehdolla: 9q 2
si 9q0 2 sj siten että q �! a q0

. Nyt tulee kuitenkin paljon turhia

siirt ymiä, joista on riesaa minimoin tiv aiheessa!

3. Alkutilaksi f q0g (alkup eräisestä alkutilasta m uo dostettu joukk o)

4. Lopputiloiksi k aikki alkup eräisen lopputilan qf sisältä v ät tila jouk ot

si , qf 2 si

5. Karsi turhat tilat, joita ei v oi saa vuttaa alkutilasta

6. Minimoi automaatti

� jaa loppu- ja m uihin tiloihin

� hienonna luokk a jak oa, kunnes yhdenm uk ainen siirt ymäfkt:n

k anssa
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Esimerkki 4.7 Determinisoidaan kuvan 4.5 automaatti:

Esimerkiksi tilajoukon s2 seur aaja a:l la on tilajoukko s3 , sil lä s3 sisältää kaikkien

s2 :n alkioiden seur aajat a:l la:

q3

q1

q0

q0

q2

a
a

a

s2
s3

Muut seur aajat lasketaan samaan tap aan, jol loin saadaan lopputulokseksi:

a b

! f q0g = s0 f q0; q1g f q0g
f q0; q1g = s1 f q0; q1g f q0; q2g
f q0; q2g = s2 f q0; q1; q3g f q0g

 f q0; q1; q3g = s3 f q0; q1; q3g f q0; q2; q3g
 f q0; q2; q3g = s4 f q0; q1; q3g f q0; q3g
 f q0; q3g = s5 f q0; q1; q3g f q0; q3g

Tilasiirtymäkaaviona tämä on

q0 ; q3

q0 ; q2 ; q3q0 ; q1 ; q3q0 ; q2q0 ; q1q0

a

a a

b

b

b

b

ab

b aa

Kun automaatti minimoidaan, yhdistyvät kaikki lopputilat yhdeksi tilaksi:

s3s2s1s0 a; b

b

ab

b aa
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T o distetaan vielä, että menetelmä toimii oik ein mieliv altaisell a äärellisellä automaa-

tilla:

Lause 4.1 Olk. A = L(M ) jonkin ep ädeterministisen äär el lisen automaa-

tin M tunnistama kieli. Täl löin on olemassa deterministinen automaatti

cM , jol la L( cM ) = A .

* T o distus: Olk. A = L(M ) , M = ( Q; � ; �; q0; F ) . Laaditaan determ. automaat-

ti

cM = ( Q̂; � ; �̂; q̂0; F̂ ) , jok a sim uloi M :n toimin taa k aikissa sen kullakin hetk ellä

mahdollisissa tiloissa rinnakk ain. Automaatin

cM tilat v astaa v at M :n tilo jen jouk-

k o ja

Q̂ = P(Q);

q̂0 = f q0g;

F̂ = f S � Q j S sisältää jonkin qf 2 F g;

�̂ (S; a) =
[

q2 S

� (q; a):

T ark astetaan, että L( cM ) = L(M ) . Kielten ekviv alenssi seuraa, kun to distetaan

k aikilla x 2 � �

ja q 2 Q:

(q0; x)`
M

� (q; �) , (f q0g; x)
c̀M

� (S; �) ja q 2 S:
T o distus induktiolla merkkijonon x pituuden suh teen (Kuv a 4.3.1):

1. jxj = 0 : (q0; � )`
M

� (q; �) , q = q0 .

Samoin (f q0g; � )
c̀M

� (S; �) , S = f q0g.

2. Induktio-oletus : v äite pätee kun jxj � k .

3. jxj = k + 1 : tällöin x = ya jollakin y , jyj = k , jolle v äite pätee induktio-
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oletuksen p erusteella. Nyt

(q0; x) = ( q0; ya)`
M

� (q; �)

, 9 q0 2 Q s.e. (q0; ya)`
M

� (q0; a) ja (q0; a) `
M

(q; �)

, 9 q0 2 Q s.e. (q0; y)`
M

� (q0; � ) ja (q0; a) `
M

(q; �)

, 9 q0 2 Q s.e. (f q0g; y)
c̀M

� (S0; � ) ja q0 2 S0

ja q 2 � (q0; a)

, (f q0g; y)
c̀M

� (S0; � ) ja 9q0 2 S0

s.e. q 2 � (q0; a)

, (f q0g; y)
c̀M

� (S0; � ) ja q 2
[

q02 S0

� (q0; a) = �̂ (S0; a)

, (f q0g; ya)
c̀M

� (S0; a) ja q 2 �̂ (S0; a) = S

, (f q0g; ya)
c̀M

� (S0; a) ja (S0; a)
c̀M

(S; �) ja q 2 S

, (f q0g; x) = ( f q0g; ya)
c̀M

� (S; �) ja q 2 S:

2

{q }
0 : S': S:

q0

q

q q

q
2

3

4

3q1

q'
y a

q

Kuv a 4.6: T o distuksen idea. Jos epädeterministisessä M :ssä pääsee q0 :sta y :llä q0

:uun

(induktio-oletus) ja siitä a:lla q:h un, pääsee deterministisessä

cM :ssä tila jouk osta

f q0g y :llä tila joukk o on S0

ja siitä a:lla tila joukk o on S.
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4.3.2 Hahmon tunnistus epädeterministisellä automaatilla

Epädeterministisillä automaateilla v oidaan k ätev ästi kuv ata hahmon tunnistuson-

gelmia. Ohjelmatoteutusta v arten automaatti on kuitenkin determinisoita v a. Edellä

h uomasimme, että pahimmassa tapauksessa v astaa v an deterministisen automaatin

tilamäärä on eksp onen tiaalinen. Hahmon tunnistusongelmissa determinisoin tialgo-

ritmi tuottaa kuitenkin automaatin, jossa on yhtä monta tilaa kuin alkup eräisessä

epädeterministisessä automaatissa, ja jok a on samalla minimiautomaatti!

Esimerkki 4.8 Olko on aakkosto f M; I; U g. Esiintyykö hahmo MIU merkkijonos-

sa? V astaava ep ädeterministinen automaatti:

0 1 2 3I UM

M,I,U M,I,U

Muo dostetaan vastaava deterministinen automaatti. T aulukossa on esitetty harjoi-

tuksen vuoksi kaikki tilat, myös ne joita ei voi saavuttaa alkutilasta. Käytännössä

voit oikaista, kun lähdet liikke el le alkutilasta ja lasket ensin sen seur aajat, sitten

näiden tilojen seur aajat, jne. (taulukossa lihavoidut kirjaimet). Nyt mukaan tulevat

vain ne tilat, jotka voit oike asti saavuttaa alkutilasta.

M I U

; ; ; ;
! A f 0g f 0; 1g=E f 0g=A f 0g=A

B f 1g ; f 2g=C ;

C f 2g ; ; f 3g=D

 D f 3g f 3g=D f 3g=D f 3g=D

E f 0; 1g f 0; 1g=E f 0; 2g=F f 0g=A

F f 0; 2g f 0; 1g=E f 0g=A f 0; 3g=G

 G f 0; 3g f 0; 1; 3g=L f 0; 3g=G f 0; 3g=G

H f 1; 2g ; f 2g=C f 3g=D

 I f 1; 3g f 3g=D f 2; 3g=J f 3g=D

 J f 2; 3g f 3g=D f 3g=D f 3g=D

K f 0; 1; 2g f 0; 1g=E f 0; 2g=F f 0; 3g=G

 L f 0; 1; 3g f 0; 1; 3g=L f 0; 2; 3g=M f 0; 3g=G

 M f 0; 2; 3g f 0; 1; 3g=L f 0; 3g=G f 0; 3g=G

 N f 1; 2; 3g f 3g=D f 2; 3g=J f 3g=D

 O f 0; 1; 2; 3g f 0; 1; 3g=L f 0; 2; 3g=M f 0; 3g=G
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I UM
GA

U

U,I M

M

I

L M

E F

I, U

M
U

I, U

M

IM

L opuksi yhdistetään lopputilat (minimointialgoritmin mukaan).

I UM

M,I,U

GA

U

U,I M

M

I

E F '

4.4 Säännölliset lausekk eet ja kielet

Säännöllisten lausekk eiden a vulla v oidaan kuv ata k ompaktisti säännölliset kielet.

T oisin sano en säännöllinen lausek e määrittelee, mink ä m uotoisia merkkijono ja h y-

v äksytään. Säännöllisten lausekk eiden a vulla v oidaan ratk aista esim. seuraa v at on-

gelmat:

� Etsi tekstitiedostosta rivit, joilla esiin t yy sana �kissa�. T s. merkkijonot o v at

m uotoa

[0 tai useampia kirjaimia ]kissa[0 tai useampia kirjaimia ]

� Etsi tekstitiedostosta osoitteita, jotk a o v at m uotoa

[x k atu tai x tie ][numero] [mahd. rapun kirjain ]
[mahd. asunnonn umero ][p ostin umero ][kunnan nimi ]
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T unnet ehk ä UNIX:in k äskyn grep (tai egrep ), jolla v oidaan etsiä tekstistä hahmo-

ja. Esimerkiksi grep -n '[A-ZÅÄÖ][a-zåäö]*(katu|t ie) [0-9][0-9]*' teksti

tulostaa tiedostosta teksti rivit, joilla on määrittelyn m uotoisia sano ja: ensin iso

kirjain, sitten mieliv altainen määrä pieniä kirjaimia, näiden jälk een sana �k atu� tai

�tie� ja lopuksi n umero. grep etsii nimenomaan säännöllisiä lausekk eita, ja nimi

onkin lyhenne sanoista �Global searc h for Regular Expression and Prin t�.

4.4.1 Kielten yhdiste, tulo ja sulk euma

Määritellään a vuksi k olme op eraatiota kielten yhdistämiseen: Olk o ot A ja B aak-

k oston � kieliä. Tällöin

� A :n ja B :n yhdiste on kieli

A [ B = f x 2 � � j x 2 A tai x 2 Bg

� A :n ja B :n tulo on kieli

AB = f xy 2 � � j x 2 A; y 2 Bg

� A :n p otenssit Ak

, k � 0, määritellään iteratiivisesti (Kuv a 4.7):

8
<

:

A0 = f � g;
Ak = AA k� 1

= f x1 : : : xk j x i 2 A 8i = 1; : : : ; kg (k � 1)

� A :n sulkeuma on kieli

A � =
1[

k=0

Ak

= f x1 : : : xk j k � 0; x i 2 A 8i = 1; : : : ; kg
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a1

a3
a2

a1

a3
a2

a1

a3
a2

A A

A A

A A

A

A
e

e
a1
a2
a3

a1a1a2

a3a3a3

a1a1a1
a1a1a3

* =

* =

* =

jne.

0

0 1

1

a1a3

A
a1a1

a1a2

a3a3

2

a1a3

A
a1a1

a1a2

a3a3

a1

a3
a2

2
3

Kuv a 4.7: Jouk on A = f a1; a2; a3g p otenssit määritellään k atenoimalla jouk on alkiot.

Kuv assa p otenssit A0

, A1

, A2

, A3

.
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4.4.2 Säännöllinen lausek e

Määritelmä 4.4 A akkoston � säännölliset lausekk eet ( regular expres-

sion ) määritel lään induktiivisesti säännöil lä:

(i) ; ja � ovat � :n säännöl lisiä lausekkeita;

(ii) a on � :n säännöl linen lauseke kaikil la a 2 � ;

(iii) jos r ja s ovat � :n säännöl lisiä lausekkeita,

niin (r [ s) , (rs) ja r �

ovat � :n säännöl lisiä lausekkeita;

(iv) muita � :n säännöl lisiä lausekkeita ei ole.

Kukin � :n säännöllinen lausek e r kuvaa kielen L(r ) :

(i) L(; ) = ; ;

(ii) L(� ) = f � g;

(iii) L(a) = f ag k aikilla a 2 � ;

(iv) L((r [ s)) = L(r ) [ L(s) ;

(v) L((rs)) = L(r )L(s) ;

(vi) L(r � ) = ( L(r )) �

Aakk oston f a; bg säännöllisiä lausekk eita o v at esimerkiksi

r1 = (( ab)b); r2 = (ab) � ;

r3 = (ab� ) ; r4 = (a(b [ (bb))) � :

Lausekk eiden kuv aamat kielet o v at

L(r1) = ( f agf bg)f bg = f abgf bg = f abbg;

L(r2) = f abg� = f �; ab; abab; ababab; : : :g

= f (ab) i j i � 0g;

L(r3) = f ag(f bg)� = f a; ab; abb; abbb; : : :g

= f abi j i � 0g;

L(r4) = ( f agf b; bbg)� = f ab; abbg�

= f �; ab; abb; abab; ababb; : : :g

= f x 2 f a; bg� j kutakin a-kirjain ta x :ssä

seuraa 1 tai 2 b-kirjain ta g
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Sulkumerkk ejä v oidaan v ähen tää seuraa villa säännöillä:

� Op eraattoreiden prioriteetti:

� � � � [

T oisin sano en sulk euma on sito vin op eraatio, tulo toiseksi sito vin ja yhdiste

v ähiten sito v a.

� Yhdiste- ja tulo-op eraatioiden assosiatiivisuus:

L((( r [ s)[ t)) = L((r [ (s[ t)))

L((( rs)t)) = L((r (st)))

T oisin sano en p eräkk äisiä yhdisteitä ja tulo ja ei tarvitse suluttaa.

Lisäksi k ä ytetään ta v allisia kirjasimia mik äli sek aann uksen v aaraa merkkijonoihin

ei ole. Edelliset lausekk eet v oidaan siis ilmaista yksink ertaisemmin:

r1 = abb; r2 = ( ab)� ; r3 = ab� ; r4 = ( a(b[ bb)) �

Huomaa, että lausekk eelle rr �

k ä ytetään usein lyhennemerkin tää r + = rr � = r � r .

Esimerkiksi jos d = (0 [ ::: [ 9), ilmaisee d+

(tai dd�

), että merkkijono sisältää

v ähin tään yhden lukumerkin.

Määritelmä 4.5 Kieli on säännöllinen , jos se voidaan kuvata säännöl li-

sel lä lausekke el la.

Esimerkki 4.9 Olko on aakkosto � = f a; b; c; :::;g. Hyväksytään merkkijonot, jotka

ovat muoto a

l �

kissa l � ;

missä l on lyhenne lausekke el le l = ( a [ b [ ::: [ ö ) (ts. l � 2 � �

)

Esimerkki 4.10 Olko on � = f A; B; :::; ; a; b; :::; ;0; 1; 2; :::; 9g. Osoite on muoto a

(Ll � )( katu [ tie )dd� (l [ � )(dd� [ � ) ddddd Ll� ;
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missä d on lyhenne lausekke el le

d = (0 [ 1 [ ::: [ 9)

ja L on lyhenne lausekke el le

L = ( A [ B [ ::: [ Ö ):

Esimerkki 4.11 Esim. 3 C-kielen etumerkittömät liukuluvut (�o at, double, long

double) määritel lään seur aavasti:

� (kokonaisosa).(desimaaliosa) (e tai E) [+ tai � ] (eksp onentti) [su�ksi ]

� kokonaisosa ja desimaaliosa ko ostuvat lukumerkeistä

� joko kokonaisosa tai desimaaliosa voi puuttua (mutta eivät molemmat)

� joko (i) desimaalipiste tai (ii) (e tai E) ja eksp onentti voivat puuttua (mutta

eivät molemmat)

� su�ksi: F tai f: �o at, L tai l: long double, muuten double

Etumerkittömät liukuluvut tunnistava kieli voidaan määritel lä säännöl lisel lä lausek-

ke el la (ilman su�kseja):

numb er = ( d+ :d� [ :d+ )( � [ ((e [ E)(+ [ � [ � )d+ )) [
d+ (e [ E)(+ [ � [ � )d+

Kiele en kuuluvat esim. seur aavat merkkijonot: 12., .12, 1.2, 1.2E3, 1.2e3, 1.2E-3,

1E2, 1e23

4.4.3 Säännöllisten lausekk eiden siev en täminen

Säännöllisillä kielillä on yleensä useita v aih to eh toisia kuv auksia, esim.:

� � = L((a [ b)� )

= L((a� b� )� )

= L(a� b� [ (a [ b)� ba(a [ b)� ):
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Määritelmä 4.6 Säännöl liset lausekke et r ja s ovat ekviv alen tit , merk.

r = s, jos L(r ) = L(s) .

Lisäksi merkitään r � s tark oittamaan L(r ) � L(s) . Lausekk een siev en täminen

tark oittaa �yksink ertaisimman� ekviv alen tin lausekk een määrittämistä.

4.4.4 Siev enn yssään tö jä

r [ r = r ( m utta rr 6= r; kun r 6= ; ; � )

r [ (s [ t) = ( r [ s) [ t

r (st) = ( rs)t

r [ s = s [ r

r (s [ t) = rs [ rt

(r [ s)t = rt [ st

; � = �

; r = ; ( m utta ; [ r = r )

�r = r ( m utta � [ r 6= r; kun r 6= � )

r � = r � r [ � = r + [ �

r � = ( r [ � )�

(r � )� = r �

Lisäksi pätee päättelysään tö:

Jos r = rs [ t , niin r = ts�

, kun � =2 L(s) .

Tämä on help oin ta to distaa k on tekstittomilla kieliop eilla (harjoitusteh tä v ä luvussa

5.12).

Kaksi säännöllistä kieltä L(r ) ja L(s) v oidaan osoittaa ekviv alen teiksi k ahdessa v ai-

heessa:

1. Osoitetaan, että L(r ) � L(s) eli r � s, ja

2. osoitetaan, että L(s) � L(r ) eli s � r .

Esimerkki 4.12 Osoitetaan, että luvun alussa ol le et lausekke et ovat ekvivalentit.
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1. (a [ b) � (a� b� ) ) (a [ b)� � (a� b� )�

2. ((a� b� )� ) � a� b� [ (a [ b)� ba(a [ b)� ) :

� jos muoto a a� b�

, niin selvä

� muuten sisältää osajonon ba

3. a� b� [ (a [ b)� ba(a[ b)� ) � (a[ b)�

, sil lä (a[ b)�

kuvaa kaikki � :n merkkijonot

Lisäksi v oidaan to distaa seuraa v at sulk eumaominaisuudet: Jos L ja M o v at sään-

nöllisiä kieliä, m y ös

1. L \ M (kielten leikk aus)

2. L = � � n L (kielen k omplemen tti)

3. LR = f wR jw 2 Lg (kielen k ään teiskieli, jossa sanat on kirjoitettu tak ap erin)

o v at säännöllisiä. T o distus sujuu help osti äärellisillä automaateilla (ks. Luku 4.6).

4.4.5 *T a v alliset joukk o-op eraatiot vs. säännöllisten kielten

op eraatiot

T a v allisten joukk o jen joukk o-op eraatiot ja säännöllisten kielten op eraatiot m uistut-

ta v at toisiaan. Huomaa, että kielikin on joukk o � nimittäin joukk o merkkijono ja eli

sano ja.

Olk o on A = f a; bg ja B = f c; dg.

Joukk o-op eraatio Säännöllisen kielen op eraatio

Joukk o jen A ja B yhdiste Kielten A ja B yhdiste

A [ B = f a; b; c; dg A [ B = f a; b; c; dg

Joukk o jen A ja B k arteesinen tulo Kielten A ja B tulo

A � B = f (a; c); (a; d); (b; c); (b; d)g AB = f ac; ad; bc; bdg

Jouk on p otenssijoukk o Kielen A sulk euma

P(A) = f; ; f ag; f bg; f a; bgg A � = f �; a; b; aa; ab; ba; bb; aaa; aab; aba; abb; baa;
bab; bba; bbb; aaaa; aaab; aaba; aabb; :::g

Jouk on X , jX j = n , p otenssijouk on k ok o Kielen X , jX j = n , sulk euman k ok o

jP (X )j = 2 n jX � j = 1

68 LUKU 4. SÄÄNNÖLLISET KIELET JA ÄÄRELLISET A UTOMAA TIT

4.5 Äärelliset automaatit ja säännölliset kielet

Osoitetaan seuraa v a tärk eä tulos:

Kieli on säännöllinen , Kieli v oidaan tunnistaa äärellisellä automaatilla.

Samalla opit k aksi h y ö dyllistä menetelmää: kuink a m uun taa säännöllinen lausek e

automaatiksi ja automaatti säännölliseksi lausekk eeksi.

T o distus suoritetaan k ahdessa osassa. Idea on seuraa v a:

1. Kieli L(r ) on säännöllinen ) L(r ) v oidaan tunnistaa äärellisellä au-

tomaatilla M :

� Muo dostetaan säännöllistä lausek etta r v astaa v a ns. � -automaatti , jok a

on epädeterministisen automaatin laa jennos.

� Muunnetaan � -automaatti ta v alliseksi epädeterministiseksi automaatiksi.

� Haluttaessa epädeterministinen automaatti v oidaan vielä determinisoida

(ja minimoida).

2. Kieli L(M ) v oidaan tunnistaa äärellisellä automaatilla M ) L(M ) on

säännöllinen kieli:

� T ark astellaan äärellisten automaattien laa jennosta, lauseke automaatteja .

Jos v äite pätee lausek eautomaateille, se pätee m y ös ta v allisille äärellisille

automaateille (jotk a o v at niiden erik oistapaus).

� Redusoidaan lausek eautomaatti k ork ein taan 2-tilaiseksi automaatiksi, jos-

ta v oidaan luk ea suoraan v astaa v a säännöllinen lausek e.

Määritellään ensin � -automaatti ja lausek eautomaatti.

4.5.1 � -automaatti

Seuraa v aksi tutustumme k ah teen epädeterminististen äärellisten automaattien laa-

jenn ukseen, joiden a vulla v oidaan m uun taa mik ä tahansa säännöllinen lausek e de-

terministiseksi äärelliseksi automaatiksi ja päin v astoin.

Ongelma: P eikk o jen pipariautomaatti
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Punahilkka haluaa vier ail la Mummonsa luona. Metsässä risteile e useita p olkuja,

joista osaa voi kulke a vap aasti, mutta osaa vartioi p eikko. Peikot vaativat läpip ää-

systä tul lia yhden pip arkakun � joko tähden- tai sydämenmuotoisen mieltymyksen-

sä mukaan. Karttaan on merkitty p eikkojen kul lakin p olul la vaatimat pip arkakut. �

tarkoittaa sitä, ettei p olulta p eritä mitään tul lia. Ä iti on kuitenkin antanut Puna-

hilkal le vain yhden tähtipip arkakun. Miten pitkäl le Punahilkka p ääse e? Entä yhdel lä

sydänpip arkakul la?

Kuv a 4.8: P eikk o jen pipark akkuautomaatti.

Kiltti susi kutsuu Punahilkan p esäänsä ja tarjo aa yhden sydänpip arkakun. Nyt Pu-

nahilkka p ääse e Mummolaan, mutta miten hän p ääse e takaisin kotiin?

� -automaatti on epädeterministinen äärellinen automaatti, jossa sallitaan � -siirtymät

ts. siirt ymät t yhjällä merkkijonolla. Kyseessä on siis äärellisten automaattien mallin

laa jenn us.
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Määritelmä 4.7 � -automaatti on viisikko M = ( Q; � ; �; q0; F ) , missä siir-

tymäfunktio � on kuvaus

� : Q � (� [ f � g) ! P (Q)

Tilanne (q; w) voi johtaa suor aan tilante ese en (q0; w0) , merk.

(q; w) `
M

(q0; w0) , jos

(i) w = aw0

( a 2 � ) ja q0 2 � (q; a) ; tai

(ii) w = w0

ja q0 2 � (q; �)

Eh to (i) kuv aa siis normaalin tilasiirt ymän ja eh to (ii) � -siirt ymän. Muut määritel-

mät o v at samat kuin ta v allisilla epädeterministisillä äärellisillä automaateilla.

Esimerkki 4.13 Oheinen � -automaatti tunnistaa kielen f aa; abg. A lussa automaat-

ti �arvaa�, kump aan haar aan se mene e.

a

�

�

a a

b

� -automaatit o v at ilmaisuv oimaltaan aiv an yh tä v ah v o ja kuin ta v alliset (epädeter-

ministiset ja deterministiset) äärelliset automaatit. T oisin sano en niillä ei v oida ku-

v ata enempää eik ä v ähempää kuin m uillak aan äärellisillä automaateilla. Erit yisesti

osoitamme seuraa v an tuloksen:

Jok aisesta � -automaatista v oidaan m uo dostaa ekviv alen tti, � -siirt ymätön

epädeterministinen automaatti.

F ormaalin to distuksen sijasta selostamme menetelmän, jolla � -siirt ymät v oidaan

p oistaa.
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� -siirt ymien p oisto:

� Muo dosta siirt ymä q �! a q0

, jos (q; a)`
M

� (q0; � ) .

esim. q �! � q1 �! a q2 �! � q0

� Lisää alkutila q0 lopputiloihin, jos (q0; � )`
M

� (qf ; � ) ( qf 2 F ).

esim. q0
�

! q1
�

! qf

T oisin sano en k ä ymme läpi k aikki M :n tilat q ja k aikki q:n seuraa jat. Jos kyseessä

on ta v allinen siirt ymä � (q; a) = q0

, se säilyy ennallaan. Jos q0

:sta pääsee eteenpäin

� -siirt ymillä, tulee k aikista q0

:n � -seuraa jista m y ös q:n seuraa jia. T oisaalta, jos q:n

ja q0

:n v älillä oli � -siirt ymä ( � (q; �) = q0) ), ei q0

ole q:n seuraa ja, v aan meidän pitää

etsiä q:n seuraa jia q0

:n seuraa jista. Lopuksi pitää vielä tarkistaa, tulik o alkutilas-

ta lopputila (joku lopputila saattaa sulautua alkutilaan). Muut lopputilat säilyv ät

ennallaan.

Annetaan vielä algoritmi � -siirt ymien p oisto on.

Määritellään seuraa jafunktio S(q; a) = � (q; a) , kun a 2 � , ja S(q; �) = f q0 j (q; �)`
M

� (q0; � )g.

T oisin sano en S(q; a) määrittelee q:n a-seur aajat (tilat, joihin pääsee q:sta luk emal-

la merkin a) ja S(q; �) määrittelee q:n � -seur aajat (tilat, joihin pääsee q:sta � -p olkua

pitkin).

Seuraa v a menetelmä p oistaa � siirt ymät automaatista M ja tuottaa automaatin M 0

.

Joukk o on AS lask etaan q:n a-seuraa jat senhetkisellä aakk osella a ja joukk o on ES

tulev at q:n � -seuraa jat. K osk a q on oma � -seuraa jansa, sisältää ES ainakin q:n.

function P oistaEpsilonit

AS = ; ; ES = ; ; /* a-seuraa jat ja � -seuraa jat */

f

for 8q 2 Q f
ES = S(q; �) ; /* q:n � -seuraa jat */

for 8a 2 � f
AS = ;

for 8q0 2 ES
AS = AS [ S(q0; a) /* näiden a-seuraa jat */

for 8q0 2 AS
AS = AS [ S(q0; � ) /* näiden � -seuraa jat */

for 8q0 2 AS
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T ulosta � q �! a q0

�

g
g

if ( S(q0; � ) == qf )

T ulosta � q0 lopputila�

g

Esimerkki 4.14 Poistetaan � -siirtymät seur aavasta automaatista:

a

a�

�
a

�

�

�

1

2
3

4
5

6

7

8

9

L opputuloksena saadaan:

2
5

3

1

9

6

8

7

4

a
a

a

a

a

T ehtävä: determinisoi automaatti!



4.5. ÄÄRELLISET A UTOMAA TIT JA SÄÄNNÖLLISET KIELET 73

4.5.2 Lausek eautomaatit

Määritellään vielä yksi äärellisten automaattien laa jenn us, lausek eautomaatti, jos-

sa suoritetaan siirt ymä säännöllisellä lausekk eella. Esim. � (q;(a [ b)� ) = q0

sallii

siirt ymän q:sta q0

:uun millä tahansa aakk oston f a; bg merkkijonolla.

Määritelmä 4.8 Merk. RE � = aakkoston � säännöl listen lausekkeiden

joukko. Lausek eautomaatti on viisikko

M = ( Q; � ; �; q0; F );

missä siirtymäfunktio � on äär el linen kuvaus

� : Q � RE � ! P (Q)

(so. � (q; r) 6= ; vain äär el lisen monel la p aril la (q; r) 2 Q � RE � ).

Yhden ask eleen tilannejoh to määritellään seuraa v asti:

(q; w) `
M

(q0; w0)

jos q0 2 � (q; r) jollakin sellaisella r 2 RE � , että w = zw0

, z 2 L(r ) .

Muut määritelmät o v at samat kuin aiemmin.

4.5.3 Säännöllisestä lausekk eesta automaatti

Lause 4.2 Jokainen säännöl linen kieli voidaan tunnistaa äär el lisel lä auto-

maatil la.

T o distukseksi riittää an taa menetelmä, jolla v oidaan m uo dostaa mieliv altaista sään-

nöllistä lausek etta r v astaa v a � -automaatti M r , jolla L(M r ) = L(r ) . Menetelmä on

selostettu kuv assa 4.9.
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r = a (a 2 �) :

r = ; :

�

r = � :

r = s [ t :

�
M tM s

r = st :

a

�

�

�

�

M s

M t

r = s� :

M s
� �

�

�

Kuv a 4.9: Lausek etta r v astaa v an � -automaatin M r m uo dostaminen.
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Esimerkki 4.15 Muo dostetaan säännöl listä lauseketta ((ab� ) [ (b� a)) �

vastaava ää-

r el linen automaatti. Viimeisessä kuvassa on p oistettu kaksi turhaa tilaa, jotka liit-

tyvät muihin vain � -siirtymil lä.

e e

e

M

M

ab*

e

e

e

e

e

b*a

e e
e

e

e

e

e

b

4

e

b

a

2

3

6
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a

5

8

(ab*)U(b*a)M
e e

e

e

=> =>

a

5

e

b

a

2

3

6

7

e

e

e

e

b

4

e
=

Poistetaan vielä loput � -siirtymät:

a b
! 2 f 2; 3; 4; 5; 6; 7g f 5g

3 f 2; 3; 4; 5; 7g ;

4 f 2; 3; 4; 5; 6; 7g f 2; 3; 4; 5; 7g

5 f 2; 3; 5; 6; 7g f 5g

6 f 2; 3; 4; 5; 6; 7g f 5g
 7 f 2; 3; 4; 5; 6; 7g f 5g

A lkutilasta 2 tule e lopputila, sil lä siitä oli � -siirtymä 7:ään.

Determinisoidaan automaatti:
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a b
$ A = f 2g B = f 2; 3; 4; 5; 6; 7g C = f 5g
 B = f 2; 3; 4; 5; 6; 7g B = f 2; 3; 4; 5; 6; 7g D = f 2; 3; 4; 5; 7g

C = f 5g E = f 2; 3; 5; 6; 7g C = f 5g
 D = f 2; 3; 4; 5; 7g B = f 2; 3; 4; 5; 6; 7g D = f 2; 3; 4; 5; 7g
 E = f 2; 3; 5; 6; 7g B = f 2; 3; 4; 5; 6; 7g C = f 5g

A

B

C

a

b

a

b

b

a
b

D

E

a

a

b

Minimoidaan vielä automaatti:

a

b

II

III a,b

Ib
a

Huomataan, että automaatti hyväksyy kaikki muut merkkijonot p aitsi p elkästä b:stä

ko ostuvat.

4.5.4 Automaatista säännöllinen lausek e

Lause 4.3 Jokainen äär el lisel lä automaatil la tunnistettava kieli on sään-

nöl linen.
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K osk a äärelliset automaatit o v at lausek eautomaattien erik oistapaus, riittää osoittaa,

että jok ainen lausek eautomaatilla tunnistetta v a kieli on säännöllinen. Nyt meillä on

siis annettuna lausek eautomaatti M , jok a tunnistaa kielen L(M ) , ja teh tä v änä on

joh taa säännöllinen lausek e r siten, että L(r ) = L(M ) . Riittää siis an taa menetel-

mä, jolla mieliv altaisesta lausek eautomaatista v oidaan joh taa v astaa v a säännöllinen

lausek e.

Ideana on eliminoida lausek eautomaatista tilo ja, kunnes siitä v oidaan luk ea v astaa v a

säännöllinen lausek e. Menetelmä on seuraa v a:

1. Yhdistä M :n lopputilat yhdeksi � -siirt ymillä (Kuv a 4.10)

2. while (jäljellä m uita kuin alku- ja lopputilo ja) f

� v alitse q, q 6= q0 , q 6= qf ( qf 2 F )

� p oista q reitiltä qi ! q ! qj qi = q:n edeltä jätila ja qj = q:n seuraa jatila)

reduktiosäännöillä (Kuv a 4.11) (Huom! Muista k ä ydä läpi k aikki q:ta

sisältä v ät p olut!)

� yhdistä rinnakk aiset siirt ymät (Kuv a 4.12)

g

3. Lue jäljellä olev aa, k ork ein taan 2-tilaista automaattia v astaa v a säännöllinen

lausek e (Kuv a 4.13)

)

�

�

�

Kuv a 4.10: Lausek eautomaatin lopputilo jen yhdistäminen.

78 LUKU 4. SÄÄNNÖLLISET KIELET JA ÄÄRELLISET A UTOMAA TIT

(ii):

(i):

)

)

rt � s

qi q qj
r s

qi q qj
r s

t

qjqi
rs

qjqi

Kuv a 4.11: Tilan p oistaminen lausek eautomaatista.

)qjqi

r

s

r [ s
qi qj

Kuv a 4.12: Rinnakk aisten siirt ymien yhdistäminen lausek eautomaatissa.

(ii):

(i):

)

)

r �
1 r 2(r 3 [ r 4r �

1 r 2) �

r 4

r 3r 2
r 1

r �

r

Kuv a 4.13: Säännöllisen lausekk een m uo dostaminen redusoidusta lausek eautomaa-

tista.
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Esimerkki 4.16 Luetaan säännöl linen lauseke seur aavasta automaatista:

ab[

)

)

)

)

) (ab[ (aa [ b)(ba) � (bb[ a)) �
(aa [ b)(ba) � (bb[ a)

(aa [ b)(ba) � (bb[ a)

bb[ a

aa [ b

a a

a

b

b

b

baab ab

baab

b

a

aa

bb

Esimerkki 4.17 A iemmassa esimerkissä määrittelimme C-kielen liukuluvut kuvaa-

van säännöl lisen lausekke en. L aaditaan nyt sen p ohjalta äär el linen automaatti, de-

terminisoidaan ja minimoidaan se. L auseke on

numb er = ( d+ :d� [ :d+ )( � [ ((e [ E)(+ [ � [ � )d+ )) [ d+ (e [ E)(+ [ � [ � )d+ ;

missä d on lyhenne d = f 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9g.

V astaava ep ädeterministinen automaatti (piirr ä välivaihe et!):
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d

d
d

e,E

e,E

e,E
+,-

+,-

d

1

2

3

4

5 6

7 8

9 10

d

d

d

d

d

.

d

.

Determinisoidaan automaatti:

d . e,E +,-

! A = f 1g f 2; 4g = B f 3g = C ; ;
B = f 2; 4g f 2; 4g = B f 5g = D f 9g = E ;
C = f 3g f 5g = D ; ; ;

 D = f 5g f 5g = D ; f 6; 7g = F ;
E = f 9g f 8g = G ; ; f 10g = H
F = f 6; 7g f 8g = G ; ; f 6g = I

 G = f 8g f 8g = G ; ; ;
H = f 10g f 8g = G ; ; ;
I = f 6g f 8g = G ; ; ;

Minimoidaan automaatti:
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d . e,E +,-

! A B C ; ;
B B D E ;
C D ; ; ;
E G ; ; H
F G ; ; I
H G ; ; ;
I G ; ; ;

 D D ; F ;
 G G ; ; ;

Jaetaan eri tavoin käyttäytyvät tilat omiin luokkiin (kannattaa kirjoittaa kaikki vä-

livaihe et, jos et ole varma, miten e detään):

d . e,E +,-

E G ; ; H
F G ; ; I
H G ; ; ;
I G ; ; ;

! A B C ; ;
B B D E ;
C D ; ; ;

 D D ; F ;
 G G ; ; ;

Jaetaan vielä kolmas luokka kolme en osaan:

d . e,E +,-

E G ; ; H
F G ; ; I
H G ; ; ;
I G ; ; ;

! A B C ; ;
B B D E ;
C D ; ; ;

 D D ; F ;
 G G ; ; ;
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L opputulos:

1

2

3

4

5

d

.

d

d

d

e,E

.
e,E

d7

+,- d

d

6
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4.6 Hausk a lisätieto: Säännöllisen kielen sulk euma-

ominaisuudet

Automaattien a vulla v oidaan osoittaa help osti seuraa v at ominaisuudet:

Lause 4.4 Olko on L1 ja L2 säännöl lisiä kieliä. Täl löin myös

(i) L1
S

L2 (kielten yhdiste)

(ii) L1
T

L2 (kielten leikkaus)

(iii) L1L2 (kielten katenaatio)

(iv) L1 = � � n L1 (kielen komplementti)

(v) (L1)�

(kielen sulkeuma)

(vi) (L1)R

(käänteiskieli, jossa kaikki L1 :n sanat on kirjoitettu takap erin)

ovat säännöl lisiä.

T o distetaan v ain k oh ta (iv), sillä siinä opitaan samalla eräs h y ö dyllinen tekniikk a.

Muiden k oh tien to distus jätetään harjoitusteh tä v äksi! (Vihje: � -automaatit.)

T o distus iv: Olk o on L säännöllinen kieli ja M = ( Q; � ; �; q0; F ) sen tunnista v a ää-

rellinen automaatti. Tällöin k omplemen ttikielen L tunnista v a automaatti on M =
(Q; � ; �; q0; QnF ) . T oisin sano en M :n k aikki lopputilat on m uutettu ei-lopputiloiksi

ja k aikki ei-lopputilat (m uk aan lukien virhetila) lopputiloiksi.

M h yv äksyy merkkijonon x , jos

(q0; x)`
M

� (qf ; � ) jollain qf 2 F . M̂ h ylk ää x :n, sillä qf =2 Q n F .

M h ylk ää merkkijonon x , jos

(q0; x)`
M

� (q; �) jollain q =2 F . Tällöin M̂ h yv äksyy x :n, sillä q 2 Q n F . 2

K omplemen ttiautomaattia m uo dostaessa on tärk eää, että m y ös virhetila error 2 Q

on esitett y eksplisiittisesti. Seuraa jafunktiolle pätee � (error; a) = error k aikilla a 2
� .

Säännöllisten kielten ns. sulk eumaominaisuudet o v at usein h y ö dyllisiä, kun haluam-

me osoittaa jonkun kielen säännölliseksi. Huomaa kuitenkin, että lause pätee v ain
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toiseen suun taan. Siitä, että yhdistekieli L1 [ L2 on säännöllinen, ei seuraa, et-

tä L1 ja L2 olisiv at säännöllisiä. Esimerkiksi kieli L(a� b� ) v oidaan esittää kielien

L1 = f ai bj ji � j g ja L2 = f ai bj jj < i g yhdisteenä, m utta L1 ja L2 eiv ät ole sään-

nöllisiä. T utki, päteek ö lause toisinpäin m uille sulk eumaominaisuuksille!

Esimerkki 4.18 L aaditaan automaatti, joka tunnistaa kielen L(M ) = f w 2 f a; bg� j
w ei sisäl lä merkkijono a babg. L aaditaan ensin komplementtikielen tunnistava auto-

maatti (Kuva 4.14), joka tunnistaa kielen L(M ) = f w 2 f a; bg� jw sisältää merkkijonon babg.

Tästä saadaan haluttu automaatti (Kuva 4.15) vaihtamal la lopputilat ja ei-lopputilat

keskenään.

0 1 2 3

a

b a

a

a,bb

b

Kuv a 4.14: Automaatti M , jok a tunnistaa kielen L(M ) = f w 2
f a; bg� jw sisältää merkkijonon babg.

0 1 2 3

a

b a

a

a,bb

b

Kuv a 4.15: Automaatti M , jok a tunnistaa kielen L(M ) = f w 2
f a; bg� jw ei sisällä merkkijonoa babg.

4.7 Säännöllisten kielten ra joituksista

Mink ä tahansa aakk oston formaaleja kieliä (päätösongelmia) on ylin umeroituv a

määrä, m utta säännöllisiä lausekk eita v ain n umeroituv a määrä. Tästä seuraa, et-

tä k aikki kielet eiv ät v oi olla säännöllisiä. Seuraa v assa on esimerkki yksink ertaisesta

epäsäännöllisestä kielestä:
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Esimerkki 4.19 T asap ainoisten sulkujonojen muo dostama kieli L

match

= f (k)k j k �
0g ei ole säännöl linen, eli sitä ei voi tunnistaa äär el lisel lä automaatil la.

V oimme kyl lä laatia äär el lisen automaatin, joka tunnistaa tasan n sulkup aria sisäl-

tävän merkkijonon (Kuva 4.16a). T oisaalta voimme laatia automaatin, joka tunnis-

taa korkeintaan n sisäkkäistä sulkup aria sisältävän merkkijonon (Kuva 4.16b).

Kummankin automaatin �muisti� r ajoittuu kuitenkin johonkin äär el lisen lukuun n .

Jos merkkijonossa on enemmän sisäkkäisiä sulkuja, ei automaatti kykene tunnista-

maan sitä, vaikka se kuuluisikin kiele en L

match

.

Jos muo dostaisimme oman automaatin jokaisel le n = 0; 1; ::: ja yhdistäisimme ne

yhdeksi automaatiksi � -siirtymil lä, ei automaatti enää olisi äär el linen � siinä täytyisi

ol la äär ettömän monta tilaa!

Tästä syystä mikään kieli, jossa sal litaan mielivaltaisen monta sisäkkäistä sulku-

p aria, ei voi ol la säännöl linen. Esimerkiksi ohjelmointikielten sisäkkäisiä b egin - ja

end -sulkuja tai mielivaltaisia aritme ettisia lausekkeita ei voida tunnistaa äär el lisil lä

automaateil la.

( (

)

))))

( (

q0 q1 q(n-1) qn

2nq q(2n-1) q(n+2) q(n+1)

a)

...

...

...q0 q(n-1) qnq1

( ( (
(

) )
) )

b)

Kuv a 4.16: a) T asan n tai b) k ork ein taan n sisäkk äistä sulkuparia tunnista v a auto-

maatti.

Äärellisten automaattien p erusra joitus on niiden ra jallinen �m uisti�. Ne eiv ät v oi

pitää kirjaa tapaamistaan merk eistä. Niin k auan kuin kieli on äärellinen (sisältää

v ain äärellisen mon ta sanaa), v oimme aina m uo dostaa sille automaatin. Äärettömät

kielet v oiv at kuitenkin olla säännöllisiä v ain, jos niissä on jokin toistuv a rak enne.

Säännöllisessä lausekk eessa tätä v astaa sulk euma ja automaatissa silm ukk a.
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Pumpp auslemma formalisoi tämän ra jallisen m uistin idean. Ideana on, että mitä ta-

hansa annetun säännöllisen kielen riittä v än pitk ää merkkijonoa v oidaan �pumpata�

k esk eltä, ilman että kielen tunnista v a äärellinen automaatti h uomaa m uutosta

4.7.1 Pumppauslemma

Lause 4.5 (Pumppauslemma) Olko on A säännöl linen kieli. Täl löin on

olemassa n � 1 s.e. mikä tahansa x 2 A , jxj � n , voidaan jakaa osiin

x = uvw, juvj � n , jvj � 1, ja uvi w 2 A kaikil la i = 0; 1; 2; : : :

T o distus: Olk. M jokin A :n tunnista v a deterministinen äärellinen automaatti ja n
M :n tilo jen lukumäärä. T ark astellaan automaatin läpik ä ymiä tilo ja sen tunnistaessa

merkkijonoa x 2 A , jxj � n :

� K osk a jxj � n ) tä yt yy kulk ea jonkin tilan k autta (ainakin) k aksi k ertaa (itse

asiassa jo x :n n :ää ensimmäistä merkkiä k äsitellessään).

� Olk o on q ensimmäinen tila, jonk a automaatti toistaa x :ää k äsitellessään.

� Olk o on u M :n k äsittelemä x :n alkuosa sen tullessa ensimmäisen k erran tilaan

q, v se osa x :stä u :n jälk een jonk a M k äsittelee ennen ensimmäistä paluutaan

q:h un, ja w loput x :stä (ks. Kuv a 4.17).

� Tällöin on juvj � n , jvj � 1, ja uvi w 2 A k aikilla i = 0; 1; 2; : : : 2

w

v

u
q

Kuv a 4.17: Merkkijonon x = uvw 2 A pumppaus.

Huomaa, että Pumppauslemma on kiinnosta v a v ain äärettömille kielille. (Äärellisille

kielille, jotk a k aikki o v at säännöllisiä, v oidaan v alita n = maxfj xj j x 2 Lg + 1 ,

jolloin ei ole olemassa yh tään x 2 L s.e. jxj � n ).

Pumppauslemmaa on h y ö dyllinen haluttaessa osoittaa jokin kieli ep äsäännöl liseksi .

Tämä on tarp eellista tietoa, sillä ongelma k annattaa ratk aista tehokk ailla äärellisillä

automaateilla aina, kun se v ain on mahdollista. Ei kuitenk aan k annata tuhlata aik aa

äärellisen automaatin etsin tään, jos kieli ei ole säännöllinen.
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Epäsäännölliseksi to distus p erustuu k on trap ositio on: v äite �Kieli on säännöllinen )

se on pumpatta vissa� on ekviv alen tti v äitteen �Kieli ei ole pumpatta vissa ) se ei

ole säännöllinen� k anssa.

Esimerkki 4.20 Väite: Sulkulausekekieli L = L

match

= f (k)k j k � 0g on ep äsään-

nöl linen.

T o d.: V astaoletus: L on säännöl linen. ) 9 jokin n � 1, jonka pituisia L :n merkki-

jonoja voidaan pump ata.

V alitaan x = ( n )n

, jol loin jxj = 2n > n . L emman mukaan x voidaan jakaa pump at-

tavaksi osiin x = uvw, juvj � n , jvj � 1; siis on oltava

u = ( i ; v = ( j ; w = ( n� (i + j ))n ; missä i � n � 1; j � 1:

Mutta esimerkiksi �0-kertaisesti� pump attu merkkijono uv0w = ( i (n� (i + j ))n = ( n� j )n

ei kuulu kiele en L . R istiriita. Siten L ei voi ol la säännöl linen. 2

Huom! Pumppauslemma ei sano, että v oimme v alita u :n ja v :n haluamallamme ta-

v alla, v aan to distuksessa meidän on k ok eilta v a k aikkia mahdollisia jak o ja x = uvw

s.e. juvj � n ja jvj � 1. Kä ytännössä mahdollisten jak o jen lukumäärä v oidaan mi-

nimoida seuraa v asti: V alitaan tark astelta v an jonon pituudeksi esimerkiksi 2n , jossa

ensimmäiset n merkkiä m uo dosta v at uv :n, m uttei kiinnitetä tarkk aan ottaen miten.

Esimerkki 4.21 Väite: L = f akbl ck+ l j k; l � 0g ei ole säännöl linen.

T o d.: V astaoletus: L on säännöl linen ) 9 n � 1, jonka pituisia merkkijonoja voi-

daan pump ata. V alitaan x = anblcn+ l

, jol lakin l � 0. Nyt jxj = 2n + 2l > n . Koska

juvj � n , uv ko ostuu vain a-merkeistä ja m = jvj � 1. Täl löin uv0w = an� mbl cn+ l =2
L . R istiriita. Siten L ei voi ol la säännöl linen. 2

Esimerkki 4.22 Väite: L(am bncm+ n ) ei ole säännöl linen.

T o d: T arkastel laan merkkijonoja, joiden pituus vähintään n = k + l . V alitaan x =
akblck+ l

, jxj = 2k + 2l > n . Nyt osa uv ko ostuu x :n korkeintaan k + l :stä ensimmäi-

sestä merkistä (sisältää vain a:ta ja mahd. b:tä) ja v :n olt. vähintään 1-merkkinen.

Kaksi jakovaihto ehto a:

1. u = ai

, v = ak� i bj

, w = bl � j ck+ l

, missä i 6= k tai j > 0. Täl löin 0-kertaisesti

pump attu jono on uv0w = ai bl � j ck+ l

, joka kuuluu kiele en vain jos, i = k ja

j = 0 , mikä ei mahd.

2. u = akbi

, v = bj

, w = bl � i � j ck+ l

, missä j � 1. uv0w = akbi bl � i � j ck+ l =
akbl � j ck+ l

, joka kuuluu kiele en vain, jos j = 0 , mikä ei mahd.

) Kieli ei siis säännöl linen. 2
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4.7.2 Näin nä ytät pitk ää nenää Pumppauslemmalle! Heuris-

tisia ohjeita PL-to distuksiin

1. Mieti annettua kieltä: mik ä eh to tä yt yy rikk oa, jotta merkkijono ei kuulu

kieleen? Eh to v oi esimerkiksi

� k osk ea tiett yjen merkkien lukumäärien k eskinäistä suhdetta (esim. L1 =
f akbm cm jk; m = 0; 1; 2; :::g, L2 = f am b2m jm = 0; 1; 2; :::g)

� sanan osia: esim. sanan alku- ja loppuosa riippuv at jotenkin toisistaan

L4 = f wwR jw 2 � � ; wR

on w tak ap erin kirjoitettuna g, L5 = f wwjw 2
� � g

� liitt y ä alkulukuihin, joiden jono on epäsäännöllinen

L3 = f api jpi on i :s alkuluku g

2. Mieti, mik ä olisi yksink ertaisin merkkijono, jossa esiin t yv ät eheysehdon osa-

puolet. Joskus kielessä on to distuksen k annalta tä ysin turhia (säännöllisiä)

osia, esim. L1 :ssä a:n lukumäärällä ei ole mitään v äliä � v oidaan v alita merk-

kijono bm cm

.

� Jos ehdon osapuolten v älissä on tuollainen säännöllinen osa, se saattaa ol-

la tarp een osapuolien erottamiseen toisistaan, esim. L6 = f am bkam jm; k =
0; 1; 2; :::g:ssä tarvitaan ainakin yksi b erottamaan alku- ja loppu- a:t. V a-

litaan esim. ambam

.

� Jos kielen alku- ja loppuosa riippuv at jotenkin toisistaan, m utta m uuten

ne saa v at olla mitä tahansa, riittää erottaa alku- ja loppuosa toisistaan,

esim. kielen L5 k ohdalla v oidaan v alita am bam b tai bam bam

.

3. V alitse n yt se m ystinen n siten, että eheysehdon toinen osapuoli kuuluu ensim-

mäiseen n :ään merkkiin ja sitä päästään pumppaamaan. T oinen ta v oite on,

että merkkijonon mahdollisia jak o ja osiin uvw olisi mahdollisimman v ähän

(tämä ei ole kuitenk aan yh tä kriittistä, säästää v ain t y ötä).

� esim. x = am bm

. Kannattaa v alita n = m , jolloin osat uv kuuluv at

am

:ään. Tällöin pääsemme pumppaamaan a:ta ja eheyseh to rikk outuu.

Huom! V oimme v alita m y ös n = 2m , jolloin tulee lisää töitä: Pumpatta-

v a osa v oi k o ostua v ain a:sta, v ain b:stä tai molemmista (m uotoa ai bj

).

Viimeisessä tapauksessa pumppaus uv2w sotk ee asiat (ai bj ai bi

ei kuulu

kieleen).

4. T estaa n yt k aikki Pumppauslemman m uk aiset jaot x = uvw; juvj � n ja

v 6= � . Jok aisella jaolla k ok eile pumppausta i :n arv oilla 0,2,3,. . . kunnes lö yt yy
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sellainen i , että uvi w 62A . T a v allisesti arv o i = 0 tai viimeistään i = 2 tuottaa

halutun tuloksen.

5. Jos onnistuit rikk omaan eheysehdon k aikilla jaoilla uvw, v oit h uudah taa v oi-

tonriem uisena: �Heurek a!� Onneksi olk o on!

Miksi pumppauslemmaa k ä ytetään näin?

Esitetään PL lo ogisena lauseena:

R(A) ) 9 n 8xP (x) 9uvw Q(x; u; v; w) 8i S(u; v; w; i) , missä

P(x) on lyhenne ehdolle x 2 A ^ j xj � n
Q(x; u; v; w) ehdolle x = uvw ^ j uvj � nj ^ j vj � 1, ja

S(u; v; w; i) ehdolle uvi w 2 A .

Kä ytetään k on trap ositiosään töä:

A ) B � : B ) : A

T oisaalta tiedämme:

:9 xP (x) � 8 x: P(x)
:8 xP (x) � 9 x: P(x) .

Käännetään Pumppauslemma näiden a vulla ja se on yhä tosi:

: (9n 8xP (x) 9uvw Q(x; u; v; w) 8i S(u; v; w; i)) ) : R(A)
� 8 n : (8xP (x) 9uvw Q(x; u; v; w) 8i S(u; v; w; i)) ) : R(A)
� 8 n 9xP (x): (9uvw Q(x; u; v; w)) 8i S(u; v; w; i)) ) : R(A)
� 8 n 9xP (x) 8uvw Q(x; u; v; w) : (8i S(u; v; w; i)) ) : R(A)
� 8 n9xP (x) 8uvw Q(x; u; v; w) 9i : (S(u; v; w; i)) ) : R(A) .

Siis: Jos k aikilla n on joku x jxj � n , k aikilla uvw juvj � n , jvj � 1, on olemassa i

siten että uvi w =2 A , niin A ei ole säännöllinen.

Otetaan vielä yksi o v ela to distus:

Esimerkki 4.23 Väite: Kieli Lpr = f 1pjp on alkuluku g ei ole säännöl linen.

*T o d. V astaoletus: Lpr on säännöl linen ) 9 jokin n � 1, jota pitempiä Lpr :n merk-

kijonoja voidaan pump ata.

V alitaan x = 1 p

, jol lakin alkuluvul la p � n + 2 . Pumpp auslemman mukaan x =
uvw; juvj � n; m = jvj � 1. Nyt juvp� mwj = juwj +( p� m)jvj = p� m+( p� m)m =
(m +1)( p� m) . Tämä on yhdistetty luku, koska m +1 � 2 ja p� m � n +2 � m � 2

(sil lä m = jvj � j uvj � n ). Siis uvp� mw =2 Lpr . R istiriita. 2
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4.7.3 *Punahilkk ap eli

A hne et Peikot ovat niin innostuneita pip aribisneksestään, että pyörittävät pip ariau-

tomaatteja ymp äri metsää. Kuitenkin myös vanha sair as Mummo kaip aisi kip e ästi

pip ar eita. Punahilkka kumpp aneine en keksii seur aavan r atkaisun: jos äiti alkaa lei-

p o a ep äsäännöl lisen kielen mukaisia pip arijonoja, eivät Peikot pysty r akentamaan

koko kieltä tunnistavaa automaattia � eivätkä siis pysty saamaan kaikkia pip ar eita.

P elin idea

Punahilkk ap elissä on k aksi joukkuetta, joista toiseen kuuluv at Punahilkk a, Mummo

ja Susi ja toiseen P eik ot. Punahilk an teh tä v änä on viedä Mummolle niin paljon

pipareita, kuin hän p yst yy , ilman että P eik ot sy ö v ät niitä matk alla. P eik ot näet

sy ö v ät v ain säännöllisiä piparijono ja (esim. ( sydän

�

täh ti sydän

� ) ).

Äiti leip o o jatkuv asti uusia pipareita, jotk a v oiv at olla tähden tai sydämenm uo-

toisia. Punahilk an ja Mummon pitäisi k eksiä sellainen piparikieli, jonk a m uk aiset

piparijonot Punahilkk a p yst yy kuljettamaan P eikk o jen ohitse. Kiltti Susi auttaa

Punahilkk aa ja Mummoa. Esim. kielen (täh ti

n

sydän

n

) n � 1 piparijonot (sanat)

eiv ät k elpaa P eik oille.

Saatte k orttipak an, joista kukin kuv aa jok o säännöllisen tai epäsäännöllisen pipari-

kielen.

P elin kulku

Punahilk an puoli: V alitk aa satunnainen k ortti pak asta.

P eik ot: Y rittäk ää osoittaa, että kyseinen piparikieli on säännöllinen. Jos onnistut-

te, niin saatte k aikki kielen kuv aamat piparit.

Punahilk an puoli: Jos P eik ot eiv ät onnistuneet, niin v oitte yrittää kuljetusta.

Osoittak aa, että piparikieli ei ole säännöllinen. Jos onnistutte, saatte viet y ä piparit

onnellisesti Mummolle.

P eik ot ja Punahilk an puoli kinastelev at piparikielestä niin k auan, kunnes jok o P eik ot

saa v at sen tai Punahilkk a saa viet y ä sen läpi. Tämän jälk een Punahilkk a kumppa-

neineen yrittää seuraa v aa piparikieltä.

Se puoli, jok a on lopuksi k eränn yt eniten piparikieliä, v oittaa p elin. V aih tak aa v älillä

puolia!
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4.8 Ekskursio: Säännöllisten kielten so v elluksia

4.8.1 Hahmon tunnistus

Hahmon tunnistuksessa ta v oitteena on lö ytää tekstistä y hahmo x . Edellä tutus-

tuimme jo yh teen tapaan ratk aista tämä ongelma äärellisten automaattien a vulla.

Laadimme äärellisen automaatin, jok a tunnistaa hahmon x . Jos haluamme lisäksi

sanan x sijainnin merkkijonossa, tä yt yy lisätä laskuri, jok a pitää kirjaa luetuista

merk eistä (siirt ymistä), kunnes hahmo tunnistettu.

Äärellisiä automaatteja v oidaan k ä yttää toisellakin tapaa hahmon tunnistukseen.

Muo dostetaan äärellinen automaatti tekstin y su�kseista. Automaatin kuh unkin

k aareen (siirt ymään) liitt yy sek ä kirjain että n umero. Kunkin siirt ymän yh teydessä

k atenoidaan k aaren kirjain luettujen merkkien jono on. Lisäksi k asv atetaan sijain ti-

laskuria siirt ymän ilmoittamall a ask elmäärällä. T uloksena saadaan pari (p; i) , missä

p on su�ksi i k erto o sen sijainnin (mon tak o merkkiä luetta v a tekstin alusta, jotta

kyseinen su�ksi lö yt yy).

Tällainen su�ksiautomaatti toimii itse asiassa tekstin hak emistorak en teena, jonk a

a vulla v oidaan etsiä mik ä tahansa merkkijono tekstistä.

Muistathan m y ös, että säännöllisillä lausekk eilla v oidaan help osti kuv ata etsittä viä

hahmo ja, esim. tiedon haussa. V astaa v a hakuk one v oidaan toteuttaa äärellisenä

automaattina.

4.8.2 Viestin v älit ysprotok ollat äärellisinä automaatteina

My ös erilaisia protok ollia v oidaan kuv ata �äärellisinä automaatteina� tai tilak oneina.

Tälla ta v alla v oidaan esimerkiksi v eri�oida, että jokin viestin v älit ysprotok olla toimii

oik ein.

T ark astellaan yksik ertaista AB (alternating bit)-protok ollaa, jossa lähettä jäproses-

si S ja v astaanotta japrosessi R k omm unik oiv at vuor osuuntaisen kanavan k autta.

V uorosuun taisessa k ana v assa viestejä saa lähettää v ain yh teen suun taan k errallaan.

Kana v a v oi h uk ata tai v ääristää sanomia, m utta viestien järjest ys säilyy eik ä k ana v a

monista sanomia.

K osk a k ana v assa on k errallaan v ain yksi viesti, riittää viestien esittämiseen k aksi

bittiä, 1 ja 0. Lähettä jä yrittää ensin lähettää viestin d0 ja jos se saa siitä kuittauk-

sen a0, se siirt yy lähettämään viestiä d1. Jos se saa d1:stäkin kuittauksen a1, se

v oi lähettää taas viestin, jota merkitään d0:lla jne. Lähettä jä ei kuitenk aan lähetä
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uutta viestiä ennen kuin se on saan ut edellisestä kuittauksen. Jos kuittausta ei kuu-

lu tiet yn a jan t kuluessa se lähettää viestin uudestaan. V astaanotta ja puolestaan

luk ee k aikki k ana v asta tulev at viestit ja lähettää niistä kuittauksen, mahdollisesti

useaankin k ertaan (jos sama viesti tulee useita k erto ja).

Lähettä jän ja v astaanotta jan toimin ta v oidaan kuv ata seuraa v anlaisina epädeter-

ministisinä ( � -) automaatteina.

S1

S2 S3

S4

t d0, e
d1,e

a1

a0

Sender: Receiver:

R2 R3

R1 R4

d0

a0,

d0

d1

a1,

d1

d0

d1

e

e

4.8.3 Leksik aalinen analyysi

Leksik aalinen analyysi on k ään tä jän osa, jok a jak aa lähdek o o din lo ogisesti yh teen-

kuuluviin osiin (tok ens). Tällaisia osia v oiv at olla esimerkiksi v aratut sanat, tun-

nisteet, ym. Leksik aalinen analysaattori v oidaan toteuttaa esim. UNIX-k omen to jen

lex ja flex (edellisen GNU-v ersio) a vulla. Lex- ja �ex-k omen to saa v at sy ötteenään

listan säännöllisistä lausekk eista sek ä ohjeet, mitä tehdä v astaa v an osan k ohdalla,

ja tuotta v at tämän p ohjalta leksik aalisen analysaattorin kyseisille säännöille.

Sy öte v oisi olla esimerkiksi seuraa v anlainen:

else f return(ELSE) ; g

[A-Za-z][A-Za-z0-9]

� f co de to en ter the found iden ti�er in the sym b ol table ;

return(ID) ; g
> = f return(GE); g
= f return(EQ) ; g

...

Huom! Tällaisessa määrittelyssä v arattu sana �else� täsmää m y ös tunnisteen ku-

v aukseen. Ongelma v oidaan ratk aista an tamalla säännöille prioriteettijärjest ys: v a-

litaan ensimmäinen lausek e, johon merkkijono täsmää.
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4.8.4 Luonnollisen kielen esiprosessoin ti

Luonnollisen kielen ymmärtäminen tai tiedon eristäminen tekstistä (jok a ei p yri-

k ään k ok o tekstin ymmärtämiseen, v aan etsimään siitä ainoastaan haluttua tietoa)

on h yvin haasta v a teh tä v ä, johon säännölliset kielet eiv ät riitä. Niitä v oidaan kuiten-

kin k ä yttää apuna tekstin esiprosessoinnissa samaan tapaan kuin ohjelmoin tikielen

leksik aalisessa analyysissa.

Eräs lähest ymistapa on m uo dostaa tr ansduktori (engl. tr ansduc er ), jok a on erään-

lainen uudelleenkirjoitta v a äärellinen automaatti. Laa jennetaan esimerkiksi lause-

k eautomaattia siten, että jok aisen siirt ymän yh teydessä automaatti sek ä luk ee merk-

kijonon että k orv aa sen jollain toisella merkkijonolla (tai t yhjällä merkkijonolla).

Tällaisella transduktorilla v oidaan esimerkiksi luk ea p ois turhat tä ytesanat (kuten

englannin artikk elit), tunnistaa prep ositiot (esim. k orv ataan sym b olilla P RE ) tai

k eksiä heuristiikk a erisnimien tunnistamiseen (k orv ataan so vitulla sym b olilla). Ku-

v assa 4.18 on esimerkki transduktorista, jok a p yrkii erottamaan (englanninkielises-

tä) lauseesta substan tiivi-ilmaukset (noun phrases), jotk a o v at m uotoa (d [ � )a� n+

,

missä d on artikk eli, a on adjektiivi ja n on substan tiivi. Muut sanaluok at kuten

v erbit ( v ) ohitetaan (automaatissa siirt ymä ?:llä). (Huom! Sanaluok at on siis jo tun-

nistettu jollain tapaa, esim. lause �The big tom cat caugh t a fat mouse� on k o o dattu

dannvdan.)

/[e

/[e

e

e

?/?

d/d

a/a

n/n

n/n

/]

Kuv a 4.18: T ransduktori, jok a kirjoittaa hak asulut k aikkien tunnistamiensa subs-

tan tiivilausekk eiden ympärille. Merkin tä a=btark oittaa sitä, että transduktori luk ee

merkin a ja kirjoittaa tilalle merkin b.
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4.9 Harjoituksia säännöllisistä kielistä

1. Sim uloik aa annetun äärellisen automaatin toimin taa leikkinä! Kukin opisk elija

v astaa yh tä automaatin tilaa, jok a luk ee seuraa v an sy ötemerkin ja an taa k on t-

rollin seuraa jatilalle. Hyv äksyv ä tai h ylk ää v ä lopputila rap ortoi tunnistuksen

tuloksesta. (Yksi piste jok aiselle leikkiin osallistujalle!)

2. Olk o on aakk osto � = f a; bg. Muo dosta automaatti, jok a h yv äksyy seuraa v an

kielen:

a) L(M ) = L(; )

b) L(M ) = L(; � )

c) L(M ) = L(� )

d) L(M ) = L(� � )

e) L(M ) = L(� � )

3. Olk o on aakk osto � = f 0; 1g. Laadi deterministinen äärellinen automaatti M ,

jok a tunnistaa seuraa v an kielen

a) L(M ) = f wjw :n pituus on pariton g

b) L(M ) = f wj1:ien lukumäärä w :ssä on k olmella jaollinen g

c) L(M ) = f wjw :ssä on parillinen määrä 1:iä ja 0:ia g

SuomenlahtiSaimaa

W E

4. Laadi k ana v an sulkuautomaatti, jok a a v aa ja sulk ee sulut sek ä h uoleh tii v eden

pinnan laskusta ja nostamisesta automaattisesti. Länsisulun saa a v ata v ain

kun v esi on ylhäällä ja itäsulun v ain kun v esi on alhaalla. V että saa nostaa ja
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lask ea v ain, kun sulkup ortit o v at kiinni. Automaatti saa v alv on ta järjestelmäl-

tä seuraa via sy ötetieto ja:

VL = v esi lask ettu

VN = v esi nostettu

LL = laiv a lännestä

LI = laiv a idästä

SK = sulut kiinni

LS = laiv a suluissa

V oit olettaa, että laiv o jen v älillä automaatti o dottaa toinen sulku auki, kunnes

saa tiedon uuden laiv an saapumisesta.

(Huom! Automaatilla ei siis ole erit yisiä alku- ja lopputilo ja.)

5. Laadi äärellinen automaatti, jok a kuv aa k ahden k erroksen v äliä kulk ev an hissin

toimin taa. Hissi v oi olla jok o ylhäällä tai alhaalla. Kummastakin k erroksessa

on yksink ertainen �tänne�-nappi ja hissin sisällä �ylös�- ja �alas�-napit. Hississä

on lisäksi o vi, jonk a v oi a v ata tai sulk ea; hissi liikkuu v ain o v en ollessa kiinni.

(Automaatilla ei tarvitse olla erit yisiä lopputilo ja.)

Sy öte: napin painallukset, o v en a v aus ja sulk eminen. Tilat: ylhäällä/alhaalla ;

o vi auki/kiinni. Merkitään Y = ylhäällä, A = alhaalla, a = o vi auki, k = o vi

kiinni.

6. Muo dosta seuraa v aa determinististä äärellistä automaattia v astaa v a minimi-

automaatti:

A

B

C

a

b

a

b

b

a
b

D

E

a

a

b

7. Muo dosta seuraa v aa determinististä äärellistä automaattia v astaa v a minimi-

automaatti:
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1

6 5

4

2 3

  a

b

a

a

a

b

b

bb

a

b

a

8. T ark astele luen tomateriaalista lö yt yv ää sarjakuv aa epädeterministisestä auto-

maatista toh torin v astaanotolla. Mistä v äliv aiheista op eraatio k o ostuu? Me-

neek ö k aikki niin kuin pitääkin?

9. Keksi ainakin yksi arkielämän ilmiö, jota v oit parhaiten kuv ata epädetermi-

nistisellä automaatilla! Piirrä automaattisi siirt ymäk aa vio. Osaatk o determi-

nisoida sen?

10. Laadi epädeterministinen äärellinen automaatti, jok a testaa, sisältääk ö aak-

k oston f a; bg merkkijonoa �ab aa� ja determinisoi se.

11. Muunna seuraa v a automaatti deterministiseksi!

5

42

3

1

a

a

b

a

a

b

12. Muo dosta epädeterministinen äärellinen automaatti, jok a h yv äksyy seuraa v an

kielen. Y ritä h y ö dyn tää epädeterminismiä niin paljon kuin mahdollista!

a) Aakk oston f 0; 1; :::; 9g ne merkkijonot, joiden viimeinen merkki on esiin t y-

n yt aiemmin.

b) Aakk oston f 0; 1; :::; 9g ne merkkijonot, joiden viimeinen merkki ei ole esiin-

t yn yt aiemmin.

c) Aakk oston f 0; 1g ne merkkijonot, joissa on k aksi 0:aa, joiden v älissä on

neljällä jaollinen määrä ykk ösiä. Huom! My ös 0 on neljällä jaollinen.
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13. UNIX:in egrep-k omennolla (extended grep) v oi etsiä tekstistä hahmo ja, jotk a

on määritelt y säännöllisinä lausekk eina. egrepin p erussyn taksi on seuraa v a:

egrep <lauseke> <tiedosto> , missä lausek e v oi olla

(a) hak asuluissa lista merkk ejä, esim. [abcd]: mik ä tahansa merk eistä a; b; c; d

(b) (lauseke)( lauseke) : k ahden lausekk een k atenaatio

(c) (lauseke1)j(lauseke2): jok o lausek e1 tai lausek e2

(d) (lauseke)� : lausek e toistuu 0 k ertaa tai useampia k erto ja (sulk euma)

(e) nb: t yhjä merkki sanan reunassa nB : t yhjä merkki sanan k esk ellä

Huom! Lausek e k annattaa laittaa hipsuihin ('lausek e'). Lisää tietoa k omen-

nolla man egrep .

T estaa egrep-k omen toa tiedostolla

http://www.cs.joensuu.fi/p ages /wha mala i/te pe04 /esi m.c !

Millaisia hahmo ja lö ydät seuraa v alla k omennolla?

egrep '(uu)|(sata)|(issa)|(oita)|( alla )' esim.c

Keksitk ö yksink ertaisempaa k omen toa, jok a tulostaisi täsmälleen runon rivit?

14. Millaisella egrep-k omennolla lö ydät seuraa v at rivit:

a) Rivit, joilla on n umeroita

b) Rivit, joilla esiin t yy sana while tai for
c) Rivit, joilla esiin t yy n umero 10

d) Rivit, joilla esiin t yy k ok onaislukuja. (Huom! K omen tosi ei siis saa h yv äksy ä

desimaalilukuja.)

15. Laadi egrep-k omen to, jolla lö ydät h tml-tiedostosta sähk öp osti- ja k atuosoit-

teet sek ä puhelinn umerot. Kä ytä datana Kissastanian Logiikk ak oulun sivuja

( http://cs.joensuu.fi/pages /wha mala i/te pe04 /kis sast ania /kis sast ania .htm )!

16. T ark astellaan seuraa via aakk oston � = f a; bg kieliä. Anna kustakin kielestä

k aksi merkkijonoa, jotk a kuuluv at kieleen, ja k aksi, jotk a eiv ät kuulu kieleen!

a) a� b�

b) a(ba)� b

c) a� [ b�

d) (aaa)�

e) (� [ a)b
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f ) � � a� � a� � a� �

17. Mitä merkkijono ja kuuluu seuraa v aan lausekk een kuv aamaan kieleen?

(c [ h [ m [ r )at((c [ t)a [ (s [ t)o)ught(m [ l [ tw [ r )ice

18. Mitä merkkijono ja kuuluu kieleen L(; � ) ? En tä L(� � ) ?

19. Etsi lyhin merkkijono, jok a kuuluu seuraa v an lausekk een kuv aamaan kieleen!

a) a� (b[ abb)b� b

b) a� b� b(a [ (ab)� )� b�

c) (a [ ab)(a� [ ab)� b

20. Muo dosta seuraa via kieliä v astaa v at säännölliset lausekk eet:

a) f w 2 f a; bg� jw :n k olmanneksi viimeinen merkki on ag

b) f w 2 f a; bg� jw sisältää jok o merkkijonon ab tai bag

*c) f w 2 f a; bg� jw ei sisällä merkkijonoa babg. (Vihje: Kuv a 4.15.)

21. Muo dosta seuraa via kieliä v astaa v at säännölliset lausekk eet:

a) f w 2 f a; bg� jw sisältää parillisen määrän merkkiä ag

b) f w 2 f a; bg� jw :n pituus on pariton g

c) f w 2 f a; bg� jw :n sisältämien b-merkkien lukumäärä on k olmella jaollinen g

22. Esitä yksik ertaisemmassa m uo dossa seuraa v at lausekk eet! (s.e. ne yhä gene-

roiv at saman kielen!)

a) (0 [ 1 [ 01[ 11)�

b) (0� [ 10� )�

c) 1� (011� )� [ 1� (011� )� 0

23. P oista � -siirt ymät P eikk o jen Pipark akkuautomaatista ja determinisoi se!

( http://cs.joensuu.fi/pages /wha mala i/te pe04 /red hood .pdf )

24. Millaisen kielen P eikk o jen Pipark akkuautomaatti (Kuv a 4.5.1) h yv äksyy? Esi-

tä kieli säännöllisenä lausekk eena!

25. Muo dosta seuraa via äärellisiä automaatteja v astaa v at säännölliset lausekk eet:

100 LUKU 4. SÄÄNNÖLLISET KIELET JA ÄÄRELLISET A UTOMAA TIT

(a)

(b)

a b

b
b

a

a

b

a

a

a b

b

26. Muo dosta seuraa via säännöllisiä lausekk eita v astaa v at deterministiset äärelli-

set automaatit!

a) (ab)� (ba)� S
aa�

b) ((ab
S

abb)� a� )� )

27. Säännöllisen kielen generoin ti: �Runoautomaatti�

T oteuta ohjelma, jok a tuottaa säännöllistä lausek etta

( A TTR )�

SUBJ PRED ( A TTR a)�

OBJ ( A TTRIB [ � )

v astaa via riv ejä. Kielet A TTR, SUBJ, OBJ, PRED ja A TTRIB k o ostuv at

esim. seuraa vista sanoista:

A TTR = f paksu, m usta g

SUBJ= f kissa, kuu, k ala g

OBJ= f kissaa, kuuta, k alaa g

PRED= f paistaa, k atselee, ui g

A TTRIB= f taiv aalla, järv essä g

Ohjelmasi v oi siis tuottaa esimerkiksi seuraa v anlaisia �runonsäk eitä�:

Musta kissa sy ö paksua k alaa järv essä

Kuu k atselee taiv aalla

Huom! Määrittele, ettei ob jekti v oi seurata k aikkia predik aatteja (esim. v erbi

�uida�).

Tä ydennä esimerkkiä mielestäsi (runo on) sopivilla sanoilla! Lisää h uudahdus-

lauseet
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�Mik ä (A TTR) (SUBJ)!�

sek ä kysym ykset

�Oletk o (A TTR) (SUBJ)?�

28. Olk o on � = f a; b; :::;g. Muo dosta deterministinen äärellinen automaatti, jok a

tunnistaa kielen L = f w 2 � � j w sisältää merkkijonon kissa

m utta ei sisällä merkkijonoa koirag. (Vihje: h y ö dynnä sulk eumaominaisuuk-

sia!)

29. Osoita, että säännöllisten kielten luokk a on suljettu leikk auksen ja k atenaation

suh teen! T s. jos L1 ja L2 o v at säännöllisiä kieliä, niin m y ös L1
T

L2 ja L1L2

o v at säännöllisiä. (Vihje: automaatit.)

30. Edellä ha v aitsimme, ettei kielen säännöllisyydestä seuraa, että se olisi k ahden

säännöllisen kielen yhdiste. P ätev ätk ö m uut sulk eumaominaisuudet toiseen

suun taan? P erustele!

31. Onk o k ahden säännöllisen kielen erotus L1 n L2 säännöllinen? P erustele h uo-

lella!

32. Ov atk o seuraa v at kielet säännöllisiä? P erustele!

(a) f wjw on a:sta ja b:stä k o ostuv a merkkijono, jonk a pituus on 3 g

(b) f wwjw 2 f a; bg� g

(c) f w� jw :ssä yh tä mon ta 1:ä ja 0:aa g

(d) f wjw :ssä k aksi k ertaa niin mon ta 0:aa kuin 1:ä g

33. Mitä tapah tuu, jos yrität to distaa Pumppauslemmalla epäsäännölliseksi kie-

len, jok a onkin oik easti säännöllinen? T ark astele esimerkiksi kieliä ; , f aa; bbg,

f ab� a� bg.

34. Mitä vik aa on seuraa vissa Pumppauslemmato distuksissa?

a) Olk o on L = f (aa) i (bb) j ji; j � 0g.

Väite: L on epäsäännöllinen.

T o distus: Olk o on x = ( aa)n (bb)k = a2nb2n

, jxj = 4n . Nyt x v oidaan jak aa

osiin uvw v ain yhdellä ta v alla: u = ai

, v = aj

, j � 1, w = a2n� i � j b2n

. Nyt

uv0w = a2n� j b2n =2 L , joten L on epäsäännöllinen.
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b) Olk o on L = f cr akbk jr � 1; k � 0g [ f akbl jk; l � 0g.

Väite: L on säännöllinen.

T o distus: L = L1 [ L2 , missä L1 = f cr akbk jr � 1; k � 0g ja L2 = f akbl jk; l �
0g. Jok aiselle x 2 L pätee x 2 L1 tai x 2 L2. T utkitaan erikseen kumpaakin

tapausta:

1) Jos x 2 L1 , v alitaan x = cnakbk

. jxj = n + 2k > n . x v oidaan jak aa osiin

uvw v ain yhdellä ta v alla:

u = ci

, v = cj

, j � 1, w = cn� i � j akbk

. Nyt uvkw 2 L k aikilla k = 0; 1; 2; :::, eli

v oimme aina pumpata x :ää.

2) Jos x 2 L2 , v alitaan x = anbl

, jxj = n+ l . x v oidaan jak aa osiin v ain yhdellä

ta v alla: u = ai

, v = aj

, j � 1, w = an� i � j bl

. uvkw 2 L k aikilla k = 0; 1; 2; :::.

) L on säännöllinen.

35. Tiedetään, että yleisessä tapauksessa ongelma REG(L) (ts. onk o annettu kieli

L säännöllinen v ai ei) on ratk eamaton. Mistä tämä joh tuu? V oisitk o silti laatia

ohjelman, jok a auttaisi ihmistä osoittamaan Pumppauslemmalla, että kieli on

epäsäännöllinen?

36. V ah v empi Pumppauslemman v ariaatio an taa sek ä riittä v ät että v älttämättö-

mät ehdot kielen säännöllisyydelle:

Pumppauslemma 2: Kieli A 2 � �

on säännöllinen, jos ja v ain jos on ole-

massa v akio n � 1 s.e. k aikilla x 2 � �

, jos jxj � n on olemassa u; v; w s.e.

x = uvw ja jvj � 1 ja k aikilla i � 0 ja k aikilla y 2 � � xy 2 A jos ja v ain jos

uvi wy 2 A .

V oik o tämän p ohjalta laatia ohjelman, jok a ratk aisee mink ä tahansa kielen A
osalta, onk o A säännnöllinen v ai ei?

37. Osoita pumppauslemmalla, että seuraa v at kielet eiv ät ole säännöllisiä:

(a) f anbnck jn; k = 0; 1; :::g

(b) f anbkck jn; k = 0; 1; :::g

(c) f anbnam bm jn; m = 0; 1; :::g

38. *Osoita, että kieli f anbm jn 6= mg ei ole säännöllinen! (Vihje: sulk eumaominai-

suudet.)

39. Merkitään wR

:llä merkkijonoa w tak ap erin kirjoitettuna (so. jos w = a1a2 : : : an ,

niin wR = an : : : a2a1 ). Merkkijono on palindromi, jos w = wR

(esimerkiksi

"isorik assik akissakirosi"). T ark astellaan aakk oston f a; bg palindromien m uo-

dostamaa kieltä Lpal = f wwR jw 2 f a; bg� g

Osoita Pumppauslemmalla, että palindromikieli Lpal on epäsäännöllinen!
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40. Laadi ohjelma, jok a m uuttaa yksink ertaisen HTML-tiedoston v astaa v aksi latex-

tiedostoksi. HTML-tiedostoa <html><body> teksti </body></html> v astaa

latex-tiedosto ndocumentclass[a4paper,12pt ]{ar ticl e} nbegin{document}

teksti nend{document} . T eksti sisältää ta v allisen tekstin lisäksi v ain otsik-

k omäärittelyjä. Otsikk omäärittelyjä <h1>otsikko</h1> , <h2>otsikko</h2> ,

<h3>otsikko</h3> v astaa v at latexissa nsection{otsikko} , nsubsection{otsikko}

ja nsubsubsection{otsikko} .

Riittääk ö äärelliseen automaattiin p erustuv a so v ellus m y ös HTML-tiedoston

oik eellisuuden tarkistamiseen?

41. Keksi k onkreettisia esimerkk ejä säännöllisistä kielistä, kuten esimerkiksi k ok onaisluku-

ja liukulukukieli!

42. Mihin k ä ytännön so v elluksiin sinä v oisit k ä yttää äärellisiä automaatteja tai

säännöllisiä lausekk eita? Mainitse ainakin k olme so v ellusta!

43. Mitä osaat sanoa säännöllisten kielten luokk aan kuuluvien ongelmien aik a-

v aativuudesta? En tä tila v aativuudesta? (Vihje: Mieti äärellisen automaatin

p ohjalta laadittua ohjelmaa.) Onk o mitään eroa, onk o v astaa v a automaatti

deterministinen v ai epädeterministinen?
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Luku 5

K on tekstittomat kielet ja

pinoautomaatit

Tässä luvussa tutustumme astetta v ah v empaan kieliluokk aan, kontekstittomiin kie-

liin . Esimerkiksi tasapainoisten sulkulausekk eiden m uo dostama kieli

L

matc h

= f (k)k j k � 0g ja

if�else-parien m uo dostama kieli

L if � else = f if

k

else

l jl � kg

Kuuluv at k on tekstittomiin kieliin.
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K on tekstittomat kielet v oidaan kuv ata kontekstittomil la kieliop eil la ( c ontext-fr e e

gr ammar ) ja tunnistaa pino automaateil la ( pushdown automaton ). Pinoautomaatti

v astaa pinolla v arustettua äärellistä automaattia. Äärellisestä automaatista p oik e-

ten se on kuitenkin yleisessä tapauksessa epädeterministinen, eik ä k aikkia k on teks-

tittomia kieliä v oida tunnistaa deterministisillä pinoautomaateilla.

5.1 K on tekstittomat kieliopit ja kielet

Esimerkki 5.1 Sulkulausekekielel le voidaan antaa ysinkertainen r ekursiivinen ku-

vaus: Merk. S = �mielivaltainen tasap ainoinen sulkumerkkijono�. Täl löin S on ta-

sap ainoinen sulkumerkkijono, jos

(i) S = � tai

(ii) S on muoto a (S0) , missä S0
on tasap ainoinen sulkumerkkijono.

T oinen kuvaustap a: seur aavat m uunnossäännöt tuotta v at täsmäl le en kielen L

match

merkkijonot symb olista S:

(i) S ! � ,

(ii) S ! (S)

Esim. merkkijonon ((())) tuottaminen:

S ) (S) ) ((S)) ) ((( S))) ) ((( � ))) = ((()))

K on tekstiton kielioppi on m uunnossysteemi, jossa kuv atta v at merkkijonot tuotetaan

k orv aamalla erit yisiä m uuttuja- tai välikesymb oleita annettujen sään tö jen m uk aan

yksi k errallaan, sym b olia ympäröiv än merkkijonon rak en teesta riippumatta.

Merkinnällä

A ! ! 1 j ! 2 j : : : j ! k

lyhennetään sään tö joukk oa

A ! ! 1; A ! ! 2; : : : A ! ! k

Esimerkki 5.2 Yksinkertainen kielioppi tietyil le aritme ettisil le lausekkeil le:

E ! T j E + T
T ! F j T � F
F ! a j (E):
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Esim. lausekke en (a + a) � a tuottaminen:

E ) T ) T � F ) F � F
) (E) � F ) (E + T) � F ) (T + T) � F
) (F + T) � F ) (a + T) � F ) (a + F ) � F
) (a + a) � F ) (a + a) � a

5.1.1 Määritelmä

Määritelmä 5.1 K on tekstiton kielioppi (engl. c ontext-fr e e gr ammar) on

nelikko

G = ( V;� ; P; S);

missä

� V on kieliopin aakkosto;

� � � V on kieliopin päätemerkkien joukko; sen komplementti N =
V n � on kieliopin v älik emerkkien t. -sym b olien joukko;

� P � N � V �

on kieliopin sään tö jen t. pro duktioiden joukko;

� S 2 N on kieliopin läh tösym b oli

Huom! Sään töä (A; ! ) 2 P merkitään A ! ! .

Seuraa v at termit k annattaa op etella h uolella, sillä niitä tarvitaan m y öhemmin jä-

senn yksen yh teydessä.

� Merkkijono 
 2 V �

tuottaa t. johtaa suor aan merkkijonon 
 0 2 V �

kieliopissa

G, merk.


 )
G


 0

jos v oidaan kirjoittaa 
 = �A� , 
 0 = �!� ( �; �; ! 2 V �

, A 2 N ), ja kieliopissa

G on pro duktio A ! ! . Esimerkiksi edellisessä aritmeettisten lausekk eiden

kieliopissa T � F )
G

F � F tai T � F )
G

T � a.

� Merkkijono 
 2 V �

tuottaa t. johtaa merkkijonon 
 0 2 V �

kieliopissa G, merk.


 )
G

� 
 0
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jos on olemassa jono V :n merkkijono ja 
 0; 
 1; : : : ; 
 n ( n � 0), siten että


 = 
 0 )
G


 1 )
G

: : : )
G


 n = 
 0:

Esimerkiksi T � F )
G

� (E) � a, sillä T � F )
G

F � F )
G

(E) � F )
G

(E) � a.

� Erik oistapaus: n = 0 , 
 )
G

� 
 millä tahansa 
 2 V �
. Esimerkiksi T � F )

G

� T � F .

� Merkkijono 
 2 V �

on kieliopin G lausejohdos , jos on S)
G

� 
 . Esimerkiksi

(E) � a ja (a + a) � a (lausejohdoksessa saa siis esiin t y ä sek ä v älikk eitä että

päätemerkk ejä).

� G:n lause on p elk ästään päätemerk eistä k o ostuv a G:n lausejohdos x 2 � �

.

Esimerkiksi (a + a) � a.

� Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli k o ostuu G:n lauseista:

L(G) = f x 2 � � j S)
G

� xg

Määritelmä 5.2 F ormaali kieli L � � �

on k on tekstiton , jos se voidaan

tuottaa jol lakin kontekstittomal la kieliopil la.

5.1.2 Esimerkk ejä

Esimerkki 5.3 T asap ainoisten sulkujonojen muo dostaman kielen L

match

= f (k)k j k �
0g tuottaa kielioppi

G

match

= ( f S;(; )g; f (; )g; f S ! �; S ! (S)g; S)

Esimerkki 5.4 Kielen f ai bkck ji; k = 0; 1; :::g voi tuottaa kieliopil la

G = ( V;� ; P; S) , missä

V = f S; A; B; a; b; cg
� = f a; b; cg
P = f S ! AB; A ! aA; A ! �; B ! bBc; B ! � g.
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Edellisen esimerkin rak en teet toistuv at usein k on tekstittomissa kieliopissa: Säännöt

A ! aAj� tuottaa nolla tai useampia a-kirjaimia. Se v astaa siis sulk eumaa a�

.

Säännöt B ! bBcj� tuotta v at yh tä mon ta b- ja c-kirjain ta. V astaa v asti B ! bbBcj�

tuottaa k aksi k ertaa niin paljon b-kirjaimia kuin c-kirjaimia. T oisin sano en se kuv aa

kielen f b2kck jk = 0; 1; :::g.

Esimerkki 5.5 A iemmin esitel lyn yksinkertaisten aritme ettisten lausekkeiden muo-

dostaman kielen L

expr

tuottaa kielioppi

G

expr

= ( V;� ; P; E);

missä

V = f E; T; F; a; + ; � ; (; )g;

� = f a;+ ; � ; (; )g;

P = f E ! T; E ! E + T; T ! F; T ! T � F;

F ! a; F ! (E)g:

Kieliopissa voidaan johtaa esim. seur aavat lausejohdokset:

E )
G

E + T )
G

T + T )
G

T � F + T )
G

F � F + T )
G

a� F + T )
G

a� (E)+ T )
G

a� (T)+

T )
G

a� (F )+ T )
G

a� (a)+ T )
G

a� (a)+ F )
G

a� (a)+ a. L opputulos a� a+ a on kieliopin

lause. Kieliopin tuottamaan kiele en kuuluvat kaikki a:n summa- ja tulolausekke et,

joissa voi lisäksi esiintyä sulkuja.

T oinen kielioppi kielen L

expr

tuottamise en on

G0

expr

= ( V;� ; P; E);

missä

V = f E; a; + ; � ; (; )g;

� = f a;+ ; � ; (; )g;

P = f E ! E + E; E ! E � E; E ! a; E ! (E)g

Esimerkki 5.6 ( � Orp onen teht.44) T arkastel laan suomen kielen virkettä, joka

ko ostuu yksinkertaisesta p äälause esta sekä nol lasta tai use ammasta sisäkkäisestä r e-

latiivilause esta:

L rel = f subj( joka pred attr obj )� pred attr objg
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Täl laisia virkkeitä voidaan tuottaa esim. seur aavil la kontekstittoman kieliopin Grel

säännöil lä:

(Käytetään yksinkertaisuuden vuoksi välikesymb oleina merkkijonoja VIRKE, SL,

jne.)

VIRKE ! SUBJ SL PRED A TTR OBJ

SL ! joka PRED A TTR OBJ SL | �

SUBJ ! p oika | tyttö | jänis | susi | p eikko

PRED ! p elkäsi | metsästi

A TTR ! suurta | pientä | vihaista | hirmuista | arkaa

OBJ ! p oikaa | tyttö ä | jänistä | sutta | p eikko a

Kiele en kuuluvat mm. seur aavat virkke et:

VIRKE

)
G

�

p oika joka metsästi sutta joka p elkäsi p eikko a joka p elkäsi suurta tyttö ä

p elkäsi hirmuista jänistä

VIRKE

)
G

�

tyttö joka metsästi arkaa p oikaa p elkäsi vihaista jänistä

5.1.3 Vinkk ejä kieliopin laatimiseen

Ongelma: Annettu k on tekstiton kieli L , laadi sen tuotta v a k on tekstiton kielioppi G.

Mieti ensin, millaisen kielen määrittely kuv aa!

Y ritä esittää L useamman yksink ertaisemman kielen yhdisteenä, tulona tai sulk eu-

mana! Esim. L = L1 [ L2 [ L3 , L = L1L2 tai L = ( L1 [ L2)�

.

Laadi osakielille L1; L2; ::: kieliopit. Olk o on niiden alkusym b olit S1 , S2 ja S3 . Laadi

sitten L :n kielioppi seuraa v asti:

Kieli Säännöt

L = L1 [ L2 [ L3 S ! S1jS2jS3

L = L1L2 S ! S1S2

L = ( L1)� S ! S1Sj�
L = ( L1 [ L2)� S ! SAj� , A ! S1jS2
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5.1.4 V akiin tuneita merkin tätap o ja

� Välik esym b oleita: A; B; C; : : : ; S; T

� P äätemerkk ejä: kirjaimet a; b; c; : : : ; s; t;

n umerot 0; 1; : : : ; 9;

erik oismerkit; liha v oidut tai alleviiv atut v aratut sanat ( if , for , end , . . . )

� Mieliv altaisia merkk ejä (kun v älikk eitä ja päätteitä ei erotella): X; Y; Z

� P äätemerkkijono ja: u; v; w; x; y; z

� Sek amerkkijono ja: �; �; 
; : : : ; !

� Kielioppi esitetään usein p elkk änä sään tö joukk ona:

A1 ! ! 11 j : : : j ! 1k1

A2 ! ! 21 j : : : j ! 2k2

.
.

.

Am ! ! m1 j : : : j ! mk m

� Tällöin päätellään v älik esym b olit edellisten merkin täsopim usten m uk aan tai

siitä, että ne esiin t yv ät sään tö jen v asempina puolina; m uut esiin t yv ät merkit

o v at päätemerkk ejä

� L ähtösymb oli on tällöin ensimmäisen säännön vasemp ana puolena esiin t yv ä

v älik e; tässä siis A1

5.2 Säännölliset kielet ja k on tekstittomat kieliopit

Edellä ha v aitsimme, että k on tekstittomilla kielillä v oidaan kuv ata joitakin (m ut-

ta ei k aikkia!) epäsäännöllisiä kieliä, kuten L

matc h

ja L

expr

. Seuraa v aksi osoitamme,

että k aikki säännölliset kielet v oidaan kuv ata yksink ertaisilla k on tekstittomilla kie-

liop eilla, ns. line aarisil la kieliop eil la . K on tekstittomat kielet o v at siis säännöllisten

kielten aito yliluokk a.
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kielet

kontekstittomat kielet

tyyppi 2

tyyppi 3

äärelliset

tunnistus:
pinoautomaatti

säännölliset kielet

tunnistus:
äärellinen automaatti

(rajall. muisti)

5.2.1 Oik ealle ja v asemmalle lineaariset kieliopit

Lineaariset kieliopit on tapana jak aa oik ealle ja v asemmalle lineaarisiin kieliopp ei-

hin:

Määritelmä 5.3 Kontekstiton kielioppi on oik ealle lineaarinen , jos sen

kaikki pr o duktiot ovat muoto a A ! � tai A ! aB , ja v asemmalle line-

aarinen , jos sen kaikki pr o duktiot ovat muoto a A ! � tai A ! Ba .

Osoittautuu, että sek ä v asemmalle että oik ealle lineaarisilla kieliop eilla v oidaan tuot-

taa täsmälleen säännölliset kielet. Siksi lineaarisia kieliopp eja nimitetään m y ös yh-

teisesti säännöl lisiksi kieliop eiksi.

Yksink ertaisuuden vuoksi tark astelemme v ain oik ealle lineaarisia kieliopp eja, jotk a

on helpp o m uun taa äärellisiksi automaateiksi ja päin v astoin. Muunnoksen idea on

esitett y seuraa v assa tauluk ossa.
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Äärellinen automaatti Lin. kielioppi

tila q v älik esym b oli Aq

läh tötila q0 S = Aq0

siirt ymä q a! q0

sään tö Aq ! aAq0

lopputila q 2 F sään tö Aq ! �

5.2.2 Äärellisestä automaatista lineaarinen kielioppi

Lause 5.1 Jokainen säännöl linen kieli voidaan tuottaa oike al le line aarisel-

la kieliopil la.

T o distus: Olk o on L aakk oston � säännöllinen kieli, ja olk o on M = ( Q; � ; �; q0; F )

sen tunnista v a (deterministinen tai epädeterministinen) äärellinen automaatti. Muo-

dostetaan kielioppi GM , jolla on L(GM ) = L(M ) = L .

� GM :n pääteaakk osto = M :n sy öteaakk osto �

� GM :n v älik eaakk osto on otetaan yksi v älik e Aq kutakin M :n tilaa q k ohden.

� GM :n läh tösym b oli on Aq0

� GM :n pro duktiot v astaa v at M :n siirt ymiä:

(i) kutakin M :n lopputilaa q 2 F k ohden kielioppiin otetaan pro duktio Aq !
� ;

(ii) kutakin M :n siirt ymää q a! q0

(so. q0 2 � (q; a) ) k ohden kielioppiin otetaan

pro duktio Aq ! aAq0

T ark astetaan k onstruktion oik eellisuus: Merkitään Aq :sta tuotetta vien päätejono jen

joukk oa

L(Aq) = f x 2 � � j Aq )
GM

� xg:

Induktiolla merkkijonon x pituuden suh teen v oidaan osoittaa, että k aikilla q on

x 2 L(Aq) , (q; x)`
M

� (qf ; � ) jollakin qf 2 F:

Erit yisesti on siis L(GM ) = L(Aq0 ) = f x 2 � � j (q0; x)`
M

� (qf ; � ) jollakin qf 2 F g =

L(M ) = L: 2
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Esimerkki 5.7 Kuvassa on yksinkertainen äär el linen automaatti, joka hyväksyy

kielen L = f w 2 f a; bg� jw :ssä on vähintään yksi bg.

a; b

b

21

b

A utomaattia vastaava kielioppi on:

A1 ! aA1 j bA1 j bA2

A2 ! � j bA2

5.2.3 Lineaarisesta kieliopista äärellinen automaatti

Lause 5.2 Jokainen oike al le line aarisel la kieliopil la tuotettava kieli on

säännöl linen.

T o distus: Olk o on G = ( V;� ; P; S) oik ealle lineaarinen kielioppi. Muo dostetaan kie-

len L(G) tunnista v a epädeterministinen äärellinen automaatti MG = ( Q; � ; �; qS; F )

seuraa v asti:

� MG :n tilat v astaa v at G:n v älikk eitä:

Q = f qA j A 2 V � � g

� MG :n alkutila on läh tösym b olia S v astaa v a tila qS

� MG :n sy öteaakk osto on G:n pääteaakk osto �

� MG :n siirt ymäfunktio � jäljittelee G:n pro duktioita siten, että kutakin pro duk-

tiota A ! aB k ohden automaatissa on siirt ymä qA
a! qB (so. qB 2 � (qA ; a) )

MG :n lopputilo ja o v at ne tilat, joita v astaa viin v älikk eisiin liitt yy G:ssä � -

pro duktio:

F = f qA 2 Q j A ! � 2 Pg

K onstruktion oik eellisuus v oidaan jälleen tark astaa induktiolla G:n tuottamien ja

MG :n h yv äksymien merkkijono jen pituuden suh teen. 2
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Esimerkki 5.8 Olko on d lyhenne lukumerkil le {0,1,...,9}. T arkastel laan seur aavaa

oike al le line aarista kielioppia:

S ! + Aj � AjdB
A ! dB
B ! dBj�

A utomaattiin tule e kolme tilaa: qS; qA ja qB . L ähtösymb olia S vastaa alkutila qS ja

säännöstä B ! � tie dämme, että qB on lopputila. Muita sääntöjä vastaavat tilasiir-

tymät

qS
+! qA

qS
�! qA

qS
d! qB

qA
d! qB

qB
d! qB

T uloksena saadaan tuttu automaatti, joka tunnistaa etumerkil liset kokonaisluvut.

q0 q1 q2
+, -

d

d

d

Esimerkk ejä

Ohessa esimerkk ejä säännöllisistä lausekk eista ja v astaa vista k on tekstittomista kie-

liop eista. Huom! Kannattaa piirtää v astaa v at äärelliset automaatit!

1. Lausek e: a�

Kielioppi: S ! aSj�

2. Lausek e: a+ = aa�

Kielioppi: S ! aSja

3. Lausek e: (aa)�

Kielioppi: S ! aSaj� tai S ! aaSj�

(merkkijono k o ostuu v ain parillisesta määrästä a:ta)
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4. Lausek e: (b� ab� ab� )�

Kielioppi:

S ! BaBaBS j�
B ! bBj�

(merkkijono sisältää parillisen määrän a:ta, lisäksi saa olla b:tä missä tahansa)

5. Lausek e: (0
S

1
S

:::
S

9)(0
S

1
S

:::
S

9)�

Kielioppi:

S ! DN
N ! DN j�
D ! 0j1j:::j9

(v ähin tään yhdestä lukumerkistä k o ostuv a n umero)

5.3 *Ekskursio: Kasvikieliopit eli Lindenma y er-järjestelmät

Esimerkki 5.9 Olko on symb olit � = f SIEMEN; SIRKKALEHDET; LEHDET;
V ARSI; NUP P U; P UNKUKKA; SINKUKKA g. Kukkaketo voidaan nyt esittää

� �

:n merkkijonona. Kukin kasvi kehittyy seur aavien sääntöjen mukaan:

SIEMEN ! SIRKKALEHDET

SIRKKALEHDET ! LEHDET | V ARSI

LEHDET ! V ARSI

V ARSI ! NUPPU | LEHDET

NUPPU ! PUNKUKKA | SINKUKKA

PUNKUKKA ! SIEMEN | SIEMEN SIEMEN | �
SINKUKKA ! SIEMEN | SIEMEN SIEMEN | �

missä � kuvaa kasvin kuolemaa (se kato aa kylvämättä e des siemeniä).

Kyse essä on k on tekstiton kielioppi , sil lä säännön seur aus määr äytyy aino astaan

e deltävän symb olin p eruste el la (jos useita vaihto ehtoisia seur auksia, niin valitaan

jokin niistä).

Esimerkki 5.10 L aajennetaan symb olijoukko a: � 2 = �
S

f P AIV A; Y Og ja mää-

ritel lään uudet säännöt:

SIEMEN YO ! SIRKKALEHDET YO

SIRKKALEHDET P AIV A ! LEHDET P AIV A| V ARSI P AIV A

LEHDET P AIV A ! V ARSI P AIV A
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V ARSI P AIV A ! NUPPU P AIV A| LEHDET P AIV A

NUPPU YO ! PUNKUKKA YO| SINKUKKA YO

PUNKUKKA ! SIEMEN | SIEMEN SIEMEN | �

SINKUKKA ! SIEMEN | SIEMEN SIEMEN | �

P AIV A ! YO

YO ! P AIV A

Nyt kukat kasvavat vain p äivisin, mutta siemenet itävät ja kukat auke avat vain öisin.

Tämä kielioppi on k on tekstillinen , sil lä myös symb olin konteksti (ymp äristötekijät)

vaikuttavat säännön seur aukse en.

Ns. k asvikieliopit eli Lindenmayer-järjestelmät ( Lindenmayer systems, L-systems )

o v at yksink ertaistettuja abstrakteja kieliopp eja, joilla v oidaan kuv ata k asvien ja

elollisten organismien k asvua ja k ehit ystä. Järjestelmät on nimett y b otanisti Astrid

Lindenma y erin m uk aan, jok a k ehitti matemaattisen mallin k asvien k asvun kuv aa-

miseen. Sittemmin L-järjestelmiä k ä ytett y k einotek oisten organismien luomiseen ja

k aikk een mahdolliseen!

L-järjestelmä tuottaa v ain kieliopin m uk aisen merkkijonon, jok a sitten v oidaan tul-

kita graa�sena kuv ana. Kuv at m uistutta v at fraktaaleja, joissa sama rak enne toistuu

uudestaan ja uudestaan tark astelipa kuv aa millä resoluutiolla tahansa. L-järjestelmän

ei kuitenk aan tarvitse toistaa itseään, v aan säännöillä v oidaan kuv ata h yvinkin epä-

symmetrisiä rak en teita.

L-järjestelmien p erusidea on seuraa v a: jok aisella aik a-ask elella merkkijonon sym b oli

la v ennetaan naapurisym b olien ja eh toihin sopiv an säännön p erusteella (v oi p ysy ä

ennallaankin).

L-järjestelmät leikk aa v at Chomskyn hierarkian k aikkia luokkia:

� v oiv at noudattaa säännöllisen kielen sään tö jä, ts. o v at m uotoa A ! aB tai

A ! Ba (m uunnoksen tuloksena yksi päätesym b oli ja yksi v älik esym b oli) tai

A ! � (�solun kuolema�, sym b oli k atoaa) tai

� k on tekstiton ta kielioppia, ts. säännöt m uotoa A ! V �

(ts. m uunnetaan v ain

yh tä sym b olia k errallaan, riippumatta sen naapureista, m uunnoksen tuloksena

v oi tulla mitä tahansa v älik e- ja päätesym b oleja, m y ös � ) tai

� k on tekstillista kielioppia, ts. säännöt m uotoa �A� ! �!� (ts. m uunnos v ain

tiet yssä �k on tekstissa�, kun naapureina � ja � )
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� ra joittamaton ta kielioppia, ts. säännöt m uotoa ! ! ! 0

(ts. mik ä tahansa

merkkijono v oi m uun tua miksi tahansa merkkijonoksi, merkkijonot v oiv at si-

sältää niin pääte- kuin v älik esym b oleja)

Esimerkki 5.11 Er ään levämuo don kasvun mal linnus: A lkuvaihe essa voi ol la kah-

denlaisia soluja, merk. A ja B (�aksio omat�). Solujen jakautumista kuvaavat sään-

nöt: A ! AB
B ! A

Järjestelmä kehittyy esim. seur aavasti: AB ) ABA ) ABAAB ) ABAABABA

(3 aika-askelta). Gr a�ikkaesityksessä A -solut voidaan kuvata esimerkiksi sinisinä

p al loina ja B -solut punaisina.

Esimerkki 5.12 L-kieliopissa voidaan myös antaa ohjeita gr aa�sesta esityksestä:

A ! C[B ]D
B ! A
C ! C
D ! C(E)A
E ! D

Hakasulut tulkitaan haar ana vasemmal le ja taval liset sulut haar ana oike al le. Esim.

A ) C[B ]D ) C[A]C(E)A (2 aika-askelta).

A

C

D
B

t=1

A

B

A

C

C

C

D

A

E

t=2t=0

A
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Kuv a 5.1: Esimerkki k asvikieliopilla tuotetusta kuv asta.

Esimerkki 5.13 Sovel lus (WH): muo dostetaan kukkaketo a gr a�ikkaohjelmal la, jo-

ka noudattaa seur aavia sääntöjä:

SIEMEN ! SIRKKALEHDET jV V ARSI jOV ARSI jKV ARSI
V V ARSI ! V LEHT I jV NUPPU (satunnainen väri)

OV ARSI ! OLEHT I jONUPPU
V NUPPU ! KUKKA
ONUPPU ! KUKKA
KNUPPU ! KUKKA
KUKKA ! SIRKKALEHDET
KV ARSI ! V V ARSI jOV ARSI jKNUPPU jSIRKKALEHDET

jV KIELONV ARSI jOKIELONV ARSI jHAV U
SIRKKALEHT I ! V V ARSI jOV ARSI jKV ARSI jLEHDET
V KIELOV ARSI ! V KIELO
OKIELOV ARSI ! OKIELO
V KIELO ! V MARJAT
OKIELO ! OMARJAT

Kielioppi on line aarinen, joten se voidaan toteuttaa äär el lisenä automaattina. Ku-

varuutua vastaa 2-ulotteinen taulukko, johon aluksi kylvetään siemeniä. Sen jälke en
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taulukko a käydään läpi jossain järjestyksessä ja automaatti gener oi kuhunkin taulu-

kon p aikkaan symb olin seur aajan. Symb olia vastaava kuva piirr etään ko. p aikkaan

(tai naapurisoluihin).

Ko o di on saatavil la osoitte essa

http://www.cs.joensuu.fi/p ages /wha mala i/t epe0 4/FL OWER .PAS .
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5.4 Pinoautomaatit

Kuten jo edellä h uomasimme, eiv ät äärelliset automaatit kyk ene pitämään kirjaa

luk emistaan sy ötemerk eistä. Esimerkiksi sulkulausekk een tasapainoisuuden tutki-

miseksi meidän tä yt yisi k ä yttää jonkinlaista laskuria, jota k asv atetaan aina kun

v astaan tulee alkusulku '(' ja v ähennetään, kun k ohdataan loppusulku ')'. Pinoau-

tomaatit ratk aisev at tämän ongelman tarjoamalla k ä yttö ömme pinon, johon v oi

tallettaa sym b oleja m y öhempää tutkim usta v arten.

Pinoautomaatit eiv ät ole ohjelmoijalle yh tä kullanarv oisia apulaisia kuin äärelliset

automaatit. Pinoautomaatit o v at nimittäin yleisessä tapauksessa ep ädeterministisiä ,

eik ä niitä v oida (k annata) k o o data tietok oneohjelmana. T oisaalta k on tekstittomien

kielioppien p ohjalta v oi suoraan laatia tehokk aita ohjelmia. Tästä syystä k äsitte-

lemme pinoautomaatteja v ain lyh y esti, ik ään kuin johdatuksena T uringin k oneisiin.

Pinoautomaatit o v at kuitenkin h y ö dyllinen abstrakti lask ennan malli k on tekstit-

tomien kielioppien tutkim uksessa ja toisinaan v oi olla help ompi laatia ongelman

kuv aa v a (epädeterministinen) pinoautomaatti, kuin laatia v astaa v a kielioppi.
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5.4.1 Pinoautomaatin määritelmä

syötenauha

nauhapää

+ 1 2 1 0 .....

d

tutkittava syöte

q q

q

10

2

ohjausyksikkö

pino

X
A
A
B
A

Pinoautomaatti on äärellinen automaatti, johon on lisätt y yksi mieliv altaisen k o-

k oinen pino t y önauhaksi. Automaatti v oi luk ea ja kirjoittaa v ain t y önauhan toista

päätä (pinon h uippua). T y önauha an taa automaatille �m uistin�, jonk a a vulla v oi-

daan v älttää äärellisen automaatin (joitakin) ra joituksia

1

.

Määritelmä 5.4 Pinoautomaatti on kuusikko

M = ( Q; � ; � ; �; q0; F );

missä

� Q on tilo jen äär el linen joukko;

� � on sy öteaakk osto ;

� � on pinoaakk osto ;

� � : Q � (� [ f � g) � (� [ f � g) ! P (Q � (� [ f � g)) on (joukko arvoinen)

siirt ymäfunktio ;

� q0 2 Q on alkutila ;

� F � Q on (h yv äksyvien) lopputilo jen joukko

1

Huom! Tällainen pinom uisti ei riitä esimerkiksi sen tarkistamiseen, onk o merkkijonossa yh tä

mon ta a:ta, b:tä ja c:tä. Kahden pinon a vulla ongelma ratk eaisi, m utta silloin kyseessä onkin jo

aiv an eri lask ennan malli.
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Siirt ymäfunktion

� (q; �; 
 ) = f (q1; 
 1); : : : ; (qk ; 
 k)g

tulkin ta: Ollessaan tilassa q ja lukiessaan sy ötemerkin � 2 � [ f � g ja pinomerkin


 2 � [ f � g automaatti v oi siirt y ä johonkin tiloista q1; : : : ; qk ja k orv ata pinon

päällimmäisen merkin jollakin merk eistä 
 1; : : : ; 
 k , 
 i 2 � [ f � g.

Pinoautomaatti v oi siis tehdä k ahdeksanlaisia siirt ymiä:

1. � (q; a; 
 ) = ( q0; 
 0) , a 2 � , 
; 
 0 2 � . Automaatti luk ee pinon päällimmäisen

merkin 
 ja kirjoittaa pino on 
 0

:n (ts. pop(
 ); push(
 0) );

2. � (q; a; �) = ( q0; 
 0) , a 2 � , 
 0 2 � . Automaatti ei lue pinomerkkiä, m utta pistää

uuden merkin 
 0

pinon päälle ( push(
 0) );

3. � (q; a; 
 ) = ( q0; � ) , a 2 � , 
 2 � . Automaatti luk ee pinomerkin 
 , m utta ei

pane uutta merkkiä pino on ( pop(
 ) );

4. � (q; a; �) = ( q0; � ) , a 2 � . Automaatti ei k äsittele pinoa laink aan;

5. � (q; �; 
 ) = ( q0; 
 0) , 
; 
 0 2 � . Automaatti tek ee siirt ymän sy ötemerkkiä luk e-

matta, op eroidaan v ain pinoa ( pop(
 ); push(
 0) );

6. � (q; �; � ) = ( q0; 
 0) , 
 0 2 � . Sy ötemerkkiä ei lueta. Automaatti ei lue pinomerk-

kiä, m utta pistää uuden merkin 
 0

pinon päälle ( push(
 0) );

7. � (q; �; 
 ) = ( q0; � ) , 
 2 � . Sy ötemerkkiä ei lueta. Automaatti luk ee pinomerkin


 , m utta ei pane uutta merkkiä pino on ( pop(
 ) )

8. � (q; �; � ) = ( q0; � ) , Automaatti ei lue eik ä kirjoita mitään, m utta tek ee � -

siirt ymän.

Huomaa, että pinoautomaatit o v at siis yleisessä tapauksessa epä-

deterministisiä!

T arvittaessa v oimme laa jen taa pinoautomaattia luk emalla ja kirjoittamalla k ok o-

naisia merkkijono ja yksittäisten pinoaakk osten (tai � :in) sijasta. Tällainen pinoau-

tomaatti ei kuitenk aan ole yh tään v ah v empi kuin esittelemämme standardimalli.
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Määritelmiä

� Automaatin tilanne on k olmikk o (q; w; � ) 2 Q � � � � � �

� Alkutilanne sy ötteellä x on k olmikk o (q0; x; � )

� Tilanne (q; w; � ) � automaatti on tilassa q, sy ötemerkkijonon k äsittelemätön

osa on w ja pinossa on ylhäältä alas lukien merkkijono �

� Tilanne (q; w; � ) johtaa suor aan tilan teeseen (q0; w0; � 0) , merk.

(q; w; � ) `
M

(q0; w0; � 0);

jos w = �w 0

, � = 
� , � 0 = 
 0� , missä � 2 � [ f � g ja 
; 
 0 2 � [ f � g) ja

(q0; 
 0) 2 � (q; �; 
 ):

Esimerkiksi (q; w; � ) `
M

(q0; w0; � ) (pinosta ei lueta mitään siirt ymässä),

(q; w; � ) `
M

(q0; w; � 0) (sy ötteestä ei lueta mitään, op eroidaan v ain pinoa),

(q; w; � ) `
M

(q0; w; � ) (suoritetaan � -siirt ymä, jossa ei lueta mitään sy ötteestä

eik ä pinosta).

� Tilanne (q; w; � ) johtaa tilante ese en (q0; w0; � 0) , merk.

(q; w; � )`
M

� (q0; w0; � 0);

jos on olemassa tilannejono (q0; w0; � 0) , . . . , (qn ; wn ; � n ) ,

n � 0, siten että

(q; w; � ) = ( q0; w0; � 0) `
M

� � � `
M

(qn ; wn ; � n ) =( q0; w0; � 0)

� Pinoautomaatti M hyväksyy merkkijonon x 2 � �

, jos

(q0; x; � )`
M

� (qf ; �; � ) joillakin qf 2 F ja � 2 � �

T s. jos se on sy ötteen loppuessa jossakin h yv äksyv ässä lopputilassa. Muuten

M hylkää x :n. Huomaa, että pinon ei tarvitse olla t yhjä lopputilaan tultaessa.

� Automaatin M tunnistama kieli on

L(M ) = f x 2 � � j (q0; x; � )`
M

� (qf ; �; � ) joillakin qf 2 F ja � 2 � � g
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Esimerkki 5.14 Ep äsäännöl linen kontekstiton kieli f akbk j k � 0g voidaan tunnis-

taa seur aavanlaisel la pino automaatil la:

M = ( f q0; q1; q2; q3g; f a; bg; f A; Ag; �; q0; f q0; q3g);

missä

� (q0; a; �) = f (q1; A)g;

� (q1; a; �) = f (q1; A)g;

� (q1; b; A) = f (q2; � )g;

� (q1; b; A) = f (q3; � )g;

� (q2; b; A) = f (q2; � )g;

� (q2; b; A) = f (q3; � )g;

� (q; �; 
 ) = ; muil la (q; �; 
 ):

Tilasiirtymäkaaviona:

a; �=A

b; A=�

b; A=�

a; �=A

b; A=�
q2q3

q1q0

b; A=�

A utomaatin ide ana on pitää kirjaa vastaantul leista a-kirjaimista, pistämäl lä pino on

A tai A , ja vastaavasti luke a niitä pinosta jokaisel la vastaantuleval la b-kirjaimel la.

Merkkiä y A käytetään A :n sijasta ensimmäisen a:n kohdal la merkitsemään pinon

p ohjaa, jotta tie detään, mil loin pino on tyhjä.

Esimerkiksi syötte el lä aabb automaatti M toimii seur aavasti:

(q0; aabb; �) ` (q1; abb; A) ` (q1; bb; AA)
` (q2; b; A) ` (q3; �; � ):

Koska q3 2 F = f q0; q3g, on siis aabb2 L(M ) .
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5.4.2 Pinoautomaatin esit ys

Pinoautomaatti esitetään tilasiirt ymäk aa viona seuraa v asti (m uitakin notaatioita esiin-

t yy kirjallisuudessa):

Siirt ymäeh to on m uotoa ai ; 
=
 0

, missä automaatti luk ee merkkijonosta merkin ai ,

pinosta merkin 
 ja kirjoittaa pino on merkin 
 0

. �Push�-op eraatiossa automaatti ei

lue pinosta merkkiä, m utta kirjoittaa uuden merkin 
 0
pinon päälle: ai ; �=
 0

�P op�-

op eraatiossa automaatti luk ee pinon päällimmäisen merkin 
 , m utta ei kirjoita mi-

tään pino on: ai ; 
=� . Jos sy ötemerkkiä ei lueta, ai = � ja siirt ymäeh to on m uotoa


=
 0

. Automaatti v oi siis luk ea ja kirjoittaa p elk ästään pinomerkk ejä!

Hylk ää v ä lopputila ( q

no

)

Hyv äksyv ä lopputila ( q

y es

)

Tila q

q0

q

Alkutila

q q0a; 
=
 0

Tilasiirt ymä � (q; a; 
 ) = ( q0; 
 0)

5.4.3 Pinoautomaatit ja k on tekstittomat kielet

Seuraa v aksi osoitamme tärk eän tuloksen:

Kaikki k on tekstittomat kielet v oidaan tunnistaa (epädeterministisillä) pi-

noautomaateilla ja k aikki pinoautomaattien tunnistamat kielet o v at k on-

tekstittomia.

T o distukseksi riittää an taa meto dit, joilla v oi m uun taa mieliv altaisen k on tekstitto-

man kieliopin pinoautomaatiksi ja päin v astoin. T o distuksen a vuksi määrittelemme

pinoautomaatin m uunnoksen, ns. tyhjän pinon automaatin , jok a on ekviv alen tti ta-

v allisen pinoautomaatin k anssa. Jos to distus pätee t yhjän pinon automaatille, se

pätee m y ös ta v alliselle pinoautomaatille.
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*T yhjän pinon automaatti

T yhjän pinon automaatti ( empty stack automaton , nul l stack automaton ).on pinoau-

tomaatti, jolla ei ole erillistä h yv äksyv ää lopputilaa, v aan merkkijono h yv äksytään

missä tahansa tilassa, kunhan v ain pino on t yhjä sy ötteen loppuessa . (T a v al-

linen pinoautomaattihan h yv äksyy sy ötteen, jos se on sy ötteen loppuessa h yv äksy-

v ässä lopputilassa, olipa pinossa mitä tahansa.)

T yhjän pinon automaatit o v at h y ö dyllinen apulainen, sillä ne tunnista v at täsmäl le en

samat kielet kuin ta v alliset pinoautomaatit. (Ks. to distus esim. Hop croft, Mot w ani,

Ullman: luku 6.2)

T a v allinen pinoautomaatti T yhjän pinon automaatti

h yv äksyy x :n, jos h yv äksyy x :n jos

(q0; x; � )`
M

� (qf ; �; � ) (q0; x; � )`
M

� (q;�; � )

qf 2 F , � 2 � � q 2 Q

Esimerkki 5.15 Muo dostetaan pino automaatti, joka tunnistaa virhe el lisen ohjel-

mako o din, jossa if�else -p arien lukumäär ät eivät täsmää. A utomaatti hyväksyy syöt-

te en, jos siinä on enemmän else :jä kuin if :ejä.

0

else, Z|
if,     |Ze

e

1
e, e|Z 

Saman kielen tunnistava lopputilal linen automaatti:

0
e, e| X

else, Z|
if,     |Ze

e

1

else, X|e
2
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*K on tekstiton kielioppi , pinoautomaatti

Nyt v oimme to distaa lauseen:

Lause 5.3 Kieli on kontekstiton, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa pi-

no automaatil la.

*T o distuksen ide a:

T o distus on sen v erran monim utk ainen, että k erromme v ain p erusidean.

1) � ) � Jos kieliopin G kuv aama kieli L(G) on k on tekstiton, niin on olemassa t yhjän

pinon pinoautomaatti M , jok a h yv äksyy kielen L(M ) = L(G) . Yksink ertaistetaan

to distusta sallimalla automaatin kirjoittaa k erralla k ok onaisen merkkijonon w 2 � �

pino on

2

.

Muo dostetaan pinoautomaatti, jossa on k aksi tilaa: alkutila q0 ja tila q. Automaatin

pinoaakk osto k o ostuu k aikista kieliopin aakk osista (sek ä pääte- että v älik esym b o-

leista) sek ä erik oissym b olista X (pinon p ohjamerkki).

Aluksi pistetään pino on erik oissym b oli X (pinon p ohja) ja siirrytään tilaan q. Tä-

män jälk een on k aksi v aih to eh toista ask elta:

1. Jos pinon päällä on v älik esym b oli C ja kieliopissa sään tö C ! w , niin k orv aa

C w:llä pinossa (ts. pop(C); push(w) ).

2. Jos pinon päällä on päätesym b oli (merk. a), niin lue seuraa v a sy ötemerkki

(merk. a0

). Jos a = a0

, niin lue pinon h uippu p ois ( pop(a) ).

Automaatin siirt ymät o v at siis (Kuv a 5.2):

1. � (q0; �; � ) = f (q; X)g

2. � (q; �; C) = f (q; w)g k aikille säännöille C ! w

3. � (q; a; a) = f (q; �)g k aikilla sy ötemerk eillä a 2 �

In tuitiivisesti automaatti sim uloi sy ötejonon vasenta johto a . Jok ainen joh toask el to-

teutetaan pistämällä pino on säännön S ! w oik ea puoli w . Joh toask elten v älissä

automaatti luk ee päätesym b olit pinosta ja v ertaa niitä sy ötteeseen. Kun säännön

2

Op eraatio push(w) v oidaan toteuttaa jonona ta v allisia push-op eraatioita,

push(
 1) , push(
 2) ,..., push(
 l ) , missä w = 
 1
 2:::
 l .
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e,C/w

q 0 q
e, e/ X

a,a/e

Kuv a 5.2: K on tekstiton ta kielioppia sim uloiv a t yhjän pinon automaatti. Siirt ymät

määritellään k aikille sy ötemerk eille a 2 � ja k aikille säännöille C ! w .

v asemman puoleinen v älik e C ha v aitaan pinossa, automaatti suorittaa seuraa v an

ask eleen.

F ormaalissa to distuksessa pitäisi vielä osoittaa (induktiolla), että w 2 L(G) , w 2
L(M ) .

2) � ( � Jos olemassa t yhjän pinon pinoautomaatti M , jok a h yv äksyy kielen L(M ) ,

niin on olemassa k on tekstiton kielioppi G, jok a kuv aa kielen L(G) = L(M ) .

T o distus on hieman help ompi, kun k ä ytämme seuraa v anlaista t yhjän pinon auto-

maattia: V aaditaan, että jok ainen siirt ymä luk ee yhden pinomerkin. Lisäksi auto-

maatti saa kirjoittaa yhdessä ask eleessa useita pinomerkk ejä. T s. siirt ymät o v at

m uotoa � (q; a; � ) = ( p; � ) , � 2 � , � 2 � �

. Mik ä tahansa t yhjän pinon automaatti

v oidaan m uun taa help osti tällaiseen m uoto on (ks. esim. Kin b er & Smith, s. 86).

Nyt automaatista M v oidaan m uo dostaa seuraa v anlainen k on tekstiton kielioppi G:

� G:päätemerkkien joukk o on M :n sy öteaakk osto � .

� G:n v älikk eiden joukk o sisältää alkusym b olin S sek ä erik oissym b olit [pAq] k ai-

killa M :n tiloilla p; q2 Q ja k aikilla M :n pinoaakk osilla A 2 � . Välikk eitä tulee

siis paljon � n2j� j + 1 k appaletta, missä n on M :n tilo jen lukumäärä.

� G:n säännöt:

1. Jok aista M :n siirt ymää � (q; a; A) = ( p; �) , a 2 � [ f � g, k oh ti sään tö

[qAp] ! a.

2. Jok aista M :n siirt ymää � (q; a; A) = ( p; B1; :::; Bk) k oh ti tulee joukk o

sään tö jä [qAqk ] ! a[pB1q1][q1B2q2]:::[qk� 1Bkqk ] k aikilla mahdollisilla ti-

la jonoilla q1; :::; qk , qi 2 Q.
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Ensimmäinen siirt ymät yyppi v astaa tilannetta, jossa pinosta v ain luetaan merkki,

m utta ei kirjoiteta mitään tak aisin. T oinen t yyppi v astaa siirt ymää, jossa pinosta

luetaan A ja kirjoitetaan tilalle sym b olit B1; :::; Bk . Säännöt kuv aa v at k aikki mah-

dolliset ta v at, joilla B1; :::; Bk saadaan k äsitelt y ä pinosta. Luettuaan sy ötteen a ja

pinomerkin A , automaatti siirt yy tilaan p ja kirjoittaa pino on B1:::Bk . Tämän jäl-

k een se luk ee pinosta B1 :n ja siirt yy tilaan q1 , luk ee pinosta B2 :n ja siirt yy tilaan

q2 jne. kunnes se luk ee Bk :n ja siirt yy tilaan qk . A :n k äsittely joh taa siis lopulta

tilaan qk . Selv ästikin osa säännöistä on turhia, m utta ensimmäisen t yypin säännöt

tak aa v at, ettei niitä k ä ytetä.

F ormaalissa to distuksessa pitäisi vielä osoittaa induktiolla, että L(G) = L(M ) .

K onstruktion yksit yisk ohdat sek ä induktioto distus lö yt yv ät esim. kirjasta Kin b er

& Smith, s. 88-91. 2

5.4.4 Deterministiset ja epädeterministiset pinoautomaatit

Yleisessä tapauksessa pinoautomaatit o v at epädeterministisiä: samalla sy öte- ja pi-

nomerkin parilla (joista kumpikin v oi olla � ) v oi olla useita erilaisia siirt ymiä an-

netusta tilasta. T oisin sano en, pinoautomaatin siirt ymäfunktio on joukk oarv oinen.

Deterministisessä pinoautomaatissa tätä ei sallita, v aan siirt ymä on yksik äsitteisesti

määrätt y , kun tila, seuraa v a sy ötemerkki ja pinon päällimmäinen merkki tunnetaan.

F ormaalisti määritellään:

Määritelmä 5.5 Pino automaatti M on deterministinen , jos jokaisel la ti-

lante el la (q; w; � ) on enintään yksi mahdol linen seur aaja (q0; w0; � 0) , jol la

(q; w; � ) `
M

(q0; w0; � 0)
Selv ästikin deterministisen pinoautomaatin siirt ymäfunktio v oi saada v ain yhden

arv on: ts. � (q; �; 
 ) = f (q0; 
 0)g, � 2 � [ f � g, 
; 
 0 2 � [ f � g, tai se joh taa virhe-

tilaan: � (q; �; 
 ) = ; . Tämä ei kuitenk aan riitä deterministisyyden ehdoksi, v aan

lisäksi tä yt yy ra joittaa siirt ymiä, joissa � tai 
 on � , siten että jok aisen tilan teen

seuraa jatilanne on yksik äsitteisesti määrätt y . Mm. � -siirt ymiä � (q; �; � ) = ( q0; � ) ei

saa esiin t y ä laink aan.

Huomaa, että ep ädeterministiset pino automaatit ovat aidosti vahvempia kuin deter-

ministiset ! Niitä ei v oida determinisoida kuten äärellisiä automaatteja.

Esimerkiksi kieli L1 = f wwR j w 2 f a; bg� g v oidaan tunnistaa epädeterministisellä,

m utta ei deterministisellä pinoautomaatilla (ks. sarjakuv a).
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Määritelmä 5.6 Kontekstiton kieli on deterministinen , jos se voidaan

tunnistaa jol lakin deterministisel lä pino automaatil la, muuten se on epä-

deterministinen .

Esimerkiksi em. kieli L1 ja kieli L2 = f anbm ck jn 6= m tai m 6= kg o v at epädetermi-

nistisiä.

Deterministiset kielet o v at tärk eä kieliluokk a, sillä siihen kuuluv at kielet v oidaan jä-

sen tää oleellisesti tehokk aammin kuin yleiset, mahdollisesti epädeterministisen au-

tomaatin v aativ at k on tekstittomat kielet

5.5 Kielioppien jäsenn ysongelma

Kieliopin jäsenn ysongelma on seuraa v a:

�Annettu kielioppi G ja merkkijono x . Onk o x 2 L(G) ?�

Esimerkk ejä jäsenn ysongelmista o v at

� Kuuluuk o virk e �jänis jok a p elk äsi ark aa p eikk oa metsästi suurta sutta� kieleen

L rel ?

� Onk o � (11 � 5 + 1) � 7 � � 1� laillinen aritmeettinen lausek e?

� Onk o seuraa v a funktio C-kielen syn taksin m uk ainen?

�oat lask e(in t x, in t y){

if (x > = y) return x-y;

else return y-x;

}

K on tekstittomien kielten jäsenn ysongelma v oidaan ratk aista jäsenn ysalgoritmilla eli

jäsentimel lä ( p arser . Kä ytössä on useita v aih to eh toisia menetelmiä, riippuen siitä,

mink ä t yyppinen kielioppi on kyseessä. Esimerkiksi säännölliset kielet v oidaan ai-

na jäsen tää äärellisellä automaatilla, m utta aidosti k on tekstittomat kielet v aativ at

hieman järeämpiä t y ök aluja.

Ennen kuin menemme v arsinaisiin jäsenn ysmenetelmiin, tark astelemme jäsen tämi-

seen liitt yviä p erusk äsitteitä.
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5.5.1 Johdot

Määritelmä 5.7 Olko on merkkijono 
 2 V �

kieliopin G = ( V;� ; P; S)

lausejohdos. 
 :n johdoksi G:ssä kutsutaan lähtösymb olista S merkkijono on


 johtavaa suorien johtojen jono a

S = 
 0 ) 
 1 ) � � � ) 
 n = 


Johdon pituus on siihen kuuluvien suorien johtojen määr ä (e del lä n ).

Johto 
 ) � 
 0

on

1. v asen joh to , merk. 
 )
lm

� 
 0; jos kussakin johto askele essa on pr o duktiota

sovel lettu merkkijonon vasemmanpuoleisimp aan välikke ese en

2. oik ea joh to , merk. 
 )
rm

� 
 0; jos � � � oike anpuoleise en välikke ese en

Suoria v asempia ja oik eita joh toask elia merkitään 
 )
lm


 0

ja 
 )
rm


 0

.

Huomaa, että joh to ei v älttämättä ole oik ea tai v asen, v aan se v oi olla kummankin

sek am uoto (v äliin la v ennetaan v asemmanpuolimmaisia ja v äliin oik eanpuolimmaisia

v älikk eitä).

Esimerkki 5.16 T arkastel laan kielioppia G

expr

: E ! E + TjT
T ! T � F jF
F ! aj(E)

L ause el le a + a � a voidaan antaa esimerkiksi seur aavanlaiset johdot kieliopissa:

(i) E ) E + T ) T + T ) F + T
) a + T ) a + T � F ) a + F � F
) a + a � F ) a + a � a

(ii) E ) E + T ) E + T � F ) E + T � a
) E + F � a ) E + a � a ) T + a � a
) F + a � a ) a + a � a

(iii) E ) E + T ) T + T ) T + T � F
) T + F � F ) F + F � F ) F + a � F
) a + a � F ) a + a � a

Näistä (i) on vasen johto, (iii) oike a johto ja (ii) ei ole kumpikaan.
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5.5.2 Jäsenn yspuut

Suurin osa v aih to eh toisten joh totap o jen eroista m uo dostuu v ain v älikk eiden la v en-

tamisesta eri järjest yksessä. Esimerkiksi edellä mainitut johdot (i) � (iii) o v at k aikki

p ohjimmiltaan samanlaisia. Lausejohdoksen jäsennyspuu (syn taksipuu, joh topuu)

(parse tree, syn tax tree, deriv ation tree) on esit ystapa, jossa nämä epäoleelliset erot

on abstrahoitu p ois. Jäsenn yspuu k erto o ainoastaan, miten v älikk eet on la v ennet-

tu, ei missä järjestyksessä la v enn ukset on teh t y . Esimerkiksi k aikkia k olmea lauseen

a + a � a joh toa v astaa sama jäsenn yspuu (Kuv a 5.3).

E

E

T

F

F

F

T

T

a

a

a

Kuv a 5.3: Lauseen a + a � a jäsenn yspuu kieliopissa G

expr

.

Määritelmä 5.8 Olko on G = ( V;� ; P; S) kontekstiton kielioppi. Kieliopin

G mukainen jäsenn yspuu on järjestetty puu, jol la on seur aavat ominaisuu-

det:
(i) puun solmut on nimetty joukon V [ f � g alkioil la siten, että sisäsolmujen

nimet ovat välikkeitä (so. joukosta N = V � � ) ja juurisolmun nimenä on

lähtösymb oli S;

(ii) jos A on puun jonkin sisäsolmun nimi, ja X 1; : : : ; X k ovat sen jälke-

läisten nimet järjestyksessä, niin A ! X 1 : : : X k on G:n pr o duktio.

Jäsenn yspuun � tuotos on merkkijono, jok a saadaan liittämällä yh teen sen leh tisol-

m ujen nimet esijärjest yksessä (�v asemmalta oik ealle�).
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5.5.3 Johdot , jäsenn yspuu

Lausekk een johdosta v oidaan aina m uo dostaa jäsenn yspuu ja päin v astoin.

Seuraa v aksi annamme k aksi menetelmää, jotk a osoitta v at, että

1. annettuna joh to S ) � 
 , v oidaan m uo dostaa jäsenn yspuu � , jonk a tuotos on


 , ja

2. annettuna jäsenn yspuu � , jonk a tuotos on 
 , v oidaan m uo dostaa 
 :n v asen ja

oik ea joh to S)
lm

� 
 ja S)
rm

� 
 .

1. Johdosta jäsenn yspuu

Olk o on joh to

S = 
 0 ) 
 1 ) � � � ) 
 n = 


V astaa v a jäsenn yspuu m uo dostetaan seuraa v asti:

(i) puun juuren nimeksi tulee S; jos n = 0 , niin puussa ei ole m uita solm uja; m uuten

(ii) jos ensimmäisessä joh toask eleessa on so v ellettu pro duktiota S ! X 1X 2 : : : X k ,

niin juurelle tulee k jälk eläissolm ua, joiden nimet v asemmalta oik ealle o v at

X 1; X 2; : : : ; X k ;

(iii) jos seuraa v assa ask eleessa on so v ellettu pro duktiota X i ! Y1Y2 : : : Yl , niin juu-

ren i :nnelle jälk eläissolm ulle tulee l jälk eläistä, joiden nimet v asemmalta oik ealle

o v at Y1; Y2; : : : ; Yl ; ja niin edelleen.

2. Jäsenn yspuusta johdot

Olk o on � kieliopin G m uk ainen jäsenn yspuu, jonk a tuotos on päätemerkkijono x .

Tällöin � :sta saadaan x :n

1. v asen joh to k ä ymällä puun solm ut läpi esijärjest yksessä (�ylhäältä alas, v asem-

malta oik ealle�) ja la v en tamalla v astaan tulev at v älikk eet järjest yksessä puun

osoittamalla ta v alla ja

2. oik ea joh to k ä ymällä puu läpi k ään teisessä esijärjest yksessä (�ylhäältä alas,

oik ealta v asemmalle�).

Esimerkiksi lauseen a + a � a v asen joh to saadaan la v en tamalla v älikk eet kuv an 5.4

m uk aisessa järjest yksessä.
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E

E

T

F

F

F

T

T

a

1

3 7

8

a a9

11

10

62

4

5

Kuv a 5.4: V asemman johdon m uo dostaminen jäsenn yspuusta. Numerot k erto v at,

missä järjest yksessä v älikk eet la v ennetaan.

Menetelmien yksik äsitteisyys

Annetut menetelmät o v at yksik äsitteisiä: yhdestä johdosta v oidaan m uo dostaa v ain

yhdenlainen jäsenn yspuu ja päin v astoin. Jos m uo dostamme v asemmasta (tai oik eas-

ta) johdosta S)
lm

� x ( S)
rm

� x ) ensin jäsenn yspuun ja sitten jäsenn yspuusta v asemman

(oik ean) johdon, saamme tak aisin alkup eräisen johdon.

Lause 5.4 Olko on G = ( V;� ; P; S) kontekstiton kielioppi. Täl löin:

(i) jokaisel la G:n lausejohdoksel la 
 on G:n mukainen jäsennyspuu � , jonka tuotos

on 
 ;

(ii) jokaista G:n mukaista jäsennyspuuta � , jonka tuotos on p äätemerkkijono x ,

vastaavat yksikäsitteiset vasen ja oike a johto S)
lm

� x ja S)
rm

� x .

Seur aus: Jok aisella G:n lauseella on v asen ja oik ea joh to.

T oisin sano en k on tekstittoman kieliopin tuottamien lauseiden jäsenn yspuut, v asem-

mat ja oik eat johdot v astaa v at yksik äsitteisesti toisiaan. Riittää siis an taa v ain yksi

v aih to eh toisista jäsenn yksen esit ysta v oista.

Kä ytännössä jäsenn ysongelman ratk aisuun kuuluu m y ös jonkin jäsenn yksen (jäsen-

n yspuun tai johdon) an taminen.
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5.5.4 Kieliopin moniselitteisyys

Joissain kieliop eissa lauseille v oidaan an taa useita erilaisia jäsenn yksiä. Eräs esi-

merkki on kielioppi G0

expr

:

E ! E + E , E ! E � E , E ! a, E ! (E) ).

Kuv assa 5.5 on annettu lauseen a + a � a k aksi erilaista jäsenn ystä.

a

+E

E

E

EE �

a a

EE

a a

E

E

E

a+

�

Kuv a 5.5: Lauseen a + a � a k aksi erilaista jäsenn ystä kieliopissa G0

expr

.

Määritelmä 5.9 Kontekstiton kielioppi G on moniselitteinen ( am biguo-

us ), jos jol lakin G:n lause el la x on kaksi erilaista G:n mukaista jäsennys-

puuta. Muuten kielioppi on yksiselitteinen ( unam biguous ).

Kontekstiton kieli, jonka tuottavat kieliopit ovat kaikki moniselitteisiä, on

luonnostaan moniselitteinen ( inheren tly am biguous ).

Esimerkiksi kieliopit G

expr

ja G

matc h

o v at yksiselitteisiä, m utta G0

expr

on moniselit-

teinen. Kieli L

expr

= L(G0

expr

) ei kuitenk aan ole luonnostaan moniselitteinen, k osk a

sillä on m y ös yksiselitteinen kielioppi G

expr

.

Sen sijaan kieli f ai bj ck j i = j tai j = kg on luonnostaan moniselitteinen.

V alitetta v asti kieliopin moniselitteisyys ei ole lask ennallisesti ratk ea v a ongelma,

v aan edellyttää aina matemaattista to distusta. Kieliopin v oi osoittaa moniselittei-

seksi k eksimällä yhdenkin merkkijonon, jolla on useita erilaisia jäsenn yspuita. Sen

sijaan kielen osoittaminen luonnostaan moniselitteiseksi on hank alampaa.

Huomaa, että luonnostaan moniselitteiset kielet voidaan tunnistaa vain ep ädeter-

ministisil lä pino automaateil la . Itse asiassa luonnostaan moniselitteiset kielet o v at

epädeterminististen kielten aito osaluokk a � on siis olemassa m y ös yksiselitteisiä
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kieliä, jotk a v aativ at epädeterministisen pinoautomaatin. Esimerkiksi palindromi-

kielelle L = f wwR jw 2 f a; bg� g v oidaan an taa yksiselitteinen kielioppi, m utta silti

sen sano ja ei v oida tunnistaa deterministisellä automaatilla. Ongelmana on se, että

automaatin tä yt yy �arv ata�, milloin on tultu merkkijonon k eskik oh taan.

Esimerkki 5.17 Kieli L = f anbm j0 � m � n � 2mg on yksiselitteinen, mutta

ep ädeterministinen. Yksinkertaisin kielen tuottava kielioppi on

S ! aSbjaaSbj� . Tämä on kuitenkin moniselitteinen. (Miksi?!) Saman kielen voi

kuitenkin kuvata yksiselitteisel lä kieliopil la:

S ! aSbjAj�
A ! aaAbjaab

Kielel le voidaan myös laatia ep ädeterministinen pino automaatti (kuvassa), mutta

determinististä automaattia ei pystytä laatimaan. Intuitiivisesti syy on seur aava:

jäsentäjä, joka luke e merkkijono a alusta lähtien merkki kerr al laan, ei tie dä, mil loin

pitäisi valita sääntö S ! A (ts. mil loin jäljel lä on kaksi kertaa yhtä p aljon a:ta kuin

b:tä).

b,A/

6

3 5

421
a,

a,

a,

a,

b,A/

b,A/

b,A/

a,

e
e

e

e

e

e

e

e e

e

e/

/

/

/

/

/

A

e

AA

A

a,

Ohjelmoin tikielten kielioppien (syn taksin) tulee olla yksiselitteisiä, jotta ohjelma

v oitaisiin k ään tää yksiselitteisesti toimiv aksi ohjelmaksi.

Esimerkki 5.18 T arkastel laan seur aavaa sääntö ä if�else -lauseiden jäsentämisek-

si:

S ! if B S else Sj if B Sj z = N

B voi ol la mikä tahansa ehtolauseke.
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Jäsennetään merkkijono �if x == 1 if y == 1 z = 0 else := 1 �. V astauksena saadaan

kaksi erilaista jäsennyspuuta (Kuvat 5.6 ja 5.7)! Miten käy, jos muuttujat vastaa-

vat esimerkiksi seur aavia signaaleja: x =�p alohälytin soi�, y =�ko ehälytys�, z=�hälytä

p alokunta�?

if

if

B

B

S

S S

S

else

z=0 z=1

x==1

y==1

Kuv a 5.6: Lausetta �if x == 1 if y == 1 z = 0 else := 1 � v astaa v a jäsenn yspuu.

if

z=1

S

if B S

z=0

B else S

S

y==1

x==1
Kuv a 5.7: T oinen lausetta �if x == 1 if y == 1 z = 0 else := 1 � v astaa v a jäsenn ys-

puu.

5.6 Rekursiivisesti etenev ä jäsen täminen

Esimerkki 5.19 Säännöl listen kielten sulkeuma määrittele e jonkinlaisen r ekursion:

a� = A ! aAj� , mutta tämä ei ole kovin ilmaisuvoimainen (Miksi?).
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Kontekstittomil la kieliop eil la voi sen sijaan kuvata help osti r ekursiota. Esimerkiksi

kielioppi S ! aSbj� voidaan toteuttaa funktiol la S, joka kutsuu itse ään. Huomaa,

että jossain r ekursion on pysähdyttävä!

function S(next) f

if (next=='a')

f

next=getnext;

S(next); if (next!='b') Virhe;

next:=getnext;

g
g

Pääohjelmassa:

next=getnext;

S(next);

Huomaa, että sama voitaisiin toteuttaa pinon avul la. Itse asiassa r ekursiivinen oh-

jelma simuloi pinon toimintaa: kutsuttaessa S:ää laitetaan kutsu p ar ametr eine en

pino on ja p alattaessa r ekursiosta niitä nostetaan pinosta. Deterministisen pino au-

tomaatin tunnistama kieli voidaankin aina tunnistaa r ekursiivisel la jäsentäjäl lä.
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5.6.1 LL(1)-kielioppi

Kaikki deterministiset kielet v oidaan jäsen tää rekursiivisella jäsen timellä. Kaikk ein

yksink ertaisin rekursiivinen jäsennin v oidaan laatia ns. LL(1)-kielil le . LL(1)-kielen

kielioppi on sellainen, että seuraa v aksi so v elletta v a sään tö on aina yksik äsitteises-

ti määrätt y , kun seuraa v a sy ötemerkki ja sen hetkinen v älik e tunnetaan. Tämän

p ohjalta v oimme laatia rekursiivisen tietok oneohjelman, jok a luk ee merkkijonoa v a-

semmalta oik ealle ja jok a ask eleella sim uloi annetun kieliopin sään tö jä. T uloksena

saadaan merkkijonon v asen joh to. Nimit ys LL(1)-kielioppi tuleekin sanoista � l eft to

right sc an, pr o ducing l eft p arse with 1 symb ol lo okahe ad �. Ohjelma toteutetaan sel-

k eänä rekursiorak en teena, jok a on k aik en lisäksi h yvin tehok as: n merkin mittaisen

sy ötemerkkijonon k äsittely sujuu lineaarisessa a jassa O(n) .

Esimerkki 5.20 T arkastel laan seur aavaa kielioppia G:

E ! T + E j T � E j T

T ! a j (E)

Muokataan G:stä välikke en E pr o duktiot �tekijöimäl lä� ekvivalentti kielioppi G0

:

E ! TE0

E 0 ! + E j � E j �

T ! a j (E)

Nyt G0

:n lauseil le voidaan help osti muo dostaa vasemmat johdot suor aan lähtösymb o-

lista E alkaen, sil lä jäsennyksen joka vaihe essa tavoitte ena olevan lause en seuraa v a

merkki määr ää yksikäsitteisesti sen, mikä pr o duktio valitaan lavennettavana ole-

vaan välikke ese en. Esimerkiksi lause a� (a+ a) voidaan johtaa vain yhdel lä taval la:

E ) TE0 ) aE0 ) a � E ) a � TE0 ) a � (E)E 0 ) :::

5.6.2 LL(1)-kieliopin jäsenn ysohjelma

LL (1) -kieliopin jäsenn ysohjelma m uo dostuu v älikk eitä v astaa vista rekursiivisista

funktioista.

Esimerkki 5.21 Kieliopin G0

mukainen jäsentäjä pseudoko o dina:
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function E f
T ;

E 0;
g

function E 0 f

if ( next == ' + ') f

te e jotakin;

next = getnext ;

E;
g

else f

if ( next == ' - ') f

te e jotakin;

next = getnext ;

E;
g

else te e jotakin;

g
g

function T f

if ( next == ' a ') f

te e jotakin;

next = getnext ;

r eturn;

g

else f

if ( next == ' ( ') f

te e jotakin;

next = getnext ;

E ;

if ( next 6= ' ) ')

ERR OR;

next = getnext ;

g

else ERR OR;

g
g
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P ÄÄ OHJELMASSA:

next = getnext ;

E ;

Esim. syötejonon a-(a+a) jäsennys, kun käsky �te e jotakin � tulostaa pr o duktiot:

E ! TE'

T ! a

E' ! -E

E ! TE'

T ! (E)

E ! TE'

T ! a

E' ! +E

E ! TE'

T ! a

E' ! �

E' ! �

T ulostus vastaa vasenta johto a:

E ) TE0 ) aE0 ) a � E ) a � TE0

) a � (E)E 0 ) a � (TE0)E 0

) a � (aE0)E 0 ) a � (a + E)E 0

) a � (a + TE0)E 0 ) a � (a + aE0)E 0

) a � (a + a)E 0 ) a � (a + a)

Muistutus: jäsennin tarkistaa vain merkkijonon syntaktisen oike el lisuuden. Esimer-

kiksi e del lisen kieliopin mukainen jäsennyspuu ei sovel lu lausekke en arvon evaluoi-

mise en, sil lä sil loin yhte en- ja vähennyslaskut suoritettaisiin väär ässä järjestyksessä

(oike alta vasemmal le, eikä vasemmalta oike al le). Esitämme myöhemmin aritme et-

tisen laskimen, joka suorittaa op er aatiot oike assa järjestyksessä.

5.6.3 LL(1)-kielioppien yleinen m uoto

LL(1)-kieliop eissa sallitaan ra joitetussa määrin m y ös i) pro duktioita, joiden oik eat

puolet alk a v at v älikk eellä, sek ä ii) tyhjentyviä v älikk eitä A , joilla A ) � � .
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Esim. kielen a� b[ c� d tuotta v a kielioppi:

S ! Ab j Cd
A ! aA j �
C ! cC j �

Kielioppi on LL(1)-m uotoa, v aikk a ensimmäiseksi so v elletta v aa pro duktiota ei v oi-

k aan päätellä p elk ästään S:n pro duktioiden p erusteella

Seuraa v aksi määrittelemme testin, jolla v oi tutkia, onk o kielioppi LL(1)-m uotoa.

Sitä v arten tarvitsemme k aksi apuk äsitettä:

Apuk äsite: päätemerkkijouk ot FIRST ja F OLLO W

Määritellään annetun kieliopin G = ( V;� ; P; S) v älikk eisiin liitt yv ät päätemerkki-

jouk ot:

� FIRST(A) = A :sta johdetta vien päätejono jen 1. merkit sek ä � , jos A t yhjen-

t yv ä

� F OLLO W(A) = ne päätemerkit, jotk a v oiv at seurata A :ta jossain G:n lause-

johdoksessa sek ä � , jos A v oi sijaita lausejohdoksen lopussa

F ormaalisti siis

FIRST (A) = f a 2 � j A ) � ax jollakin x 2 � � g

[ f � j A ) � � g;

F OLLO W (A) = f a 2 � j S ) � �Aa� joillakin �; � 2 V � g

[ f � j S ) � �A jollakin � 2 V � g:

Huomaa, että läh tösym b olille S pätee aina � 2 F OLLOW (S) , sillä S on m y ös lause-

johdos ( S)
G

� S)! Jos S ei esiin y mink ään säännön oik ealla puolella, ei F OLLO W-

joukk o on tule mitään m uuta ( S esiin t yy v ain johdon alussa).

F OLLO W-joukk o lask etaan aina yksittäiselle v älikk eelle, m utta FIRST-joukk o ja

joudutaan lask emaan m y ös merkkijonoille ja merkkijono jouk oilla.

Olk o on ! = X 1X 2:::X k mieliv altainen merkkijono, missä X i v oi olla jok o pääte-

tai v älik esym b oli ( X i 2 � [ � k aikilla i = 1; :::; k ). Olk o on L joukk o merkkijono ja,

L = f ! 1; :::; ! ng.

144 LUKU 5. KONTEKSTITTOMA T KIELET JA PINO A UTOMAA TIT

FIRST (� ) = f � g;

FIRST (a) = f ag k aikilla a 2 �;

FIRST (X 1 : : : X k) =8
>>>><

>>>>:

FIRST (X 1) [ : : : [ FIRST (X i ) n f � g;

jos � 2 FIRST (X 1); : : : ; FIRST (X i � 1);
� =2 FIRST (X i );

FIRST (X 1) [ : : : [ FIRST (X k);

jos � 2 FIRST (X i ) k aikilla i = 1; : : : ; k;

FIRST (L) =
S

! 2 L FIRST (! )

Huomaa, että F IRST (X 1:::X k) = F IRST (X 1) , jos � =2 F IRST (X 1) .

Esimerkki 5.22 T arkastel laan seur aavaa kissakielen tuottavaa kielioppia Gmiu :

S ! Amiu jmauSmauj�
A ! purr j�

Nyt esimerkiksi F IRST (f Amiu g) = F IRST (f purrmiu; �miu g = f p; mg eli ote-

taan yksinkertaisesti 1. kirjaimet joukon merkkijonoista. F OLLOW (S)) = f �; maug) ,

sil lä S:ää voi seur ata mau (sääntö S ! mauSmau) ja toisaalta S voi sijaita lause-

johdoksen lopussa (sääntö S ! � ).

LL (1) -testi

Määritelmä 5.10 Kielioppi on LL(1)-muotoinen, jos sen mil lä tahansa

kahdel la samaan välikke ese en A liittyväl lä pr o duktiol la A ! ! 1 ja A ! ! 2 ,

! 1 6= ! 2 , on voimassa:

FIRST (f ! 1gF OLLO W (A))

\ FIRST (f ! 2gF OLLO W (A)) = ; :

LL(1)-testin idea on seuraa v a: Oletetaan, että sy ötemerkkinä on jokin (mik ä ta-

hansa) a 2 � ja la v ennetta v ana on v älik e A . T arjolla on joukk o mahdollisia A :n

sään tö jä A ! ! 1j! 2j:::j! n . Jos v ain yksi sään tö on mahdollinen annetulla merkillä

a, on v alin ta yksik äsitteinen.
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Kä ytännössä meillä ei tietenk ään ole mitään sy ötettä, v aan meidän pitää tutkia k ai-

killa mahdollisilla sy ötemerk eillä, onk o v alin ta yksik äsitteinen. Tätä v arten k ä ymme

läpi k aikki sään töparit A ! ! 1 ja A ! ! 2 . Ensin tutkimme, mitk ä o v at seuraa v at

mahdolliset päätemerkit, jos v alitaan sään tö A ! ! 1 . Jos sään tö A ! ! 2 tuottaa sa-

mo ja päätemerkk ejä, ei v alin ta ole yksik äsitteinen, eik ä kielioppi ole LL(1)-m uotoa.

F IRST (f ! 1gF OLLOW (A)) :n lask eminen tapah tuu seuraa v asti:

� Jos ! 1 = � , on F IRST (f ! 1gF OLLOW (A)) = F IRST (F OLLOW (A))

� Jos � =2 F IRST (! ) , on F IRST (f ! 1gF OLLOW (A)) = F IRST (! )

� Jos � 2 F IRST (! ) , tä yt yy lask ea F OLLOW (A) , k atenoida ! sen k anssa,

ja ottaa lopputuloksesta F IRST . V aih to eh toisesti v oit lask ea F IRST (! ) [
F IRST (F OLLOW (A)) :n.

Esimerkki 5.23 T utkitaan, onko kielioppi Gmiu LL (1) -muotoinen. Säännöt S !
Amiu , S ! mauSmau ja S ! � :

F IRST (f Amiu gF OLLOW (S)) = F IRST (f purrmiu; �miu gF OLLOW (S)) = f p; mg

F IRST (f mauSmaugF OLLOW (S)) = F IRST (f maugF OLLOW (S)) = f mg

F IRST (f � gF OLLOW (S)) = F IRST (f � gf �; maug) = f �; m g

Nyt kaikki säännöt voivat tuottaa seur aavana merkkinä m :n, joten ei ole yksikäsit-

teistä, mikä niistä valitaan. Kielioppi ei siis ole LL(1)-muo dossa, eikä A :n sääntöjä

tarvitse enää tutkia.

Esimerkki 5.24 Onko seur aava kielioppi LL (1) -muo dossa?

S ! AbjCd
A ! aAj�
C ! cCj�

Sääntöp ari S ! Ab ja S ! Cd:

F IRST (f AbgF OLLOW (S)) = F IRST (f Abgf � g) , koska S voi esiintyä vain joh-

don ensimmäisenä lausejohdoksena (p elkkä aloitussymb oli S, jota siis seur aa � ).

F IRST (Ab�) = f a; bg, koska A :ta lavennettaessa 1. merkki voi ol la a tai � , jol loin

seur aava merkki ( b) onkin merkkijonon Ab 1. merkki. Huom! � ei voi ol la merkki-

jonon f Abgf � g 1. merkki, sil lä välissä on aina b, joka ei tyhjene mihinkään.
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Samaan tap aan:

F IRST (f CdgF OLLOW (S)) = F IRST (f Cdgf � g) = f c; dg

Sääntöp arin A ! aA ja A ! � käsittely:

F IRST (f aAgF OLLOW (A)) = F IRST (f aAgf bg) , koska A :ta voi seur ata vain b

jossain lausejohdoksessa - se ei voi ol la merkkijonon viimeinen, koska S:stä lähtiessä

sitä seur aa b!

F IRST (f aAgf bg) = F IRST (f aAbg) = f ag
F IRST (f � gF OLLOW (A)) = F IRST (f �bg) = f bg

Kolmas sääntöp ari:

F IRST (f cCgF OLLOW (C)) = F IRST (f cCgf dg) = f cg
F IRST (f � gF OLLOW (C)) = F IRST (f � gf dg) = f dg

Eli mikään sääntöp ari ei riko LL (1) -ehto a (leikkaus tyhjä).

Esimerkki 5.25 Onko seur aava kielioppi LL (1) -muo dossa?

S ! (L)ja
L ! L; SjS

Ensimmäinen sääntöp ari:

F IRST (f (L)gF OLLOW (S)) = F IRST (f (L)gf 0)0;0;0; � g) = f 0(0g
F IRST (f agF OLLOW (S)) = f ag

eli leikkaus tyhjä - ok.

T oinen sääntöp ari:

F IRST (f L; SgF OLLOW (L)) = F IRST (f L; Sgf 0)0;0;0g) = F IRST (L) = f 0(0;0a0g
F IRST (f SgF OLLOW (L)) = F IRST (f Sgf 0)0;0;0g) = F IRST (S) = f 0(0;0a0g

eli leikkaus ep ätyhjä! Ei siis LL(1).

Huom! F IRST (f L; Sgf 0)0;0;0g) = F IRST (L) , koska L ei voi tyhjentyä (sitä ei voi

korvata � :il la missään johdoksessa - siisp ä merkkijonon 1. merkki on L :n 1. merkki.

Samoin F IRST (f Sgf 0)0;0;0g) = F IRST (S) .
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5.6.4 *LL(1)-kieliopin rekursiivisesti etenev än jäsen tä jän m uo-

dostaminen yleisesti

P erusidea: Kutakin v älik että k ohden tehdään oma funktio, jok a toteuttaa v älik-

k eeseen liitt yv ät säännöt. Esimerkiksi funktiossa A la v ennetaan v älik e A sään tö jen

A ! ! 1j! 2j:::j! n m uk aan. Oik ea sään tö v alitaan seuraa v an sy ötemerkin p erusteella.

Jos seuraa v a sy ötemerkki lö yt yy jouk osta F IRST (f ! 1gF OLLOW (A)) , niin v ali-

taan sään tö A ! ! 1 . Kun sy ötemerkki on k äsitelt y , luetaan seuraa v a merkki.

Olk o on A :n säännöt A ! ! 1 j : : : j ! n . Tällöin A :ta v astaa v a funktio on

function A f

if ( next 2 FIRST (f ! 1gF OLLO W (A)) )

/*pro duktio A ! ! 1 */

p arse ( ! 1 );

else f

if ( next 2 FIRST (f ! 2gF OLLO W (A)) )

/*pro duktio A ! ! 2 */

p arse ( ! 2 );

else f

.
.

.

else f

if ( next 2 FIRST (f ! ngF OLLO W (A)) )

/*pro duktio A ! ! n */

p arse ( ! n );

else ERR OR;

g

.
.

. /* loppumerkit */

g
g

g

Op eraation � p arse (! i ) � tilalle v oidaan kirjoittaa suoraan ! i :n m uk ainen jäsenn ys.

Jos ! i on merkkijono X 1 : : : X k , X j 2 V , suoritetaan jäsenn ys erikseen kunkin mer-

kin X j m uk aisesti. T s. p arse (X 1 : : : X k) � p arse (X 1); : : : ; p arse (X k) .

Yksittäisen merkin X j m uk ainen jäsenn ys tapah tuu seuraa v asti:

1. Kun X j on päätemerkki a, tutkitaan, esiin t yyk ö se seuraa v ana merkkijonossa.

Lopuksi luetaan merkki p ois. T s. p arse (a) v astaa k o o diriv ejä
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if ( next != a) ERR OR;

next = getnext ;

2. Kun X j on v älik e B , kutsutaan funktiota B . Nyt ei luettu mitään merkkijonos-

ta, joten next p ysyy ennallaan. T s. p arse (B ) :tä v astaa k o o dissa yksi k omen to

B;

5.6.5 Kielioppien m uokk aaminen LL(1)-m uoto on

LL(1)-kielet k atta v at v ain pienen jouk on k on tekstittomia kieliä � k aikkia kieliopp e-

ja ei siis v oi m uun taa LL(1)-m uoto on. Joskus kieli on LL(1)-luok assa, m utta sen

kuv aa v a kielioppi ei ole oik eassa m uo dossa. Tällaiset �melk ein� LL(1)-kieliopit v oi

m uok ata oik eaan m uoto on seuraa villa op eraatioilla:

1. V ASEN TEKIJÖINTI

Kielioppi, jossa on pro duktiot

A ! �� 1 j �� 2; � 6= �; � 1 6= � 2

ei v oi olla LL(1)-m uotoinen, k osk a kumpikin sään tö tuottaa saman seuraa v an merkin

( � :n 1. merkin).

Tilanne v oidaan k orjata ottamalla k ä yttö ön uusi v älik e A0

ja k orv aamalla em. pro-

duktiot pro duktioilla:

A ! �A 0

A0 ! � 1 j � 2;
missä � on �� 1 :n ja �� 2 :n pisin yh teinen alkuosa.

Otetaan siis yh teinen tekijä eteen (vrt. matematiik assa ax + ay = a(x + y) ).

2. V ÄLITTÖMÄN V ASEMMAN REKURSION POIST AMINEN

Kielioppi on vasemmal le r ekursiivinen , jos jollakin v älikk eellä A ja merkkijonolla 


on

A ) + A
;

missä merkin tä � ) + � tark oittaa, että � :sta v oidaan joh taa � johdolla, jonk a

pituus on v ähin tään yksi ask el.

V asemmalle rekursiivinen kielioppi ei v oi tä yttää LL(1)-eh toa, k osk a johdon on jos-

sain päät yttä v ä, ja silloin A la v ennetaankin toisella säännöllä. Se tuottaa siis saman
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seuraa v an merkin kuin jokin toinen sään tö. Välitön v asen rekursio, so. suorat johdot

A ) A
 , v oidaan v älttää k orv aamalla pro duktiot

A ! A� j �; � 6= �;

pro duktioilla

A ! �A 0

A0 ! �A 0 j �

Muotoa A ! A olev at pro duktiot v oidaan yksink ertaisesti jättää p ois. Tämä joh tuu

siitä, että A :n johdot o v at m uotoa A ) A� ) A�� ) A��� ) ::: ) ���:::� eli

�� �

. Lopulta on siis v alitta v a sään tö A ! � tai rekursio ei päät y ikinä.

Jok ainen k on tekstiton kielioppi v oidaan teoriassa m uun taa v asemman rekursion

v älttä v ään Gr eib achin normaalimuoto on , missä k aikki pro duktiot o v at m uotoa

A ! aB1 : : : Bk ; k � 0;

tai S ! � , missä a on päätemerkki, B1; : : : ; Bk v älikk eitä ja S läh tösym b oli.

5.6.6 *LI ITE: FIRST- ja F OLLO W-joukk o jen lask eminen

Annettu kielioppi G = ( V;� ; P; S) .

Ensin lask etaan FIRST-jouk ot:

1. Asetetaan aluksi k aikille kieliopin päätteille a 2 � :

FIRST (a) := f ag;

ja k aikille v älikk eille A 2 V � � :

FIRST (A) := f a 2 � j A ! a� on G:n pro duktio g

[ f � j A ! � on G:n pro duktio g:

2. Kä ydään sitten kieliopin pro duktioita läpi jossakin järjest yksessä ja toistetaan,

kunnes FIRST-jouk ot eiv ät enää k asv a: kullekin pro duktiolle A ! X 1 : : : X k asete-

taan:

FIRST (A) :=

FIRST (A) [
[

f FIRST (X i ) j 1 � i � k; � 2 FIRST (X j ) k aikilla j < k g

[ f � j � 2 FIRST (X j ) k aikilla j = 1; : : : ; kg:

150 LUKU 5. KONTEKSTITTOMA T KIELET JA PINO A UTOMAA TIT

F OLLO W-jouk ot määritetään FIRST-joukk o jen a vulla seuraa v asti:

1. Asetetaan aluksi k aikille v älikk eille B 2 V � � �

:

F OLLO W (B ) :=
[

f FIRST (� ) � f � g j A ! �B� on G:n pro duktio g;

ja läh tösym b olille S lisäksi:

F OLLO W (S) := F OLLO W (S) [ f � g:

2. Sitten toistetaan, kunnes F OLLO W-jouk ot eiv ät enää k asv a: kullekin pro duktiolle

A ! �B� , missä � 2 FIRST (� ) , asetetaan:

F OLLO W (B ) := F OLLO W (B ) [ F OLLO W (A):

5.6.7 LL(1)-kielien v ah v emmat sisarukset

Edellä esitett y rekursiivisen jäsen tä jän idea v oidaan yleistää tapaukseen, jossa k seu-

raa v aa merkkiä määrää v ät yksik äsitteisesti, mik ä sään tö v alitaan kullakin v asemman

johdon jäsenn ysask eleella. Tällaisia kieliopp eja kutsutaan LL(k)-kieliop eiksi (� l eft to

right sc an, pr o ducing l eft p arse with k symb ol lo okahe ad �).

Esimerkki 5.26 L aaditaan jäsennin, jol la voi tutkia, onko annettu merkkijono lail-

linen html:n <ol>- tai <ul>-listar akenne. Yksinkertaisuuden vuoksi oletamme, että

sisäkkäisiä listoja saa ol la r ajoittamattoman p aljon, ja jokaise en listaan on tal le-

tettu vähintään yhden kirjaimen alkio (ei siis sal lita tyhjiä listoja). Välilyönnit ja

rivinvaihdot jätetään huomiotta (voit olettaa, että ne on p oistettu esipr osessoinnin

aikana).

Listar akente et kuvaava kielioppi on seur aava:

S ! < ol > L < =ol > j < ul > L < =ul > jT
L ! < li > S j < li > SL
T ! AT jA
A ! ajbj:::jz

A :n säännöissä voi luetel la kaikki tekstissä sal litut merkit. T siis vastaa tekstin

tuottamisesta.



5.6. REKURSI IVISESTI ETENEV Ä JÄSENT ÄMINEN 151

Otetaan käyttö ön uudet apusymb olit: B , C , D , E , F . Nyt kielioppi on seur aava:

S ! BLC jDLE jT
L ! F SjF SL
T ! AT jA
A ! ajbj:::jz
B ! < ol >
C ! < =ol >
D ! < ul >
E ! < =ul >
F ! < li >

Näemme, että tarvitaan LL (2) -muoto a: seur aavan jäsennysaskele en valitsemiseksi

täytyy kurkistaa etukäte en kaksi seur aavaa syötemerkkiä. Ongelma voidaan kuiten-

kin kiertää apurutiinil la nexttok en , joka luke e seur aavan sanan välimerkkiin tai ri-

vin loppuun saakka.

Jäsennin pseudoko o dina:

/*Apurutiini: */

char* nexttoken(); /* lue seur aava �sana� välilyöntiin */

/* rivinvaihto on tai '<'-merkkiin saakka. Hypp ää */

/* alussa olevien välilyöntien yli */

/* Seur aava osanen: */

char* token;

function S f

if (token == 00< ol > 00) f /* S ! BLC */

token = nexttoken;

L ;

if ( token! = 00< =ol > 00

) ERR OR;

g

else

if ( token == 00< ul > 00

) f /* S ! ELF */

token = nexttoken;

L ;

if ( token! = 00< =ul > 00

) ERR OR;

g

else T ; /* S ! T */
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g

function L f

if ( TOKEN == 00< li > 00

) f /* L ! F S */

token = nexttoken;

S;

if ( token == 00< li > 00

) /* L ! F SL */

L ;

g

else ERR OR;

g

function T f /* lue normaali teksti */

while ( token[0]! =0< 0

)

token = nexttoken;

g

Vielä laa jempi kieliluokk a saadaan, kun sim uloidaan merkkijon oik eaa joh toa rekur-

siivisesti. LR(1)-kieliopissa (� l eft to righ t scan, pro ducing r igh t parse with 1 sym b ol

lo ok ahead�) jäsenn ys etenee oik ealta v asemmalle (ts. la v ennetaan aina oik eanpuolim-

maisin v älik esym b oli) ja seuraa v a merkki määrittelee yksik äsitteisesti k ä ytettä v än

säännön. V astaa v asti LR(k)-kielissä seuraa v at k merkkiä määrittä v ät seuraa v an joh-

toask eleen. LR -jäsen tä jän laatiminen on kuitenkin v aik eampaa kuin LL -jäsen tä jän,

eik ä siihen p erehdytä tällä kurssilla. Lisää tietoa lö yt yy esim. Sudk ampin kirjasta

sek ä k ään tä jiä k äsittelev ästä kirjallisuudesta.

LR (1) -kielet o v at h yvin tärk eä kieliluokk a, sillä ne määrittelev ät täsmäl le en kaikki

deterministiset kielet ts. kielet, jotk a v oidaan tunnistaa deterministisellä pinoauto-

maatilla! LR (k) -kielet eiv ät ole laink aan v ah v empia, sillä k aikki LR (k) -kielet v oi-

daan esittää ekviv alen ttina LR (1) -kielenä. Lisäksi tiedetään, että limk!1 LL (k) =
LR (1) .

Kä ytännössä esimerkiksi ohjelmoin tikielet jäsennetään LR (1) -jäsen timellä, m utta

yh tä h yvin v oisimme k ä yttää LL (k) -jäsennin tä, kun k on v ain määritelt y tarp eeksi

isoksi.

Seuraa v a ongelma, aritmeettisen lausekk een jäsenn ys ja arv on ev aluoin ti oik eassa

lask en ta järjest yksessä, ei ratk ea LL -jäsen timellä. Se v oitaisiin ratk aista LR -jäsen timellä,

m utta pienellä virit yksellä m y ös LL -t yyppinen jäsenn ys saadaan toimimaan.



5.6. REKURSI IVISESTI ETENEV Ä JÄSENT ÄMINEN 153

Esimerkki 5.27 L aaditaan aritme ettinen laskin, jol la voi suorittaa etumerkil listen

kokonaislukujen yhte en-, kerto- ja vähennyslaskuop er aatioita. Ide ana on, että lausek-

ke en arvo a evaluoidaan sitä mukaa, kun jäsennys etene e. Selvyyden vuoksi vaadi-

taan, että etumerkil listen lukujen ymp äril lä on aina sulut. Kielioppi on siis seur aava:

E ! E + TjE � TjT
T ! T � F jF
F ! N j(+ N )j(� N )j(E) ,

missä N vastaa kokonaislukua.

Kielioppia ei v oi esittää LL (1) -m uo dossa (säännöil lä E ! T + E jne.), sil lä

sil loin laskujärjestys ei mene oikein. Ongelma voidaan kuitenkin kiertää help osti,

kun huomaamme, että E = T(+ T [ � T)�

. E voidaan siis toteuttaa yhtenä while-

silmukkana, joka kutsuu T :tä niin kauan kuin uusia termejä löytyy.

Evaluointisäännöt voidaan esittää ns. attribuuttikielioppina , jossa välikkeisiin liit-

tyy attribuutteja. Seur aavassa attribuutti v kerto o lausekke en, termin,tekijän tai ko-

konaisluvun arvon. Mikäli säännössä esiintyy kaksi samaa välikettä, on ne er otettu

alaindekseil lä.

Pro duktiot: Ev aluoin tisäännöt:

E ! E + T E1:v := E2:v + T:v
E ! E � T E1:v := E2:v � T:v
E ! T E:v := T:v
T ! T � F T1:v := T2:v � F:v
T ! F T:v := F:v
F ! N F:v := N:v
F ! (+ N ) F:v := N:v
F ! (� N ) F:v := � 1 � N:v)
F ! (E) F:v := E:v

Nyt esimerkiksi lausekke en 7 � 3 � 2 + (5 � 3) laskenta voidaan esittää kuvan 5.8

mukaisena jäsennyspuuna.

A ritme ettinen kokonaislukulaskin pseudoko o dina:

/*Apurutiinit: */

char getnext; /* lue seur aava merkki */
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(
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Kuv a 5.8: Lausek etta 7� 3 � 2 + (5 � 3) v astaa v a jäsenn yspuu. A ttribuutti v k erto o

kunkin osalausekk een arv on.

int isDigit(char c); /* onko c lukumerkki? */

int r e adnumb er; /* lue koko luku ja p alauta sen arvo */

void ERR OR; /* virhe enkäsittely */

/* Seur aava merkki: */

char next ;

int function E f

int val ;

val = T ;

while (( next == 0 + 0

) or ( next == 0 � 0

)) f

if (next == 0 + 0) f /* rule E ! E + T */

next = getnext;

val+ = E ;

g

else

if ( next == 0 � 0

) f /* rule E ! T � E */

next = getnext;

val� = E ;
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g
g

r eturn val ;

g

int function T f

int val ;

val = F ;

while ( next == 0 � 0

) f /* rule T ! F � T */

next = getnext;

val� = T ;

g

r eturn val ;

g

int function F f

int val

if (isDigit (next)) f /* rule F ! N */

val = readnumber;

r eturn val ;

g

else

if (next == 0 (0) f
next = getnext;

if (next == 0 + 0) f /* rule F ! (+ N ) */

next = getnext;
val = readnumber;

if (next! = 0)0) ERROR ;

next = getnext;

r eturn val ;

g

else f /* rule F ! (� N ) */

if (next == 0 � 0) f
next = getnext;
val = readnumber;

if (next! = 0)0) ERROR ;

next = getnext;

r eturn � 1 � val ;
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g

else f /* rule F ! (E) */

val = E ;

if (next! = 0)0) ERROR ;

next = getnext;

r eturn val ;

g
g

g

else ERROR ;

g

 

deterministiset

kontekstittomat kielet

=LR(1)-kielet

tunnistus:
epädeterministinen
pinoautomaatti

LL(k)-kielet

säännölliset kielet

=lineaariset kielet
tunnistus:

äärellinen automaatti

tunnistus:
deterministinen pinoautomaatti

nämä ovat luonnostaan
moniselitteisiä

yksiselitteiset kielet

kontekstittomat kielet

Kuv a 5.9: Kuv a k on tekstittomien kielten alaluokkien v älisistä suh teista.
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5.7 CYK-jäsenn ysalgoritmi

LL -jäsenn yksessä tutkimme, v oik o läh tösym b olista tuottaa annetun merkkijonon,

m utta yh tä h yvin v oimme edetä merkkijonosta taaksepäin ja tutkia saa vutammek o

läh tösym b olin. Tällaista alhaalta ylöspäin etenev ää jäsenn ystä kutsutaan b ottom-up -

jäsenn ykseksi erotuksena ylhäältä alas etenev ästä top-down -jäsenn yksestä. Esittele-

mämme top-do wn menetelmä so v eltui v ain h yvin pienelle kieliluok alle, LL -kielille.

P eriaatteessa v oisimme laatia saman tapaisen top-do wn-jäsen timen mille tahansa

k on tekstittomalle kielelle m uun tamalla sen ensin em. Greibac hin normaalim uoto on.

Tämänm uotoisella kieliopilla millä tahansa n merkin mittaisella lauseella on n :n

ask eleen joh to. Merkkijonon x , jxj = n , kuuluminen tuotettuun kieleen v oidaan tes-

tata k ä ymällä läpi k aikki n ask eleen mittaiset johdot ja k atsomalla, tuottaak o jokin

niistä x :n. Tämä on kuitenkin toiv ottoman tehoton ta, sillä jok aisessa epätriviaalissa

kieliopissa on n ask eleen mittaisia joh to ja eksp onen tiaalinen määrä!

Sen sijaan Co cke�Y ounger�Kasami- eli CYK-algoritmi on v arsin tehok as tapa jä-

sen tää mik ä tahansa kieli alhaalta ylöspäin. Algoritmi toimii a jassa O(n3) , missä

n on tutkitta v an merkkijonon pituus. Kieliopin on olta v a Chomskyn normaalimuo-

dossa , m utta onneksi mik ä tahansa k on tekstiton kielioppi v oidaan aina m uun taa

Chomskyn normaalim uoto on!

5.7.1 Chomskyn normaalim uoto

Määritelmä 5.11 Kontekstiton kielioppi G = ( V;� ; P; S) on Chomskyn

normaalim uo dossa , jos

� Välikkeistä enintään S on tyhjentyvä (engl. nul lable), eli S)
G

� �

� Muut pr o duktiot ovat muoto a A ! BC tai A ! a, missä A; B ja C

ovat välikkeitä ja a on p äätemerkki

� Lisäksi vaaditaan yksinkertaisuuden vuoksi, että lähtösymb oli S ei

esiinny minkään pr o duktion oike al la puolel la

Esimerkiksi seuraa v a kielioppi on Chomskyn normaalim uo dossa:

S ! AB j�
A ! BA ja
B ! b
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5.7.2 Co c k e�Y ounger�Kasami-algoritmi

Co c k e�Y ounger�Kasami-algoritmi eli CYK-algoritmi ratk aisee jäsenn ysongelman,

onk o x 2 L(G) eli S)
G

� x , kun kielioppi G on Chomskyn normaalim uo dossa. Ellei

G ole Chomskyn normaalim uo dossa, se v oidaan aina m uun taa siihen.

Algoritmi p erustuu dynaamiseen ohjelmoin tiin eli v älitulosten tauluk oin tiin.

Algoritmi:

1. Jos x = � , niin x 2 L(G) , S ! � on G:n pro duktio

2. Muuten merkitään x = a1 : : : an ja lask etaan x :n osa jonot tuotta vien v älikk ei-

den jouk ot

N i;j = f A 2 V n � j A)
G

� ai : : : aj g; 1 � i � j � n

3. Lopussa pätee x 2 L(G) , S 2 N1;n

Jouk ot N i;j lask etaan rekursiivisesti. T uloksena saadaan k olmiomainen taulukk o:

a1 a2 a3 a4 a5

N1;1

N1;2 N2;2

N1;3 N2;3 N3;3

N1;4 N2;4 N3;4 N4;4

N1;5 N2;5 N3;5 N4;5 N5;5

T auluk on sarakk eet v astaa v at merkkijonon p ositioita. T auluk on paikk a N i;j sisältää

jouk on v älik esym b oleita A , joille A)
G

� ai ai +1 : : : aj . T auluk on jok ainen diagonaali

v astaa tiet yn pituisia x :n osa jono ja:

� 1. diagonaali � v älikk eet, jotk a tuotta v at yhden merkin osa jonot

� 2. diagonaali � v älikk eet, jotk a tuotta v at k ahden merkin osa jonot jne.

T aulukk o tä ytetään seuraa v asti:
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(i) Lask etaan ensin for i = 1 to n :

N i;i := f A 2 V n � j A ! ai on G:n pro duktio g;

(ii) Lask etaan sitten induktiivisesti

for k = 1 to n � 1

for i = 1 to n � k

/* Lask etaan N i;i + k : */

for l = 0 to k � 1

/* T utkitaan N i;i + l ja N i + l+1 ;i + k : */

N i;i + k = N i;i + k [ f A j A ! BC on G:n

pro duktio ja B 2 N i;i + l ja C 2 N i + l+1 ;i + kg

Ask eleessa (i) k ä ymme läpi ensimmäisen diagonaalin ja sijoitamme N i;i :hin k aikki

sy ötemerkin ai tuotta v at v älikk eet. Muut diagonaalit k ä ydään ask eleessa (ii). P aik an

N i;i + k tä yttämiseksi tutkitaan k aikki mahdolliset v älik eparit BC , missä B sijaitsee

N i;i + l :ssä ja C Ni + l+1 ;i + k :ssa. Sijoitetaan N i;i + k :hon k aikki sellaiset v älikk eet A , joille

kieliopissa on sään tö A ! BC . Jos sellaisia ei lö ydy , tulee N i;i + k :hon ; .

Ask eleen (ii) idea on seuraa v a: tutkittaessa v älikk eitä, joista v oi joh taa k aikki k +
1:n mittaiset osa jonot ai ai +1 :::ai + k , tunnetaan jo k aikki v älikk eet, joista lyh y emmät

osa jonot v oitiin joh taa.

Esimerkiksi paikk aan N i;j tulev at sellaiset v älikk eet A , joilla A)
G

� ai ai +1 :::aj . Tä-

män johdon tä yt yy alk aa ask eleella A ) BC , missä B :stä v oidaan joh taa ai :::aj :n

pre�ksi, esim. B)
G

� ai ai +1 :::al , ja C :stä v oidaan joh taa loput: C)
G

� al+1 al+2 :::aj . Nyt

B lö yt yy v almiina tauluk on paik asta N i;l ja C paik asta N l+1 ;j , jos ne ylipäänsä o v at

olemassa. Mahdollisia tauluk on paikk o ja on kuitenkin useita, sillä k aikki yli k ahden

pituiset merkkijonot v oidaan jak aa usealla tapaa k ah teen osaan. l v oidaan siis v alita

monella tapaa ( l = 1 tai l = 2 tai ... l = j � 1). Esimerkiksi N3;7 :ta v arten tark as-

tellaan k aikkia pareja

(N3;3; N4;7); (N3;4; N5;7); (N3;5; N6;7); (N3;6; N7;7)

160 LUKU 5. KONTEKSTITTOMA T KIELET JA PINO A UTOMAA TIT

Esimerkki 5.28 Sovel letaan CYK:iä Chomskyn normaalimuotoise en kielioppiin G:

S ! AB j BC
A ! BA j a
B ! CC j b
C ! AB j a

syötemerkkijonol la x = baaba:

i !
1 : b 2 : a 3 : a 4 : b 5 : a
B

S; A A; C
; B A; C
; B S; C B

S; A; C S; A; C B S; A A; C

L ähtösymb oli S kuuluu joukko on N1;5 , joten x kuuluu kieliopin tuottamaan kiele en

L(G) .

T utkitaan sitten merkkijono a ababab:

i !
1 : a 2 : b 3 : a 4 : b 5 : a 6 : b
A; C
S; C B
B A; S A; C
B S S; C B

A; S ; B A; S A; C
S; C ; B S; C S; C B

Siis ababab2 L(G) .

Jäsenn ystä v oi joskus help ottaa v alitsemalla pääteaakk oston sopiv asti. P ääteaak-

k osten ei tarvitse olla yksittäisiä kirjaimia, v aan ne v oiv at olla m y ös kielen �ato-

misia� sano ja (osasia, joista pidemmät sanat k o ostuv at). Jos kieliopissa on sään tö

A ! w , missä w k o ostuu v ain päätemerk eistä, v oidaan w v alita uuden aakk oston

päätesym b oliksi.
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Esimerkki 5.29 T arkastel laan seur aavaa Kissastanian kielen mukaista kielioppia

Gmiu :

S ! miuSmaujmiu jmaujU
U ! Uuju

V alitaan p ääte aakkostoksi � = f miu; mau; ug. Chomskyn normaalimuoto on muun-

nettuna saadaan kielioppi

S ! IW jUUjmiu jmauju
W ! SA
U ! UUju
I ! miu
A ! mau

T utkitaan CYK-algoritmil la, kuuluuko merkkijono miumiuuumaumau kiele en:

i !
1 : miu 2 : miu 3 : u 4 : u 5 : mau 6 : mau

S; I
; S; I
; ; S; U
; ; S; U S; U
; S W ; S; A
S W ; ; W S; A

Siis miumiuuumaumau 2 L(Gmiu ) .

5.7.3 Apuk eino CYK:in sim uloimiseen

CYK-algoritmissa edetään siis diagonaaleittain, kunnes tullaan v asempaan alakul-

maan. Mik äli merkkijonon pituus on n , tä yt yy k ä ydä läpi n diagonaalia. 1. dia-

gonaalin i :n teen sarakk eeseen tulev at v ain ne v älikk eet A , joilla on sään tö A ! ai .

Seuraa villa diagonaaleilla ruutu tä ytetään edellisten diagonaalien sisällön p erusteel-

la.
V oit kuvitella mielessäsi (tai ask arrella piirtoheitink alv osta!) �mittanauhat� (Kuv a

5.10), joiden a vulla m uistat, mitä edeltä vistä ruuduista tä yt yy tutkia ruudun tä yttä-

miseksi. 2. diagonaalilla mitan pituus on 2 ja k :nnellä diagonaalilla mitan pituus on
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k . Huomaa, että k ahden pituisen mitan v oi asettaa v ain yhdellä tapaa taulukk o on,

m utta k olmenpituisella mitalla on jo k aksi v aih to eh toista tapaa. k :nnella diagonaa-

lilla tarvitta via k :n pitusia �mittanauho ja� on siis jo k � 1 kpl.

a1 a2 a3 a4a0

a1 a2 a3 a4a0

a1 a2 a3 a4a0a1 a2 a3 a4a0

a1 a2 a3 a4a0

3. kierros

5. kierros

1. kierros 2. kierros

4. kierros

5:n pituiset mittanauhat:

4:n pituiset mittanauhat:3:n pituiset mittanauhat:

ei mittanauhoja 2:n pituinen mittanauha:

Kuv a 5.10: CYK:in sim uloin ti. T aulukk oa k ä ydään läpi diagonaaleittain, ja diago-

naalin jok a ruudussa so vitetaan k aikkia annetuista �mittanauhoista�. Mittanauhan

päiden k ohdalla olev at ruudut tutkitaan, ja mik äli niissä oleville v älikk eille B ja C

lö yt yy sään tö A ! BC , sijoitetaan A sen hetkiseen ruutuun.

5.8 Muunnos Chomskyn normaalim uoto on

Mik ä tahansa k on tekstiton kielioppi v oidaan m uun taa Chomskyn normaalim uoto on

seuraa v alla menetelmällä:

1. P oistetaan läh tösym b oli pro duktioiden oik ealta puolelta (jos tarp een).

2. P oistetaan � -pro duktiot.
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3. P oistetaan yksikk öpro duktiot A ! B .

4. P oistetaan �ylipitk ät� pro duktiot A ! X 1X 2:::X k , k > 2.

1. Läh tösym b olin p oisto säännön oik ealta puolelta

Läh tösym b oli tä yt yy p oistaa pro duktioiden oik ealta puolelta ainoastaan, jos kieleen

kuulu t yhjä merkkijono � . Tällöin näet sään töpari S ! � ja A ! SS joh taisi siihen,

että A v oisi m uun tua � :ksi. Mik äli et ole v arma läh tösym b olin p oiston tarp eellisuu-

desta, k annattaa se tehdä k aik en v aralta.

Läh tösym b olin S p oisto tapah tuu yksink ertaisesti lisäämällä uusi läh tösym b oli S0

ja sille pro duktio S0 ! S. Nyt sään tö jen oik ealla puolella esiin t yv ä S ei enää ole

läh tösym b oli.

2. � -pro duktioiden p oistaminen

Olk o on G = ( V;� ; P; S) k on tekstiton kielioppi. Välik e A 2 V n � on tyhjentyvä , jos

A)
G

� � .

Mistä tahansa k on tekstittomasta kieliopista G v oidaan m uo dostaa ekviv alen tti kie-

lioppi G0

, jossa enin tään läh tösym b oli on t yhjen t yv ä. Kä ytännössä v oimme siis tuot-

taa kieliopin, jossa ei esiinn y � -sään tö jä m uualla kuin läh tösym b olin säännöissä.

Läh tösym b olin t yhjen t ymistä ei v oida v älttää, jos � 2 L(G) .

1. Selvitetään ensin G:n t yhjen t yv ät v älikk eet (NULL-joukk o) seuraa v asti:

(i) asetetaan aluksi

NULL := f A 2 V n � j A ! � on G:n pro duktio g;

(ii) toistetaan sitten seuraa v aa NULL-jouk on laa jenn usop eraatiota, kunnes

joukk o ei enää k asv a:

NULL := NULL [

f A 2 V n � j A ! B1 : : : Bk on G:n pro duktio,

B i 2 NULL k aikilla i = 1; : : : ; kg:

2. Tämän jälk een k orv ataan kukin G:n pro duktio A ! X 1 : : : X k k aikkien sel-

laisten pro duktioiden jouk olla, jotk a o v at m uotoa

A ! � 1 : : : � k ; missä � i =
�

X i ; jos X i =2 NULL;

X i tai �; jos X i 2 NULL.
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3. Lopuksi p oistetaan k aikki m uotoa A ! � olev at pro duktiot. Jos p oistetta v a-

na on m y ös pro duktio S ! � , otetaan m uo dostetta v aan kielioppiin G0

uusi

läh tösym b oli S0

ja sille pro duktiot S0 ! S ja S0 ! � .

Esimerkki 5.30 Poistetaan � -pr o duktiot seur aavasta kieliopista:

S ! A j B

A ! aBa j � ) ( NULL = f A; B; Sg)

B ! bAbj �

S ! A j B j �

A ! aBa j aa j � )

B ! bAbj bbj �

S0 ! S j �

S ! A j B

A ! aBa j aa

B ! bAbj bb

3. Yksikk öpro duktioiden p oistaminen

Pro duktio m uotoa A ! B , missä A ja B o v at v älikk eitä, on yksikköpr o duktio (engl.

unit pro duction).

Mistä tahansa k on tekstittomasta kieliopista G v oidaan m uo dostaa ekviv alen tti kie-

lioppi G0

, jossa ei ole yksikk öpro duktioita.

Olk o on kielioppi taas G = ( V;� ; P; S) .

1. Selvitetään ensin G:n kunkin v älikk een �yksikk öseuraa jat� seuraa v asti:

(i) asetetaan aluksi kullekin A 2 V � � :

F (A) := f B 2 V � � j A ! B on G:n pro duktio g;

(ii) toistetaan sitten seuraa via F -joukk o jen laa jenn usop eraatiota, kunnes jou-

k ot eiv ät enää k asv a:

F (A) := F (A) [
[

f F (B) j A ! B on G:n pro duktio g:
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2. Tämän jälk een p oistetaan G:stä k aikki yksikk öpro duktiot ja lisätään niiden

sijaan k aikki mahdolliset pro duktiot m uotoa A ! ! , missä B ! ! on G:n

ei-yksikk öpro duktio jollakin B 2 F (A) .

Esimerkki 5.31 Poistetaan yksikköpr o duktiot e del lä saadusta kieliopista

S0 ! S j �

S ! A j B

A ! aBa j aa

B ! bAbj bb:

Välikkeiden yksikköseur aajat ovat: F (S0) = f S; A; Bg, F (S) = f A; B g, F (A) =
F (B) = ; . Korvaamal la yksikköpr o duktiot e del lä esitetyl lä taval la saadaan kielioppi

S0 ! aBa j aa j bAbj bbj �

S ! aBa j aa j bAbj bb

A ! aBa j aa

B ! bAbj bb

4. Ylipitkien pro duktioiden A ! X 1 : : : X k , k > 2 p oisto

Lopuksi tä yt yy vielä p oistaa oik ealta puolelta merkkijonot, joissa on enemmän kuin

k aksi v älik esym b olia. tällaisia �laittomia� sään tö jä esimerkiksi A ! BbC ja A !
abcd. Samalla m uutetaan jouk ossa olev at päätesym b olit sopiviksi v älikk eiksi.

1. Lisätään kielioppiin kutakin päätemerkkiä a v arten uusi v älik e Ca ja sille pro-

duktio Ca ! a. K orv ataan sään tö jen oik ealla puolella esiin t yv ät päätemerkit

a v astaa villa uusilla v älikk eillä Ca .

2. K orv ataan jok ainen ylipitk ä pro duktio A ! X 1 : : : X k , k > 2 pro duktio jou-

k olla

A ! X 1A1

A1 ! X 2A2

.
.

.

Ak� 2 ! X k� 1X k ;

missä A1; : : : ; Ak� 2 o v at jälleen uusia v älikk eitä.
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T arkk aan ottaen uusi pro duktio joukk o on siis oik eastaan

A ! X 0
1A1

A1 ! X 0
2A2

.
.

.

Ak� 2 ! X 0
k� 1X

0
k ;

missä

X 0
i =

�
X i ; jos X i 2 V n �;
Ca; jos X i = a 2 �)

Lopuksi v oidaan vielä p oistaa k aikki turhat v älikk eet ja pro duktiot.

Esimerkki 5.32 Muunnetaan Chomskyn normaalimuoto on kielioppi

S ! aBCd j bbb

B ! b

C ! c

T uloksena saadaan kielioppi

S ! CaS1
1

S1
1 ! BS1

2

S1
2 ! CCd

S ! CbS2
1

S2
1 ! CbCb

B ! b

C ! c

Ca ! a

Cb ! b

(Cc ! c)

Cd ! d

5.9 K on tekstittomien kielten ominaisuuksia

K on tekstittomilla kielillä on monia kiinnosta via ominaisuuksia.
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5.9.1 K on tekstittomien kielten sulk eumaominaisuudet

K on tekstittomille kielille pätee joitain saman tapaisia sulk eumaominaisuuksia kuin

säännöllisille kielille.

Lause 5.5 Olko on L1 ja L2 kontekstittomia kieliä. Täl löin myös

1. L1
S

L2 (kielten yhdiste)

2. L1L2 (kielten katenaatio)

3. (L1)�

(kielen sulkeuma)

4. (L1)R

(kielen käänteiskieli)

ovat kontekstittomia.

Huom! K on tekstittomat kielet eiv ät kuitenk aan ole suljettuja leikk auksen ja k omple-

men tin suh teen! Jos L1 ja L2 o v at k on tekstittomia, ei L1 \ L2 silti ole v älttämättä

k on tekstiton! Samoin L1 = � � n L1 (kielen k omplemen tti) ei v älttämättä ole k on-

tekstiton.

Esim. kielet L1 = f anbnck jn; k = 0; 1; :::g ja L2 = f akbncn jk; n = 0; 1; :::g o v at

k on tekstittomia. Kuitenk aan kieli L1 \ L2 = f anbncn jn = 0; 1; :::g ei ole k on tekstiton!

T oisaalta, jos L on k on tekstiton kieli ja R on säännöllinen kieli, niin L \ R on

k on tekstiton. (Ks. esim. Hop croft, Mot w ani, Ullman, teoreema 7.27.)

5.9.2 Ratk ea v at ja ratk eamattomat ominaisuudet

K on tekstittomia kieliä itseään k osk ev at ongelmat eiv ät suink aan kuulu k on tekstit-

tomien kielten luokk aan. Edellä olemme jo oppineet joitain k on tekstittomien kielten

ominaisuuksia, joita v oidaan ratk aista tietok oneella. Tärk ein tällainen ominaisuus

k osk ee jäsen tämistä: mille tahansa merkkijonolle x ja annetulle k on tekstittomalle

kieliopille G v oimme ratk aista, kuuluuk o x kieleen L(G) . T s. ongelma x 2 L(G)

on algoritmisesti ratk ea v a. Kulloinkin paras jäsenn ysmenetelmä riippuu annetus-

ta kielestä. Jos kielioppi v oidaan esittää LL(1)-m uo dossa, tarjoaa tämä tehokk aan

(a jassa O(n) toimiv an) ja help on jäsenn ysmenetelmän. Ohjelmoin tikielten k ään tä-

jät puolestaan k ä yttä v ät LR(k)-jäsen tä jiä, kuten Unixin yacc - ja bison -ohjelmien

tuottamia jäsen tä jiä. Mieliv altaisen kieliopin taas v oimme aina m uun taa Chomskyn

normaalim uoto on ja jäsen tää CYK-algoritmilla a jassa O(n3) .
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Eräät tärk eistä k on tekstittomien kielten ominaisuuksista o v at kuitenkin ratk eamat-

tomia ongelmia. Tällaisia ongelmia o v at:

� Kahden kieliopin ekviv alenssi. T s. onk o L(G1) = L(G2) , missä G1 ja G2 o v at

k on tekstittomia kieliopp eja?

� Kahden pinoautomaatin ekviv alenssi. T s. onk o L(M1) = L(M2) , missä M1 ja

M2 o v at pinoautomaatteja.

� Annetun kieliopin moniselitteisyys Ambiguous(G)?

� Onk o annettu pinoautomaatti minimaalinen Minimal (M ) ?

� Onk o annetun m v. kieliopin kuv aama kieli k on tekstiton Context� f ree(L(G))?

Viimeiseen näistä ongelmista liitt yy k on tekstittomien kielten pumppauslemma, jolla

ihminen v oi osoittaa joitain kieliä ei-k on tekstittomiksi samaan tapaan kuin säännöl-

listen kielten pumppauslemmalla. Tämäk ään pumppauslemma ei kuitenk aan anna

k on tekstittom uuden v älttämättömiä v aan ainoastaan riittä v ät ehdot, eik ä pump-

pauslemmaa v oida so v eltaa algoritmisesti. Ongelma p ysyy siis yleisessä tapauksessa

ratk eamattomana.

5.10 *K on tekstittomien kielten ra joituksista

K on tekstittomille kielille v oidaan to distaa saman tapainen pumppauslemma kuin

säännöllisillekin kielille. Erona on v ain se, että n yt merkkijonoa (osat uvwxy ) on

pumpatta v a samanaik aisesti k ahdesta paik asta (osista v ja x ).

Lause 5.6 (K on tekstittomien kielten pumppauslemma eli uvwxy -lemma)

Olko on L kontekstiton kieli. Täl löin on olemassa sel lainen n � 1, että mikä tahansa

z 2 L , jzj � n , voidaan jakaa osiin z = uvwxy siten, että

(i) jvxj � 1,

(ii) jvwxj � n ,

(iii) uvi wxi y 2 L kaikil la i = 0; 1; 2; : : :
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Huomaa, että taas v ain äärettömät kielet o v at kiinnosta via. Kaikki äärelliset kielet

o v at jok a tapauksessa säännöllisiä eli m y ös k on tekstittomia.

T o distus:

� Olk. G = ( V;� ; P; S) Chomskyn normaalim uotoinen kielioppi L :lle. Tällöin

missä tahansa G:n jäsenn yspuussa, jonk a k ork eus (= pisimmän juuresta leh-

teen kulk ev an p olun pituus) on h , on enin tään 2h

leh teä. T s. mink ä tahansa

merkkijonon z 2 L jok aisessa jäsenn yspuussa on p olku, jonk a pituus on v ä-

hin tään log2 jzj

� Olk. k = jV � � j kieliopin G v älikk eiden määrä. Asetetaan n = 2 k+1

. T ark as-

tellaan jotakin z 2 L , jzj � n , ja sen jotakin jäsenn yspuuta

� ) puussa on p olku, jonk a pituus on � k + 1 . T ark astellaan tämän p olun

�alin ta� k + 1 :n pituista osaa. Tällä p olulla, jossa on k + 1 v älik että v astaa-

v aa solm ua ja v älikk eitä on k k appaletta, on siis jonkin v älikk een toistutta v a.

Olk o on A joku p olun toistuv a v älik e (ks. kuv a 5.11).

� Merkkijono z v oidaan n yt osittaa z = uvwxy , missä w on A :n alimmasta

ilmen t ymästä tuotettu osa jono ja vwx seuraa v aksi ylemmästä A :n ilmen t y-

mästä tuotettu osa jono; osa jonot saadaan johdosta

S ) � uAy ) � uvAxy ) � uvwxy

� K osk a S ) � uAy , A ) � vAx ja A ) � w , osa jono ja v ja x v oidaan �pumpata�

w :n ympärillä:

S ) � uAy ) � uvAxy ) � uv2Ax 2y ) � : : : ) �

uvi Ax i y ) � uvi wxi y

� ) uvi wxi y 2 L k aikilla i = 0; 1; 2; : : :

� K osk a kielioppi G on Chomskyn normaalim uo dossa ja A ) � vAx , on olta v a

jvxj � 1

� Ylemmästä A :n ilmen t ymästä alk a v an jäsenn yspuun p olun pituus on enin tään

k + 1 ) v astaa v an alipuun tuotokselle jvwxj � 2k+1 = n . 2

Esimerkki 5.33 Väite: kieli L = f akbkck j k � 0g ei ole kontekstiton.
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A

A
A

yx
x

xwv

v

vu

A

A

A

A

.
.

.

yxwvu

SS

)

Kuv a 5.11: K on tekstittoman kielen merkkijonon pumppaus.

T o d. V astaväite: L on kontekstiton. V alitaan p ar ametri n lemman mukaisesti ja

tarkastel laan merkkijono a z = anbncn 2 L . Täl löin z voidaan jakaa pump attavaksi

osiin

z = uvwxy; jvxj � 1; jvwxj � n:

Täl löin merkkijono vx ei voi sisältää sekä a:ta, b:tä että c:tä. Merkkijonossa u v0wx0y =
uwy on siten ylijäämä jotakin merkkiä muihin merkkeihin nähden eli uwy =2 L . R is-

tiriita. 2

5.11 K on tekstittomien kielten so v elluksia

Jäsen tä jät

Ohjelmoin tikieli v oidaan kuv ata k on tekstittomana kielioppina, jota v oidaan k äsitellä

jäsen tä jällä ( p arser ). Jäsen tä jä on k ään tä jän osa, jok a tutkii ohjelman rak en teen ja

esittää sen jäsenn yspuuna Esim. UNIX tarjoaa k omennon yacc , jok a generoi jäsen-

tä jän annetusta k on tekstittomasta kieliopista yacc :ille annetaan sy ötteenä k on teks-

titon kielioppi ( yacc -notaatiossa säännön n uoli on k orv attu k aksoispisteellä), jonk a

jok aiseen sään tö ön v oidaan liittää C-k o o dina määritelt y toimin to. T oimin to suori-

tetaan aina, kun luo daan v astaa v a jäsenn yspuun solm u. T yypillisesti toimin to v ain

luo jäsenn yspuun solm un, m utta joissain so v elluksissa jäsenn yspuuta ei eksplisiitti-

sesti luo da, v aan toimin to tek ee jotain m uuta, esim. sisällyttää palan ob jektik o o dia

kyseiseen paikk aan.

Esimerkiksi seuraa v a kielioppi:

E ! I jE + EjE � E j(E)
I ! ajbjIa jIbjI 0jI 1
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annettaisiin yacc :ille m uo dossa:

Exp : Id f :::g

| Exp0+ 0Exp f :::g

| Exp0 � 0Exp f :::g

|

0(0Exp0)0 f :::g

;

Id : 'a' f :::g

| 'b' f :::g

| Id 'a' f :::g

| Id 'b' f :::g

| Id '0' f :::g

| Id '1' f :::g

;

missä f :::g sisältää jonkin toiminnon C-k o o dina.

Dokumen tin rak en teen kuv aus

Dokumen tin rak en teen kuv aukseen k ä ytettä v ät kielet kuten HTML, XML ja Latex

v oidaan esittää k on tekstittomina kieliopp eina. Tällaisen kielen merkkijonot o v at

dokumen tteja, joissa esiin t yy tiett yjä kielen seman tiikk aa kuv aa via merkk ejä ( tags ).

Esimerkiksi HTML-dokumen tissa <OL> ja </OL> määrittelev ät järjestet yn listan.

HTML-jäsennin tarkistaa, että dokumen tti on HTML:n syn taksin m uk ainen ja ohjaa

dokumen tin prosessoin tia. XML:llä puolestaan v oidaan kuv ata tekstin seman tiikk aa

� mitä tiet yt merkkijonot merkitsev ät. Esimerkiksi <ADDR>P erhosp olu 17 C 3,

33000 Kukk amäki</ADDR> k erto o, että osa jono on osoite.

5.12 Harjoituksia k on tekstittomista kielistä

1. Olk o on k on tekstiton kielioppi G = ( V;� ; P; S) , missä V = f A; B; C; D; S g[ � ,

� = f Jim; big; green; cheese; ateg ja säännöt P o v at:

A ! B jCA
S ! ADA
C ! bigjgreen
B ! cheesejJim
D ! ate
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Millaisia merkkijono ja kuuluu kieliopin G kuv aamaan kieleen kuuluu? Anna

joitain esimerkk ejä! Kuuluv atk o seuraa v at lauseet kieleen L(G) : �big big green

c heese�, �ate Jim big c heese�?

2. Millaisen kielen kuv aa seuraa v a kielioppi?

S ! aBjbA
A ! ajaSjbAA
B ! bjbSjaBB

3. Laadi k on tekstittomat kieliopit seuraa ville aakk oston � = f a; bg kielille:

a) L1f wwR j missä wR = anan� 1:::a0 kun w = a0a1:::ang

b) L2 = f wcwR j c 2 � g

4. Laadi seuraa v an kieliopin kuv aaman kielen tunnista v a äärellinen automaatti.

Mik ä on v astaa v a säännöllinen lausek e?

S ! aAjbB
A ! aSjbA
B ! bBj�

5. Laadi oik ealle lineaarinen kielioppi, jok a kuv aa seuraa v an automaatin tunnis-

taman kielen!

a,b

b

a

a

a,bb

aa

ab

0 1

2

3

4

6. *Laadi oik ealle lineaarinen kielioppi kielen f w 2 f a; bg� jw ei sisällä merkkijonoa abaag

kuv aamiseen!

7. Ulk oa v aruuden olioiden kielessä k aikki sanat noudatta v at Blurbsin m uotoa.

Blurb on Who ozit, jota seuraa yksi tai useampi Whatzit. Who ozit on kirjain
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'x', jota v oi seurata haluttu määrä 'y'-kirjaimia (m y ös nolla (0) k appaletta).

Whatzit on kirjain 'q', jota seuraa jok o kirjain 'z' tai 'd', jota seuraa Who ozit.

Anna Blurbsin kielen kuv aa v a k on tekstiton kielioppi. Osaatk o n yt laatia v as-

taa v an säännöllisen lausekk een? (Vihje: BNF.)

8. Säännöllisille lausekk eille pätee seuraa v a päättelysään tö:

Jos r = rs
S

t , niin r = ts�

, kun � =2 L(s) .

Osoita tämä sään tö to deksi k on tekstittomien kielioppien a vulla!

9. Laadi k on tekstiton kielioppi, jok a tuottaa seuraa v an esimerkin tapaiset, ra jat-

toman monista sisäkk äisistä for-silm uk oista ja alk eisop eraatioista a k o ostuv at

ohjelmoin tikielen lauseet:

for (i = N ; i < N ; i + +) {

for (j=N; j<N; j++) {

a;

}

}
missä N on jokin k ok onaisluku.

10. Kuv aa seuraa v anlaiset C-kielen ohjelmat k on tekstittomana kielioppina.

� funktio on m uotoa

fktt yyppi fktnimi(part yyppi par (,part yyppi par)

� )

{

fktrunk o

}
missä fktt yyppi v oi olla v oid tai in t ja part yyppi on in t

� fktrunk o on m uotoa i�ause tai sijoitus

� sijoitus on m uotoa m uuttuja=arv o;

� par ja m uuttuja o v at 1-kirjaimisia m uuttujan nimiä

� arv o on k ok onaisluku

� i�ause on m uotoa

if (eh to) i�ause sijoitus; tai

if (eh to) i�ause sijoitus; else i�ause sijoitus; tai

t yhjä merkkijono

� eh to on m uotoa (m uuttuja==arv o)
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11. Piirrä oheinen pinoautomaatti M :

M = ( f q0; q1; q2g; f a; bg; f Ag; �; q0; f q1; q2gg, missä

� (q0; a; �) = f (q0; A)g
� (q0; �; � ) = f (q1; � )g
� (q0; b; A) = f (q2; � )g
� (q1; �; A ) = f (q1; � )g
� (q2; b; A) = f (q2; � )g
� (q2; �; A ) = f (q2; � )g

Millaisen kielen M tunnistaa? T utki k aikki lask en tap olut sy ötteillä aab, abbja

aba! Hyv äksyyk ö M merkkijonot aabbja aaab?

12. Merkitään wR = merkkijono w tak ap erin kirjoitettuna (so. jos w = a1a2 : : : an ,

niin wR = an : : : a2a1 ). Merkkijono on palindromi, jos w = wR

(esimerkiksi

"isorik assik akissakirosi"). T ark astellaan aakk oston f a; bg palindromien m uo-

dostamaa kieltä P AL = f w 2 f a; bg j w = wR g.

a) Laadi kielen tuotta v a k on tekstiton kielioppi.

b) Muo dosta kielen tunnista v a pinoautomaatti.

13. Laadi k on tekstiton kielioppi, jok a tuottaa lukua 90 pienemmät ro omalaiset n u-

merot. Lukumerkit: L=50, X=10, V=5, I=1. Esim. XI I=12, XIV=14, XL=40,

XLIX=49. Yksink ertaisuuden vuoksi v oit olettaa, että t yhjä merkkijono esit-

tää lukua 0 ja merkkijono LXL lukua 90.

14. Muo dosta pinoautomaatti, jok a tunnistaa edellisen teh tä v änannon m uk aiset

lukua 90 pienemmät ro omalaiset n umerot!

15. Osoita, että seuraa v at kielet o v at k on tekstittomia! (Vihje: anna jok o kielen

kuv aa v a k on tekstiton kielioppi tai sen tunnista v a pinoautomaatti.)

a) f ambn jm � ng

b) f am bncpdqjm + n = p + qg

c) f uawbju; w 2 f a; bg� ; juj = jwjg

d) f am bn jn � m � 2ng

16. Kissastanian logiikk ak oulussa on edett y k on tekstittomiin kieliin. T unnin ai-

heena on seuraa v a kieli:

Nauk aisu v oi alk aa yhdellä tai useammalla miu :lla ja lopussa on yh tä mon ta

mau:ta. Välissä v oi olla yksi tai useampia u -kirjaimia. T ai nauk aisu on mau-

k aisu, jota seuraa yksi tai useampi au. Mauk aisu puolestaan alk aa miau :lla

tai mau:lla, jota seuraa yksi tai useampia u -kirjaimia.
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a) Anna kielen tuotta v a kielioppi.

b) Anna joitain esimerkk ejä kielen sanoista.

c) Laadi pinoautomaatti, jok a tunnistaa kielen.

17. Millaisen kielen oheinen pinoautomaatti M tunnistaa?

M = ( f q0; q1g; f a; bg; f A; A1; B ; B1; A; A 1; B; B 1g; �; q0; f q0g)

� (q0; a; �) = f (q1; A1)g
� (q0; b; �) = f (q1; B)g
� (q1; a; �) = f (q1; A1)g
� (q1; a; B) = f (q1; B1)g
� (q1; a; B1) = f (q1; � )g
� (q1; a; B) = f (q1; B1)g
� (q1; a; A1) = f (q1; A)g
� (q1; a; A1) = f (q1; A)g
� (q1; b; �) = f (q1; B)g
� (q1; b; A) = f (q1; � )g
� (q1; b; A1) = f (q1; B1)g
� (q1; b; A1) = f (q1; B1)g

18. Osoita, että seuraa v at kielet o v at deterministisiä:

a) f am bn jm 6= ng

b) f wcwR jw 2 f a; bg� g

c) f amcbm g
S

f amdb2m g

19. Osoita, että seuraa v at kieliopit o v at moniselitteisiä! Osaatk o laatia saman kie-

len kuv aa v an yksiselitteisen kieliopin?

(a) S ! aSbjSSj�

(b) S ! aSbjaaSbj�

20. Kieli L = f ai bj ck j i = j tai j = kg tiedetään luonnostaan moniselitteiseksi.

Anna kielen kuv aa v a kielioppi. P erustele miksi kielelle ei v oi an taa yksiselit-

teistä kielioppia!

21. Laadi kielioppi, jok a tuottaa kielen f am bncm+ n jm; n � 0g. Onk o laatimasi

kielioppi yksi- v ai moniselitteinen?

22. Mitä haittaa on siitä, jos kieli on luonnostaan moniselitteinen?
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23. Olk o on aakk osto � = f m; i; u; ag. T ark astellaan seuraa v aa kielioppia:

S ! miuNmauS jSmiauAj�
N ! miuNmau jU
U ! uUj�
A ! Aauj�

Anna merkkijonon miumiuuumaumaumiaumiauau v asen ja oik ea joh to sek ä

jäsenn yspuu! Onk o kielioppi yksi- v ai moniselitteinen?

24. Seuraa v a kielioppi on melk ein LL (1) -m uo dossa. Muunna se LL (1) -m uoto on!

S ! miuNmau jSnauU
N ! miuNmau jU
U ! Uuju

25. Tä yttääk ö seuraa v a kielioppi LL(1)-ehdon?

S ! (L)jpjq
L ! LandSjLorS jS

Millaisen kielen kielioppi kuv aa?

26. Laadi (pseudok o o dina) rekursiivinen jäsen tä jä kieliopin kuv aamalle kielelle

(Huom! Muunna ensin tarvittaessa LL(1):een!).

27. Olk o on L kieli, jonk a sanat k o ostuv at mistä tahansa tekstistä sek ä laillisista

sulkurak en teista. Esimerkiksi lause �(suuri) kissaeläin (jok o leijona tai tiik eri

f jotk a harvinaisia g tai sap elihammastiik eri f jok a sukupuutto on kuollut [ks.

tark emmin Kurten] � harmi � g tai leopardi) on viehättä v ä (m utta v aaralli-

nen!) tutta vuus.� kuuluu kieleen. V oit olettaa yksink ertaisuuden vuoksi, että

tekstiosuudet sisältä v ät v ain pieniä kirjaimia a..z sek ä v älily ön tejä.

Anna kielen kuv aa v a LL(1)-kielioppi ja suunnittele sille rekursiivinen jäsen tä-

jä!

28. T ark astellaan yksink ertaista ohjelmoin tikieltä, jonk a k aikki ohjelmat o v at m uo-

toa b e gin LA USE; end . LA USE v oi olla yksink ertainen sijoitus MUUTTU-

JA=TEKIJA;, MUUTTUJA=TEKIJA+TEKIJA; tai MUUTTUJA=TEKIJA-

TEKIJA;, missä TEKIJA on jok o m uuttuja a; :::; z tai etumerkitön k ok onaislu-

ku. T ai LA USE on while -rak enne: while (EHTO) do b e gin LA USE end . EHTO

puolestaan v ertailee k ah ta tekijää op eraatioilla <,<=,>,>=,==,<>.

Laadi kielelle kielioppi ja kuv aa, miten se jäsennetään rekursiivisesti!
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29. Laadi k on tekstiton kielioppi, jok a kuv aa yhden m uuttujan x p olynomeja. Yk-

sink ertaisuuden vuoksi v oit olettaa, että termien k ertoimet ja eksp onen tit o v at

yksin umeroisia k ok onaislukuja ja ensimmäinen termi on etumerkitön. T ermien

ei tarvitse olla missään tiet yssä järjest yksessä ja samanasteisia termejä v oi p o-

lynomissa olla useita. Anna seuraa vien merkkijono jen jäsenn yspuut kieliopis-

sasi: 2� x^ 2� 2� x + 1 , x � x^ 2� 1 + 2 � x^ 2� 3x , x , 5. Osaatk o laatia kielelle

rekursiivisen jäsen timen?

30. Laadi ohjelma, jok a m uun taa HTML-listarak en teet v astaa viksi latex-listoiksi.

HTML-listat o v at m uotoa <ul>(<li>text)+</ul> ja <ol>(<li>text)

+

</ol>

ja latexissa niitä v astaa v at listat nbegin{itemize}( nitem text)

+ nend{itemize}

ja nbegin{enumerate} ( nitem text)

+ nend{enumerate} . Huomaa, että si-

säkk äisiä listo ja v oi olla useita!

31. Muunna kielioppi

S ! (S)jA
A ! SSj�

Chomskyn normaalim uoto on. Esitä m y ös v äliv aiheet ( � -pro duktioiden p oisto,

yksikk öpro duktioiden p oisto)!

32. Muunna kielioppi

S ! ABC ja
A ! aAaaj�
B ! bBbbj�
C ! cCajc

Chomskyn normaalim uoto on. Esitä m y ös v äliv aiheet!

33. Sim uloi CYK-algoritmin toimin taa sen ratk aistessa, kuuluv atk o merkkijonot

bbaab, ababab ja aabba kieliopin

S ! ASjb
A ! SAja

tuottamaan kieleen. My ön teisissä tapauksissa esitä merkkijonoille kieliopin

m uk aiset jäsenn yspuut.

34. T ark astellaan kieltä L = f ai bj ck j i = j tai j = kg.

a) Laadi kielelle kielioppi, jok a on Chomskyn normaalim uo dossa.

b) Sim uloi CYK-algoritmia sy ötteellä aabbcc.

c) Lue k aikki merkkijonon jäsenn yspuut CYK-tauluk osta.
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35. T oteuta CYK-algoritmi tietok oneohjelmana kieliopille

S ! AB jBC
A ! BA ja
B ! CCjb
C ! AB ja

T estaa ohjelmaasi erilaisilla merkkijonoilla!

36. Millä ta v alla jäsen täisit seuraa v at kielet? P erusstrategia riittää.

a) HTML

b) Prop ositiologiik an lauseet, jotk a k o ostuv at atomilauseista A; B; :::; Z ja op e-

raatioista : , ^ , _ , ) , , , sek ä suluista.

c) C- tai P ascal-ohjelmak o o di

d) SQL-kysely

37. Olk o on L1 = f anb2ncm jn; m � og ja L2 = f anbm c2m jn; m � og. Onk o L1
T

L2

k on tekstiton kieli? P erustele v astauksesi!

38. Laadi tehok as algoritmi, jok a tutkii, onk o v älik esym b oli t yhjen t yv ä (ts. v oik o

se tuottaa � :in jossain lausejohdoksessa)!

39. Osoita, että k on tekstittomat kielet o v at suljettuja yhdisteen, k atenaation ja

sulk euman suh teen. T s. jos L1 ja L2 o v at k on tekstittomia, niin

a) L1
S

L2
b) L1L2

c) L �
1

o v at k on tekstittomia. (Vihje: oleta, että on olemassa pinoautomaatit M (L1)

ja M (L2) ja laadi sulk eumakielille pinoautomaatit.)

40. Kieltä f anbncn jn � 0g ei v oida tunnistaa ta v allisella pinoautomaatilla. V oisik o

sen tunnistaa, jos k ä ytössä olisi k aksipinoinen automaatti? Jos v oi, niin piirrä

k o. automaatin siirt ymäk aa vio ja sim uloi sen toimin taa! Jos ei, niin p erustele,

miksi ei!

41. Osoita k on tekstittomien kielten pumppauslemmalla, että kieli f ww w 2 f a; bg� g

ei ole k on tekstiton!

42. Osoita k on tekstittomien kielten pumppauslemmalla, että kieli f apjp on alkuluku g

ei ole k on tekstiton!



Luku 6

T uringin k oneet ja ra joittamattomat

kielet

Tässä luvussa tutustumme k aikk ein tärk eimpään k onet yyppiin, T uringin k oneisiin,

joilla v oidaan Chur chin-T uringin te esin m uk aan ratk aista mik ä tahansa mek aanisesti

ratk ea v a ongelma. T uringin k oneet o v at siis erittäin v ah v a lask ennan malli � v ah v em-

pi kuin äärelliset automaatit tai pinoautomaatit. T uringin k oneet tunnista v at k aikki

tunnistetta vissa olev at kielet Chomskyn kielihierarkian v ah vimmasta kieliluok asta,

r ajoittamattomista kielistä (t yyppi 0). T oisin sano en ne ratk aisev at k aikki ratk ea v at

päätösongelmat. My ös m uille t yypin 0 kielille v oidaan laatia T uringin k one, m utta

se ei p ysähdy k aikilla sy ötteillä.
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T uringin k oneiden a vulla v oidaan siis tutkia, onk o ongelma ylipäänsä ratk ea v a (k ek-

sitäänk ö sen ratk aisev a T uringin k one) sek ä analysoida ongelman v aativuutta (kuin-

k a mon ta aik a-ask elta tai t y önauhan solua k one tarvitsee t y össään).

Ra joittamattomien kielten luokk a on tapana jak aa k ah teen luokk aan sen p erus-

teella, p ysäh t yyk ö ongelman ratk aisev a T uringin k one k aikilla sy ötteillä (siis sek ä

h yv äksy essään että h ylätessään merkkijonon se lopulta p ysäh t yy ja palauttaa v as-

tauksen �kyllä� tai �ei�) v ai p ysäh t yyk ö se v ain h yv äksyv ässä tapauksessa (v astaus

�kyllä�). Ensimmäistä, aina p ysäh t yvien eli totaalisten T uringin koneiden tunnista-

maa kieliluokk aa kutsutaan R ekursiivisiksi kieliksi ja sitä v astaa v at päätösongelmat

o v at r atke avia ( solvable, de cidable ). T oista, v ain m y ön teisissä tapauksissa p ysäh t y-

viä k oneita v astaa v aa kieliluokk aa kutsutaan R ekursiivisesti numer oituviksi kieliksi

ja v astaa v at päätösongelmat o v at osittain r atke avia ( semide cidable ). Kieliluokkien

ulk opuolelle jää v ät tä ysin ratk eamattomat ongelmat. Huomaa, että m y ös osittain

ratk ea v at ongelmat luetaan ratk eamattomiin ongelmiin ( unsolvable, unde cidable ).

3

On syytä h uomata, että olemme h ypänneet k ok onaan yhden Chomskyn luok an, ni-

mittäin kontekstil listen kielten (luokk a 1) yli. Tieto jenk äsittelytieteen k annalta k on-

tekstillisten kielten luokk aa ei ole pidett y merkittä v änä, sillä k aikki k on tekstilliset

kielet v oidaan tunnistaa T uringin k oneiden a vulla ja toisaalta törmäämme k ä ytän-

nössä harv oin ongelmiin, jotk a olisiv at (ts. v astaa v at formaalit kielet olisiv at) k on-

tekstillisia, m utta eiv ät ra joittamattomia. Chomsky kuitenkin usk oi luonnollisten

kielten kuuluv an juuri tähän luokk aan.

6.1 Ch urc hin-T uringin teesi

Ch urc hin-T uringin teesi: Mik ä tahansa mek aanisesti ratk ea v a on-

gelma v oidaan ratk aista T uringin k oneella.

Mek aanisesti ratk ea v at ongelmat tark oitta v at algoritmisesti ratk ea via ongelmia, joil-

le v oimme laatia ratk aisualgoritmin jossain lask ennan mallissa. Esimerkiksi ohjel-

moin tikielet ja RAM-k oneet o v at lask en ta v oimaltaan ekviv alen tteja T uringin k o-

neiden k anssa. (My ös k aksipinoiset pinoautomaatit o v at yh tä v ah v o ja � ks. esim.

Hop croft-Mot w ani-Ullman: teoreema 8.13).Itse asiassa k aikki �riittä v än v ah v at� oh-

jelmoin tikielet määrittä v ät täsmälleen saman ratk ea vien ongelmien luok an. Tämä

joh tuu siitä, että millä tahansa riittä v än v ah v alla ohjelmoin tikielellä v oidaan laatia

3

Huom! Nimit yksillä r ekursiivinen ja r ekursiivisesti numer oituva ei ole paljonk aan tek emis-

tä tieto jenk äsittelytieteilijän ymmärtämän rekursion k anssa. T ermien hämää v ä alkup erä joh tuu

matemaatikk o jen (Gö del, Kleene) määrittelemistä rekursiivisista ja rekursiivisesti n umeroituvista

funktioista, joista k errotaan lisää ekskursiossa.
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kielet

kielet

luokka 1

luokka 2

luokka 3

2k{a   }

 
k k

k

{a b }

{a  }

luokka 0a

luokka 0b

kielet

Rekursiivisesti numeroituvat

Rekursiiviset

Kontekstiset kielet

Kontekstittomat kielet

Säännölliset kielet

Äärelliset

osittain ratkeavat
ongelmat

ratkeavat ongelmat

Ulkopuolella Ei-rekursiivisesti numeroituvat kielet

esim. pysähtymisongelma

ratkeamattomat ongelmat
tunnistus: Turingin kone

tunnistus:

tunnistus:

epädeterministinen 

Turingin kone syötteen pituuden

verran rajoitulla työnauhalla

tunnistus:

epädeterministinen pinoautomaatti

tunnistus: äärellinen automaatti

totaalinen Turingin kone

Kuv a 6.1: Chomskyn kielihierarkia tä ydennett ynä rekursiivisten ja rekursiivisisesti

n umeroituvien kielten luokilla.

k ään tä jä (oik eastaan tulkkiohjelma) mille tahansa toiselle ohjelmoin tikielelle. Mik ä

tahansa T uringin k one v oidaan toteuttaa tällaisen ohjelmoin tikielen ohjelmana ja

k ään täen (sama pätee esim. RAM-k oneelle) (ks. esim. Hop croft-Mot w ani-Ullman,

luvut 8.6.1 ja 8.6.2).

Chomskyn kielihierarkiassa ratk ea via ongelmia v astaa v at rekursiivisesti luetelta v at

kielet. Jos T uringin k one kyk enee ratk aisemaan kielen tunnistusongelman v ain osit-

tain, niin mik ään m uuk aan malli ei kyk ene ratk aisemaan sitä kuin osittain (ts. joil-

lain sy ötteillä lask en ta jatkuu ikuisesti...).

Huomaa, että yleensä algoritmiksi kutsutaan v ain sellaista algoritmia, jonk a las-

k en ta päätt yy aina, k aikilla sy ötteillä � ts. rekursiiviset eli ratk ea v at kielet. Ei ole

järk eä tehdä ohjelmaa, jok a ei k osk aan p ysähdy! Matematiik assakin termi �funktio�

on yleensä v arattu v ain lask etta vissa olev alle (rekursiiviselle) funktiolle, ja osittain

lask etta via funktioita kutsutaan osittais(rekursiivisiksi) funktioiksi.

Lopuksi k annattaa h uomata, että Ch urc hin-T uringin teesi on v ain teesi, ei teoreema

(lause): kuk aan ei ole v oin ut to distaa sitä oik eaksi. Kaikki tunnetut lask ennan mal-
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<> � � �

GNIRUT

�

q1 q2

q0

nauhapää:

ohjausyksikk ö:

nauha:

Kuv a 6.2: T uringin k one.

lit o v at kuitenkin osoittautuneet ekviv alen teiksi ja yleisesti sen usk otaan pätev än

k aikille lask ennan malleille. Jotkut o v at tosin sp ekuloineet, olisiv atk o ns. kv an ttitie-

tok oneet v ah v empia...

6.2 T uringin k oneet

T uringin k one on kuten äärellinen automaatti, jolla on toiseen suun taan ääretön t y ö-

nauha, jota v oi luk ea ja kirjoittaa merkki k errallaan. Sy öteaakk oston lisäksi k ä ytössä

on nauhan alkua merkitsev ä erik oismerkki > ja loppua merkitsev ä erik oismerkki < .

Loppumerkki �liikkuu� eteenpäin, kun sen päälle kirjoitetaan aakk oston sym b oli ts.

v oit a jatella, että k ok o loppunauha on tä ynnä loppumerkkiä <<<<< :::

Lask ennan alussa nauhalla on sy ötemerkkijono (ja loppu nauhasta t yhjä), nauha-

pää osoittaa ensimmäistä nauhapään paikk aa ja k one k ä ynnistetään alkutilassa q0 .

Kullakin lask en ta-ask eleella k one luk ee nauhapään k ohdalla olev an merkin, päät-

tää siirt ymäfunktion m uk aisesti uuden tilansa, kirjoittaa nauhapään k ohdalle uuden

merkin ja siirtää nauhapäätä yhden ask eleen v asemmalle tai oik ealle (ensimmäisen

paik an v asemmalle puolelle ei v oi kuitenk aan mennä). K oneella on sek ä h yv äksyv ä

lopputila qyes ja h ylk ää v ä lopputila qno (kun kyseessä on kielen tunnistaminen, jota

n yt k äsittelemme). K one p ysäh t yy , kun se saa vuttaa lopputilan.

T uringin k one eroaa äärellisestä automaatista siten että

� t y önauhalle v oidaan kirjoittaa

� t y önauhalla v oi liikkua sek ä v asemmalle että oik ealle

� t y önauha on ra joittamattoman pitk ä
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� kun lopputila on saa vutettu, k one p ysäh t yy

Esimerkki 6.1 L aaditaan kielen f akbkck jk � 0g tunnistava T uringin kone. Ide ana

on, että kone pitää kirjaa tap aamistaan a:sta, b:stä ja c:stä muuttamal la ne yksi

kerr al laan A :ksi, B :ksi ja C :ksi. Muutettuaan viimeisen a:n A :ksi se vielä tarkistaa,

ettei enää jäljel lä b:tä tai c:tä.

<=<; L

<=<; L

b=b; Ra=a; R

B=B; R
C=C; R

a=a; L
B=B; L
b=b; L
C=C; L

q0 q1 q2

q3q4

q5

a=A; R

B=B; R

b=B; R

C=C; R

c=C; L

A=A; R

a=A; R

B=B; R

Kuv a 6.3: Kielen f akbkck j k � 0g tunnista v a T uringin k one.

Huom! Sama voidaan r atkaista kaksipinoisel la pino automaatil la (harjoitustehtävä)

tai tietokone ohjelmana:

A=0; B=0; C=0;

while ((c=getchar())=='a')

A++;

while ((c=getchar())=='b')

B++;

while ((c=getchar())=='c')

C++;

if ((c==EOF) && (A==B) && (B==C))

printf(�Ok�);

else Err or;
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6.2.1 F ormaali määrittely

Määritelmä 6.1 T uringin k one on seitsikko

M = ( Q; � ; � ; �; q0; q

yes

; q

no

);

missä

� Q on kone en tilo jen äär el linen joukko;

� � on kone en sy öteaakk osto ;

� � � � on kone en nauha-aakk osto ; ol. että >; < =2 � ;

� � : (Q n f q

yes

; q

no

g) � (� [ f >; < g) ! Q � (� [ f >; < g) � f L; Rg on

kone en siirt ymäfunktio ;

� q0 2 Q on kone en alkutila ;

� q

yes

2 Q on kone en h yv äksyv ä ja q

no

2 Q sen h ylk ää v ä lopputila .

Siirt ymäfunktion arv oilta

� (q; a) = ( q0; b;�)

v aaditaan:

(i) jos b= > , niin a = > (alkumerkkiä ei saa siirtää);

(ii) jos a = > , niin b= > ja � = R (alkumerkin v asemmalle puolelle ei saa siirt y ä);

(iii) jos b = < , niin a = < ja � = L (loppumerkin saa kirjoittaa v ain en tisen

loppumerkin päälle ja silloin tä yt yy siirt y ä v asemmalle).

Siirt ymäfunktion arv on � (q; a) = ( q0; b;�) tulkin ta:

� Ollessaan tilassa q ja lukiessaan nauhamerkin (tai alku- tai loppumerkin) a,

k one siirt yy tilaan q0

, kirjoittaa luk emaansa paikk aan merkin b, ja siirtää nau-

hapäätä yhden merkkipaik an v erran suun taan � ( L � �left�, R � �righ t�).

� Sallittuja kirjoitetta via merkk ejä ja siirtosuun tia on ra joitettu, mik äli a = ` > '

tai ` < ' (yllä olev at k ohdat (i)�(iii)), ja siirt ymäfunktion arv o on aina määrit-

telemätön, kun q = q

y es

tai q = q

no

. Joutuessaan jompaan kumpaan näistä

tiloista k one p ysäh t yy heti.
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Määritelmiä

� K oneen tilanne on nelikk o

(q; u; a; v) 2 Q � � � � (� [ f � g) � � � ;

missä v oi olla a = � , mik äli m y ös u = � tai v = � .

� T ulkin ta: k one on tilassa q, nauhan sisältö sen alusta nauhapään v asemmalle

puolelle on u , nauhapään k ohdalla on merkki a ja nauhan sisältö nauhapään

oik ealta puolelta k ä ytet yn osan loppuun on v .

� Mahdollisesti on a = � , jos nauhapää sijaitsee aiv an nauhan alussa ( u = � )

tai sen k ä ytet yn osan lopussa ( v = � ). Ensimmäisessä tapauksessa a jatellaan,

että k one �ha v aitsee� merkin ` > ' ja toisessa tapauksessa merkin ` < '.

� A lkutilanne syötte el lä x = a1a2 : : : an on nelikk o

(q0; �; a1; a2 : : : an ):

� Tilannetta (q; u; a; v) merkitään yleensä yksink ertaisemmin (q; uav) , ja alku-

tilannetta sy ötteellä x yksink ertaisesti (q0; x) .

� Tilanne (q; w) johtaa suor aan tilan teeseen (q0; w0) , merkitään

(q; w) `
M

(q0; w0);

jos jokin seuraa vista ehdoista tä ytt yy: k aikilla q; q0 2 Q, u; v 2 � �

, a; b2 � ja

c 2 � [ f � g:

jos � (q; a) = ( q0; b; R) , niin (q; uacv) `
M

(q0; ubcv) ;

jos � (q; a) = ( q0; b; L) , niin (q; ucav) `
M

(q0; ucbv) ;

jos � (q; >) = ( q0; >; R ) , niin (q; �cv) `
M

(q0; cv) ;

jos � (q; <) = ( q0; b; R) , niin (q; u�) `
M

(q0; ub�) ;

jos � (q; <) = ( q0; b; L) , niin (q; uc�) `
M

(q0; ucb) ;

jos � (q; <) = ( q0; <; L ) , niin (q; uc�) `
M

(q0; uc) .

� Tilan teet, jotk a o v at m uotoa (q

y es

; w) tai (q

no

; w) eiv ät johda mihink ään m uu-

h un tilan teeseen. Näissä tilan teissa k one pysähtyy .
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� Tilanne (q; w) johtaa tilante ese en (q0; w0) , merkitään

(q; w)`
M

� (q0; w0);

jos on olemassa tilannejono (q0; w0) , (q1; w1) , . . . , (qn ; wn) , n � 0, siten että

(q; w) = ( q0; w0) `
M

(q1; w1) `
M

� � � `
M

(qn ; wn) = ( q0; w0):

� T uringin k one M hyväksyy merkkijonon x 2 � �

, jos

(q0; x)`
M

� (q

y es

; w) jollakin w 2 � � ;

m uuten M hylkää x :n.

(ts. h yv äksymiseen riittää, että pääsemme h yv äksyv ään lopputilaan, k ok o merk-

kijonoa ei v älttämättä tarvitse edes luk ea! Nauhalle saa luonnollisestikin jäädä

merkk ejä $ automaatit)

� K oneen M tunnistama kieli k o ostuu sy öteaakk oston merkkijonoista, joilla pääs-

tään alkutilasta h yv äksyv ään lopputilaan:

L(M ) = f x 2 � � j (q0; x)`
M

� (q

y es

; w) jollakin w 2 � � g:

6.2.2 T uringin k oneen esit ys siirt ymäk aa viona

T uringin k one v oidaan esittää an tamalla sen siirt ymäfunktio tai siirt ymäk aa viona

samaan tapaan kuin äärelliset automaatit (Kuv a 6.4).

Esimerkki 6.2 Kieli f a2k j k � 0g voidaan tunnistaa T uringin kone el la

M = ( f q0; q1; q

yes

; q

no

g; f ag; f ag; �; q0; q

yes

; q

no

);

missä

� (q0; a) = ( q1; a; R);

� (q1; a) = ( q0; a; R);

� (q0; < ) = ( q

yes

; <; L );

� (q1; < ) = ( q

no

; <; L ):
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Hylk ää v ä lopputila ( q

no

)

Hyv äksyv ä lopputila ( q

y es

)

Tila q

q0

q

Alkutila

q q0a=b;�

Tilasiirt ymä � (q; a) = ( q0; b;�)

Kuv a 6.4: T uringin k oneiden k aa vio esit yksen merkinnät.

<=<; L

q1

a=a; R

a=a; R

q0

<=<; L

Kuv a 6.5: Kielen f a2k j k � 0g tunnista v a T uringin k one.

Kone en M laskenta esimerkiksi syötte el lä aaa etene e seur aavasti:

(q0; aaa) `
M

(q1; aaa) `
M

(q0; aaa)

`
M

(q1; aaa�) `
M

(q

no

; aaa):

Kone pysähtyy tilassa q

no

, joten aaa =2 L(M ) .

Esimerkki 6.3 Kielen f akbkck j k � 0g tunnistavan kone en laskenta syötte el lä
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aabbcc:

(q0; aabbcc) ` (q2; AABBC c) `
(q1; Aabbcc) ` (q2; AABBCc ) `
(q1; Aabbcc) ` (q3; AABBC C) `
(q2; AaBbcc) ` (q3; AABB CC) `
(q2; AaBbcc) ` (q3; AAB BCC) `
(q3; AaBbCc) ` (q3; AABBCC ) `
(q3; AaB bCc) ` (q4; AAB BCC) `
(q3; AaBbCc) ` (q5; AABB CC) `
(q3; AaBbCc) ` (q5; AABBC C) `
(q4; AaBbCc) ` (q5; AABBCC ) `
(q1; AAB bCc) ` (q5; AABBCC� ) `
(q1; AABbCc) ` (q

yes

; AABBCC ):

6.3 T uringin k oneiden laa jenn uksia

T uringin k oneista on olemassa monia erilaisia v ariaatioita. K oneen t y önauha v oi

esimerkiksi olla kumpaankin suun taan ääretön tai sallitaan, että k oneen nauhapää

saa p ysy ä paik allaan. Seuraa v assa esitellään k olme h y ö dyllistä v ariaatiota: moniu-

raiset k oneet, joiden t y önauha k o ostuu useasta rinnakk aisesta urasta, moninauhai-

set k oneet, joilla on useita toisistaan riippumattomia t y önauho ja, sek ä tärk eimpä-

nä k aikista, epädeterministiset T uringin k oneet. Huomaa, että mikä tahansa näistä

variaatioista voidaan esittää standar dimal lisena T uringin kone ena .

6.3.1 *Moniuraiset k oneet

I

# #

###

� � �

GNIRUT

NOSHT

A

M

#NALA

nauhapää:

Kuv a 6.6: K olmiuraisen T uringin k oneen nauha.

Moniuraisen T uringin k oneen nauha k o ostuu k :sta rinnakk aisesta urasta, jotk a k aik-

ki k one luk ee ja kirjoittaa yhdessä lask en ta-ask eleessa. K oneen siirt ymäfunktion ar-

v ot o v at tällöin m uotoa:

� (q;(a1; : : : ; ak)) = ( q0; (b1; : : : ; bk); �) ;
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missä a1; : : : ; ak o v at urilta 1; : : : ; k luetut merkit, b1; : : : ; bk niiden tilalle kirjoitet-

ta v at merkit, ja � 2 f L; Rg on nauhapään siirtosuun ta. Lask ennan aluksi tutkit-

ta v a sy öte sijoitetaan ykk ösuran v asempaan laitaan; m uille urille tulee sen k ohdalle

erit yisiä t yhjämerkk ejä #.

Moniuraisesta k oneesta on h y öt y ä lähinnä to distuksen apuna, kun osoitamme, että

moninauhaiset k oneet o v at ekviv alen tteja standardimallisen k oneen k anssa. Moni-

nauhainen k one v oidaan nimittäin m uun taa yksinauhaiseksi m uun tamalla se ensin

v astaa v aksi moniurak oneeksi ja sitten yksiuraiseksi standardik oneeksi.

F ormaalisti k -ur ainen T uringin kone on seitsikk o

M = ( Q; � ; � ; �; q0; q

y es

; q

no

);

missä m uut k omp onen tit o v at kuten standardimallissa, paitsi siirt ymäfunktio:

� : (Q n f q

y es

; q

no

g) � (� k [ f >; < g) !

Q � (� k [ f >; < g) � f L; Rg:

(Seuraa jatilannerelaation `
M

, alkutilan jne. määritelmät o v at pieniä m uutoksia lu-

kuun ottamatta samanlaiset kuin standardimallissa.)

Esimerkki 6.4 Kolmeur ainen ja kolmenauhainen kone, jotka suorittavat bitti-or

-op er aation kahdel le samanpituisel le binäärijonol le. Binäärijonot on annettu kah-

del la ensimmäisel lä ur al la/nauhal la ja kolmas ur a/nauha on alustettu # -merkil lä.

(0,0,#)/(0,0,0),R

(0,1,#)/(0,1,1),R

(1,0,#)/(1,0,1),R

(1,1,#)/(1,1,1),R

(<,<,<)/(<,<,<),L

(0/0,R), (0/0,R), (#/0,R)

(0/0,R), (1/1,R), (#/1,R)

(1/1,R), (0/0,R), (#/1,R)

(1/1,R), (1/1,R), (#/1,R)

(</<,L),(</<,L),(</<,L)

Lause 6.1 Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa k -ur aisel la T uringin ko-

ne el la, se voidaan tunnistaa myös standar dimal lisel la T uringin kone el la.
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T o distus:

Olk o on M = ( Q; � ; � ; �; q0; q

y es

; q

no

) k -urainen T uringin k one, jok a tunnistaa kielen

L . V astaa v a standardimallinen k one

cM m uo dostetaan seuraa v asti:

cM = ( Q̂; � ; �̂ ; �̂; q̂0; q

y es

; q

no

);

missä Q̂ = Q [ f q̂0; q̂1; q̂2g, �̂ = � [ � k

ja k aikilla q 2 Q on

�̂ (q;
� a1

.
.

.

a k

�
) = ( q0;

� b1

.
.

.

bk

�
; �) ;

kun � (q;(a1; : : : ; ak)) = ( q0; (b1; : : : ; bk); �) :

K oneen

cM lask ennan aluksi tä yt yy sy ötejono �nostaa� ykk ösuralle, so. k orv ata nau-

halla merkkijono a1a2 : : : an merkkijonolla

"
a1
#

.
.

.

#

# "
a2
#

.
.

.

#

#

� � �

"
an
#

.
.

.

#

#

:

Tätä op eraatiota v arten liitetään M :stä k opioidun siirt ymäfunktion osan alkuun

vielä pieni �esiprosessori� (Kuv a 6.7. 2

a=

"
a
#

� � �
#

#

; R

q̂0
<=<; L

"
a
#

� � �
#

#

=

"
a
#

� � �
#

#

; L

q̂1 q0 � � �
>=>; R

Kuv a 6.7: Esiprosessori moniuraisen k oneen sy ötteen nostamiseksi ykk ösuralle.

6.3.2 Moninauhaiset k oneet

Moninauhaisella T uringin k oneella on k toisistaan riippumaton ta nauhaa, joilla on

kullakin oma nauhapäänsä. K one luk ee ja kirjoittaa k aikki nauhat yhdessä lask en ta-

ask eleessa. Lask ennan aluksi sy öte sijoitetaan ykk ösnauhan v asempaan laitaan ja

k aikki nauhapäät nauho jensa alkuun.

Tällaisen k oneen siirt ymäfunktion arv ot o v at m uotoa

� (q; a1; : : : ; ak) = ( q0; (b1; � 1); : : : ; (bk ; � k)) ;
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3.

2.

1.

NOSIHTAM � � �

GNIRUT � � �

NALA � � �

q1 q2

q0

�

Kuv a 6.8: K olmenauhainen T uringin k one.

missä a1; : : : ; ak o v at nauhoilta 1; : : : ; k luetut merkit, b1; : : : ; bk niiden tilalle kir-

joitetta v at merkit, ja � 1; : : : ; � k 2 f L; Rg nauhapäiden siirtosuunnat. Huom! Mo-

ninauhaisissa k oneissa on usein tarp een sallia k olmaskin siirtosuun ta S = �p ysy

paik allaan� (�sta y�).

Moninauhaiset k oneet o v at v arsin h y ö dyllisiä, kun haluamme tutkia ongelmien rat-

k ea vuutta tai v aativuutta. Usein ongelma on help ompi ratk aista moninauhaisel-

la k oneella ja ratk aisuk oneesta tulee yksink ertaisempi. Esimerkiksi yh teenlaskussa

a+ b = c kirjoitetaan 1. nauhalle luvun a binääriesit ys x , 2. nauhalle luvun b binää-

riesit ys y ja lask etaan 3. nauhalle v astauksen c binääriesit ys z. Ja mik äli ongelma

ky etään ratk aisemaan monen nauhan a vulla, se ky etään ratk aisemaan m y ös yksi-

nauhaisella standardik oneella.

F ormaalisti k -nauhainen T uringin kone on seitsikk o

M = ( Q; � ; � ; �; q0; q

y es

; q

no

);

missä m uut k omp onen tit o v at kuten standardimallissa, paitsi siirt ymäfunktio:

� : (Q n f q

y es

; q

no

g) � (� [ f >; < g)k !

Q � ((� [ f >; < g) � f L; Rg)k :

(Seuraa jatilannerelaatio ym. p erusk äsitteet määritellään pienin m uutoksin en tiseen

tapaan.)
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Lause 6.2 Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa k -nauhaisel la T uringin

kone el la, se voidaan tunnistaa myös standar dimal lisel la T uringin kone el la.

T o distus (ide a):

Olk o on M = ( Q; � ; � ; �; q0; q

y es

; q

no

) k -nauhainen T uringin k one, jok a tunnistaa kie-

len L . K onetta M v oidaan sim uloida 2k -uraisella k oneella

cM siten, että k oneen

cM

parittomat urat 1; 3; 5; : : : ; 2k � 1 v astaa v at M :n nauho ja 1; 2; : : : ; k , ja kutakin pa-

riton ta uraa seuraa v alla parillisella uralla on merkillä " merkitt y v astaa v an nauhan

nauhapään sijain ti.

Sim uloinnin aluksi sy ötemerkkijono sijoitetaan normaalisti k oneen

cM ykk ösuralle.

Ensimmäisessä siirt ymässään

cM merkitsee nauhapääosoittimet " parillisten urien

ensimmäisiin merkkipaikk oihin. (Ks. Kuv a 6.9)

Tämän jälk een

cM toimii �p yyhkimällä� nauhaa edestak aisin sen alku- ja loppumer-

kin v älillä.

� V asemmalta oik ealle p yyhk äisyllä

cM k erää tiedot kunkin osoittimen k ohdalla

olev asta M :n nauhamerkistä.

� Kun k aikki merkit o v at selvillä,

cM sim uloi yhden M :n siirt ymän.

� T ak aisin oik ealta v asemmalle suun tautuv alla p yyhk äisyllä k one kirjoittaa " -

osoittimien k ohdalle asianm uk aiset uudet merkit ja siirtää osoittimia.

2
6.3.3 Epädeterministiset k oneet

T a v alliset T uringin k oneet o v at deterministisiä ts. k oneen toimin ta on yksik äsittei-

sesti määrätt y ä: kun tunnetaan nauhapään k ohdalla olev a merkki ja k oneen sen

hetkinen tila, määrää siirt ymäfunktio yksik äsitteisesti nauhapään k ohdalle kirjoi-

tetta v an merkin ja seuraa v an tilan.

Epädeterministisen T uringin k oneen toimin ta on ep ädeterminististä ts. se ei ole yk-

sik äsitteisesti määritelt y ä: kun tunnetaan nauhapään k ohdalla olev a merkki ja sen

hetkinen tila, v oi k oneella olla useita v aih to eh to ja, mitä kirjoittaa nauhapään k oh-

dalle ja mihin tilaan siirt y ä seuraa v aksi. Siirt ymäfunktio on siis m uotoa

� (q; a) = f (q1; b1; � 1); : : : ; (qk ; bk ; � k)g
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� � �

##

####

5.
6.

4.

"

"

"

3.
2.

1.

NOSIHTAM

GNIRUT

ALA

�

q1 q2

q0

N

Kuv a 6.9: K olmenauhaisen T uringin k oneen sim uloin ti kuusiuraisella.

T s. ollessaan tilassa q ja lukiessaan merkin a k one v oi toimia jonkin k olmik on

(qi ; bi ; � i ) m uk aisesti. Sy ötemerkkijonon h yv äksymiseksi riittää siis, että jokin k o-

neen lask en tap olku joh taa h yv äksyv ään lopputilaan.

Epädeterministiset T uringin k oneet o v at erittäin h y ö dyllisiä ongelmien ratk ea vuut-

ta ja v aativuutta tutkittaessa. Usein on paljon help ompi k eksiä/kuv ata epädetermi-

nistinen k one, jok a �arv aa� kulloinkin parhaan toimin ta-ask eleen. Mik äli halutaan

v ain tutkia ongelman ratk ea vuutta, tämä riittää, sillä mik ä tahansa epädeter-

ministinen k one v oidaan esittää deterministisenä! (aina v oidaan sim uloida

deterministisellä k oneella k aikkia mahdollisia lask en tap olkuja.) Epädeterministiset

k oneet o v at tärk eitä m y ös määritettäessä ongelman epädeterministisiä v aativuus-

luokkia (lask ennallista v aativuutta) ja erit yisesti ongelman NP-täydel lisyyttä .

Esimerkki 6.5 Ep ädeterministinen kone, joka tutkii, sisältääkö annettu merkkijo-

no osajonon 100:

0/0,R
1/1,R

1/1,R 0/0,R

</<,L
1/1,R

0/0,R

1/1,R
</<,L

</<,L

1 32
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Saman ongelman r atkaiseva deterministinen kone:

1/1,R 0/0,R

</<,L

0/0,R

1/1,R

1/1,R

</<,L
</<,L

0/0,R

1 2 3

Määritelmä 6.2 Epädeterministinen T uringin k one on seitsikko

M = ( Q; � ; � ; �; q0; q

yes

; q

no

);

missä muut komp onentit ovat kuten deterministisessä standar dimal lissa,

p aitsi siirtymäfunktio:

� : (Q n f q

yes

; q

no

g) � (� [ f >; < g) !

P(Q � (� [ f >; < g) � f L; Rg):

Siirt ymäfunktion arv on

� (q; a) = f (q1; b1; � 1); : : : ; (qk ; bk ; � k)g
tulkin ta on, että ollessaan tilassa q ja lukiessaan merkin a k one v oi toimia jonkin

k olmik on (qi ; bi ; � i ) m uk aisesti.

Epädeterministisen k oneen tilan teet, tilannejohdot jne. määritellään formaalisti sa-

moin kuin deterministisenkin k oneen tapauksessa, paitsi että ehdon � (q; a) = ( q0; b;�)

sijaan kirjoitetaan (q0; b;�) 2 � (q; a) (siirt ymäfunktio on siis joukk oarv oinen). Tä-

män m uutoksen takia seuraa jatilannerelaatio `
M

ei ole enää yksiarv oinen: k oneen

tilan teella (q; w) v oi n yt olla useita v aih to eh toisia seuraa jia, so. tilan teita (q0; w0) ,

joilla (q; w) `
M

(q0; w0) .

K oneen M tunnistama kieli määritellään:

L(M ) = f x 2 � � j (q0; x)`
M

� (q

y es

; w) jollakin w 2 � � g:
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Epädeterministisen k oneen M tapauksessa siis merkkijono x kuuluu M :n tunnista-

maan kieleen, jos jokin M :n k elv ollinen tilannejono joh taa alkutilan teesta sy ötteellä

x h yv äksyv ään lopputilan teeseen.

Esimerkki 6.6 L aaditaan ep ädeterministinen T uringin kone, joka tunnistaa yhdis-

tetyt luvut.

Ei-ne gatiivinen kokonaisluku n on yhdistett y , jos sil lä on kokonaislukutekijät p; q �
2, joil la pq= n . Luku, joka ei ole yhdistetty, on alkuluku .

Oletetaan, että on jo suunniteltu deterministinen kone CHECK_MUL T, joka tun-

nistaa kielen

L( CHECK_MUL T ) =

f n# p# q j n; p; q binäärilukuja, n = pqg:

Olko on lisäksi GO_ST AR T deterministinen T uringin kone, joka siirtää nauhap ään

osoittamaan nauhan ensimmäistä merkkiä.

Olko on e del le en GEN_INT mielivaltaisen ykköstä suur emman binääriluvun nauhan

loppuun tuottava ep ädeterministinen T uringin kone.

<= 1; R

<= 0; R
<= # ; R

1=1; R
0=0; R

<= 1; R

<= 0; R

<= 1; R

Kuv a 6.10: Epädeterministinen T uringin k one GEN_INT.

Ep ädeterministinen T uringin kone TEST_COMPOSITE, joka tunnistaa kielen

L( TEST_COMPOSITE ) =

f n j n on binäärimuotoinen yhdistetty luku g

voidaan muo dostaa näistä komp onenteista yhdistämäl lä.

Yhdistetty kone hyväksyy syötte enä annetun binääriluvun n , jos ja vain jos on ole-

massa binääriluvut p; q � 2, joil la n = pq � siis jos ja vain jos n on yhdistetty

luku.
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CHECK_MUL T

GO_ST AR T

GEN_INTGEN_INT

n # p# q#
#
n #

n# p# qn # p#

Kuv a 6.11: Epädeterministinen T uringin k one TEST_COMPOSITE.

Esimerkki 6.7 Suunnitel laan ep ädeterministinen T uringin kone, joka tutkii, sisäl-

tääkö suunnattu verkko Hamiltonin kehän, ts. p olun, joka kulke e verkon jokaisen

solmun kautta kertaal le en ja p alaa alkusolmuun.

Oletetaan, että solmut on nimetty kirjaimin � = f a; b; :::; zg. Kone en ep ädeter-

ministinen komp onentti GUESS_ P ATH arvaa solmujonon a1a2:::am ( ai 2 � ,

1 � i � m ), joka on Hamiltonin p olku, mikäli sel lainen on olemassa.

</a,R
b/b,R
...
z/z,R

</<,L

Kuv a 6.12: Epädeterministinen T uringin k one GUESS_ P ATH .

Sen jälke en riittääkin tutkia deterministisesti, että p olku to del la löytyy verkosta,

kulke e kaikkien solmujen kautta kertaal le en ja p alaa lopuksi alkusolmuun. (V erkon

vieruslistaesitys voidaan ko o data esim. seur aavasti: n -solmuisel le verkol le muo doste-

taan n -nauhainen kone, jonka kukin nauha sisältää solmun ai ja sen seur aajasolmut

aj ( ai ; aj 2 � ) Lisäksi tarvitaan työnauha arvattua p olkua varten.)
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Deterministisen ja epädeterministisen T uringin k oneen ekviv alenssi

Lause 6.3 Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa ep ädeterministisel lä T u-

ringin kone el la, se voidaan tunnistaa myös standar dimal lisel la determinis-

tisel lä T uringin kone el la.

T o distus (ide a):

Olk o on M = ( Q; � ; � ; �; q0; q

y es

; q

no

) epädeterministinen T uringin k one, jok a tunnis-

taa kielen L . K onetta M v oidaan sim uloida k olmenauhaisella deterministisellä k o-

neella

cM , jok a k ä y systemaattisesti läpi M :n mahdollisia lask en to ja (tilannejono ja),

kunnes lö ytää h yv äksyv än � jos sellainen on olemassa. K one

cM v oidaan edelleen

m uun taa standardimalliseksi edellisten lauseiden k onstruktioilla.

M M
siminit

Kuv a 6.13: Epädeterminististä lask en taa sim uloiv a k one

cM k o ostuu k ahdesta osas-

ta: M init suorittaa tarvitta v at alustukset jok aisen sim uloin tiask eleen alussa ja M sim

sim uloi M :n lask en taa deterministisesti. Jos sim uloin ti päätt yy jollain ask eleella h y-

v äksyv ään tilaan, merkkijono h yv äksytään, m uuten lask en ta jatkuu ikuisesti.

Yksit yisk oh taisemmin kuv attuna k one

cM toimii seuraa v asti:

� Nauhalla 1

cM säilyttää k opiota sy ötejonosta ja nauhalla 2 se sim uloi k oneen M

t y önauhaa. Kunkin sim uloita v an lask ennan aluksi

cM k opioi sy ötteen nauhalta

1 nauhalle 2 ja p yyhkii p ois nauhalle 2 edellisen lask ennan jäljiltä mahdollisesti

jääneet merkit.

� Nauhalla 3

cM pitää kirjaa vuorossa olev an lask ennan �järjest ysn umerosta�.

T ark emmin sano en, olk o on r suurin M :n siirt ymäfunktion arv o jouk on k ok o
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3.

2.

1.

� � �

� � �

� � �

�

q1 q2

q0

D 3

Kuv a 6.14:

cM -k oneella on k olme nauhaa, joista ensimmäisellä sijaitsee alkup eräinen

sy öte, toinen on t y önauha ja k olmannelle generoidaan siirt ymäohjeita. Apumerkit

D i määrittä v ät, mik ä v aih to eh toisista (epädeterministisistä) siirt ymistä kulloinkin

v alitaan.

( r = max j� (q; a;�) j jollain a 2 � [ f <; > g). Tällöin

cM :lla on erit yiset nauha-

merkit D1; : : : ; Dr , joista k o ostuvia jono ja se generoi nauhalle 3 k anonisessa

järjest yksessä ( � , D1 , D2 , . . . , D r , D1D1 , D1D2 , . . . , D1D r , D2D1 , . . . ).

� Kutakin generoitua jonoa k ohden

cM sim uloi yhden M :n osittaisen lask ennan,

jossa epädeterministiset v alinnat tehdään k olmosnauhan k o o dijonon ilmaise-

malla ta v alla.

� Esimerkiksi jos k olmosnauhalla on jono D1D3D2 , niin ensimmäisessä siirt y-

mässä v alitaan v aih to eh to 1, toisessa v aih to eh to 3, k olmannessa v aih to eh to

2. Ellei tämä lask en ta joh tan ut M :n h yv äksyv ään lopputilaan, generoidaan

seuraa v a k o o dijono D1D3D3 ja aloitetaan alusta.

� Jos k o o dijono on epäk elp o, so. jos siinä jossakin k ohden on tilan teeseen liian

suuri k o o di, sim uloitu lask en ta k esk eytetään ja generoidaan seuraa v a jono.

� Selv ästi tämä systemaattinen k oneen M lask en to jen läpik ä yn ti joh taa k oneen

cM h yv äksymään sy ötejonon, jos ja v ain jos k oneella M on sy ötteen h yv äksyv ä

lask en ta. Jos h yv äksyv ää lask en taa ei ole, k one

cM ei p ysähdy . 2

Esimerkki 6.8 Simuloidaan vielä Esimerkin 6.5 ep ädeterminististä kielen (0[ 1)� 100(0[
1)�

tunnistuskonetta deterministisesti. Nyt maxj� (q; a)j = j� (q0; 1)j = 2 , joten tar-

vitaan kaksi apuaakkosta D1 ja D2 . T arkastel laan simulointia syötte el lä 1100. A lus-

tuskone M init kopioi syötte en nauhal le 2 sekä ensimmäisen siirtymäjonon � nauhal le
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3. Täl lä ei tietenkään p äästä mihinkään, joten laskenta p äättyy heti ja alustuskone

gener oi seur aavan siirtymäjonon D1 nauhal le 3. (Nauha 2 alustetaan aina uudes-

taan, sil lä e del linen laskenta olisi voinut sotke a sitä.) Nyt simulointikone luke e 1.

syötemerkin ja suorittaa yhden siirtymän, mutta laskenta ei etene. Näin jatketaan

kunnes gener oidaan siirtymäjono D1D2D1D1 , jol la p äästään hyväksyvään lopputi-

laan. L aittomat siirtymäjonot kuten D2D2 ohitetaan välittömästi.

Kuvassa 6.15 on esitetty simulointikone en M sim r akenne. 1. nauhaan ei kosketa

lainkaan, joten kuvassa on esitetty vain 2. ja 3. nauhan siiirtymäfunktiot. Siirtymä

(?=?; ?); (< = <; L ) kuvaa sitä, että 3. nauhan syötte en loppuessa kone pysähtyy

riippumatta siitä, mitä 2. nauhal la oli. Sama tap ahtuu, kun 3. nauha tarjo aa laitonta

siirtymää.

0/0,R( ),(D1/D1,R)
(1/1,R),(D1/D1,R)

(0/0,R),(D1/D1,R)

),(D1/D1,R)</<,L
1/1,R

( 0/0,R),(D1/D1,R)
2 31

),(D1/D1,R)
(
(
(?/?,?),(D2/D2,R)

(?/?,?),(</<,L)
(?/?,?),(D2/D2,R)

(?/?,?),(</<,L)

(1/1,R),(D2/D2,R)

(?/?,?),(</<,L)

(0/0,R),(D2/D2,R)

(</<,L ( 1/1,R),(D1/D1,R)

),(D1/D1,R)( </<,L
),(D1/D1,R)

Kuv a 6.15: Epädeterminististä lask en taa sim uloiv an deterministisen T uringin k oneen

M sim rak enne.

6.4 Ra joittamattomat ja k on tekstiset kielet

Kaikki T uringin k oneiden tunnistamat kielet v oidaan tuottaa ra joittamattomilla

kieliop eilla. K on tekstiset kielet o v at ra joittamattomien kielten erik oistapaus, jotk a

v oidaan tuottaa k on tekstillisilla kieliop eilla.
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6.4.1 *Ra joittamattomat kieliopit

R ajoittamattomat kieliopit ( unr estricte d gr ammars ) eli yleiset m uunnossysteemit

( string r ewriting systems ) o v at k on tekstittomien kielioppien laa jennos, joissa sään-

nön v asemmalla puolella saa esiin t y ä mitä tahansa v älikk eistä ja päätteistä k o ostu-

via merkkijono ja. Esimerkiksi aB ! BCjd ja a ! B j� o v at n yt sallittuja sään tö jä,

m utta � ! A ei ole.

Säännöt o v at siis m uotoa ! ! ! 0

, missä !; ! 0 2 V �
( V k ok o aakk osto) ja ! 6= � .

Määritelmä 6.3 Ra joittamaton kielioppi on nelikko

G = ( V;� ; P; S);

missä

� V on kieliopin aakkosto;

� � � V on kieliopin päätemerkkien joukko; N = V n� on v älik emerk-

kien t. -sym b olien joukko;

� P � V + � V �

on kieliopin sään tö jen t. pro duktioiden joukko ( V + =
V � � f � g);

� S 2 N on kieliopin läh tösym b oli .

Pro duktiota (!; ! 0) 2 P merkitään ta v allisesti ! ! ! 0

.

Määritelmiä

� Merkkijono 
 2 V �

tuottaa t. johtaa suor aan merkkijonon 
 0 2 V �

kieliopissa

G, merkitään


 )
G


 0

jos v oidaan kirjoittaa 
 = �!� , 
 0 = �! 0� ( �; �; ! 0 2 V �

, ! 2 V +

), ja

kieliopissa on pro duktio ! ! ! 0

.

� Jos kielioppi G on yh teydestä selv ä, merkitään yksink ertaisesti 
 ) 
 0

.

� Merkkijono 
 2 V �

tuottaa t. johtaa merkkijonon 
 0 2 V �

kieliopissa G,

merkitään


 )
G

� 
 0
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jos on olemassa jono V :n merkkijono ja 
 0; 
 1; : : : ; 
 n ( n � 0), siten että


 = 
 0 )
G


 1 )
G

: : : )
G


 n = 
 0:

Jos G on yh teydestä selv ä, merkitään yksink ertaisesti 
 ) � 
 0

.

� Merkkijono 
 2 V �

on kieliopin G lausejohdos , jos on S)
G

� 
 .

� P elk ästään päätemerk eistä k o ostuv a G:n lausejohdos x 2 � �

on G:n lause .

� Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli L(G) k o ostuu G:n lauseista, s.o.:

L(G) = f x 2 � � j S)
G

� xg:

Esimerkki 6.9 R ajoittamaton kielioppi ei-kontekstittomal le kielel le f akbkck j k �
0g.

S ! LT j �

T ! ABCT j ABC

BA ! AB

CB ! BC

CA ! AC

LA ! a

aA ! aa

aB ! ab

bB ! bb

bC ! bc

cC ! cc:

Esimerkiksi lause en aabbccjohto:

S ) LT ) LABCT ) LABCA BC ) LABA CBC
) LAABCB C ) LA ABBCC ) aABBCC
) aaBBCC ) aabBCC ) aabbCC
) aabbcC ) aabbcc:
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6.4.2 Ra joittamattomat kieliopit vs. T uringin k oneet

Osoitamme seuraa v an, tärk eän tuloksen:

Kieli v oidaan tuottaa ra joittamattomalla kieliopilla jos ja v ain jos

se v oidaan tunnistaa T uringin k oneella.

T o distus tapah tuu k ahdessa osassa:

1. Osoitetaan, että mille tahansa ra joittamattomalle kieliopille v oidaan m uo dos-

taa v astaa v a T uringin k one, ja

2. mille tahansa T uringin k oneelle v oidaan an taa v astaa v a ra joittamaton kieliop-

pi.

Lause 6.4 Jos formaali kieli L voidaan tuottaa r ajoittamattomal la kielio-

pil la, se voidaan tunnistaa T uringin kone el la.

*T o distus:

Olk o on G = ( V;� ; P; S) kielen L tuotta v a ra joittamaton kielioppi. Muo dostetaan

kielen L tunnista v a k aksinauhainen epädeterministinen T uringin k one MG seuraa-

v asti:

� Nauhalla 1 k one säilyttää k opiota sy ötejonosta.

� Nauhalla 2 on kullakin hetk ellä jokin G:n lausejohdos, jota k one p yrkii m uun-

tamaan sy ötejonon m uotoiseksi.

� T oimin tansa aluksi MG kirjoittaa k akk osnauhalle kieliopin läh tösym b olin S.

� K oneen MG lask en ta k o ostuu v aiheista. Kussakin v aiheessa k one:

(i) vie k akk osnauhan nauhapään epädeterministisesti johonkin k oh taan nau-

halla;

(ii) v alitsee epädeterministisesti jonkin G:n pro duktion, jota yrittää so v eltaa

v alittuun nauhan k oh taan (pro duktiot on k o o dattu MG :n siirt ymäfunktio on);

(iii) jos pro duktion v asen puoli sopii yh teen nauhalla olevien merkkien k anssa,

MG k orv aa ao. merkit pro duktion oik ean puolen merk eillä;

(iv) v aiheen lopuksi MG v ertaa ykk ös- ja k akk osnauhan merkkijono ja toisiin-

sa: jos jonot o v at samat, k one siirt yy h yv äksyv ään lopputilaan ja p ysäh t yy ,

m uuten aloittaa uuden v aiheen (k oh ta (i)). 2
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Lause 6.5 Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa T uringin kone el la, se

voidaan tuottaa r ajoittamattomal la kieliopil la.

*T o distus. Olk o on M = ( Q; � ; � ; �; q0; q

y es

; q

no

) kielen L tunnista v a standardimal-

linen T uringin k one. Muo dostetaan kielen L tuotta v a ra joittamaton kielioppi GM

seuraa v asti:

� Kieliopin GM v älikk eiksi otetaan (m uiden m uassa) k aikkia M :n tilo ja q 2 Q

edusta v at sym b olit.

� K oneen M tilanne (q; uav) esitetään merkkijonona [uqav].

� M :n siirt ymäfunktion p erusteella GM :ään m uo dostetaan pro duktiot, joiden

ansiosta

[uqav] )
GM

[u0q0a0v0] jossa (q; uav) `
M

(q0; u0a0v0):

� Siten M h yv äksyy sy ötteen x , jos ja v ain jos

[q0x])
GM

� [uq

y es

v]

joillakin u; v 2 � �

.

CBCABAL

ccbbaa � � �

� � �

�

q1 q2

q0

Kuv a 6.16: Ra joittamattoman kieliopin tuottaman kielen tunnistaminen T uringin

k oneella.

Kaikkiaan kielioppiin GM tulee k olme ryhmää pro duktioita:

1. Pro duktiot, joilla läh tösym b olista S v oidaan tuottaa mik ä tahansa merkkijono

m uotoa x[q0x], missä x 2 � �

ja [, q0 ja ] o v at GM :n v älikk eitä.
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2. Pro duktiot, joilla merkkijonosta [q0x] v oidaan tuottaa merkkijono [uq
y es

v], jos

ja v ain jos M h yv äksyy x :n.

3. Pro duktiot, joilla m uotoa [uq

y es

v] olev a merkkijono m uutetaan t yhjäksi merk-

kijonoksi.

Kieleen L(M ) kuuluv an merkkijonon x tuottaminen tapah tuu tällöin seuraa v asti:

S
(1)

) � x[q0x]
(2)

) � x[uq

y es

v]
(3)

) � x:

Täsmällisesti määritellään G = ( V;� ; P; S) , missä

V = � [ Q [ f S; T;[; ]; EL ; ERg [ f Aa j a 2 � g;

ja pro duktiot P m uo dostuv at seuraa vista k olmesta ryhmästä:

1. Alkutilan teen tuottaminen:

S ! T[q0]
T ! �
T ! aTAa (a 2 �)
Aa[q0 ! [q0Aa (a 2 �)
Aab ! bAa (a; b2 �)
Aa] ! a] (a 2 �)

2. M :n siirt ymien sim uloin ti ( a; b2 � , c 2 � [ f [g) :

Siirtymät: Pr o duktiot:

� (q; a) = ( q0; b; R) qa ! bq0

� (q; a) = ( q0; b; L) cqa ! q0cb
� (q; >) = ( q0; >; R ) q[ ! [q0

� (q; <) = ( q0; b; R) q] ! bq0]
� (q; <) = ( q0; b; L) cq] ! q0cb]
� (q; <) = ( q0; <; L ) cq] ! q0c]

3. Lopputilan teen siiv ous:

q

y es

! EL ER

q

y es

[ ! ER

aEL ! EL (a 2 �)
[EL ! �
ERa ! ER (a 2 �)
ER ] ! �

2
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Esimerkki 6.10 T arkastel laan seur aavaa kasvikielioppia, johon on lisätty lähtö-

symb oli S ja sil le säännöt, jotta on saatu taval linen r ajoittamaton kielioppi. Kielio-

pin aakkosto on V = f S; SIEMEN; SIRKKALEHDET; LEHDET; V ARSI; NUP P U;
P UNKUKKA; SINKUKKA; P AIV A; Y O g. (Huom! Koska tämä on kasvikie-

lioppi, emme er ottele p ääte- ja välikesymb oleja � �jäsennys� jatkuu ikuisesti, el lei

koko p opulaatio satu kuolemaan.)

S ! SIEMEN P AIV A | SIEMEN YO

SIEMEN YO ! SIRKKALEHDET YO

SRKKALEHDET P AIV A ! LEHDET P AIV A| V ARSI P AIV A

LEHDET P AIV A ! V ARSI P AIV A

V ARSI P AIV A ! NUPPU P AIV A| LEHDET P AIV A

NUPPU YO ! PUNKUKKA YO| SINKUKKA YO

PUNKUKKA ! SIEMEN | SIEMEN SIEMEN | �

SINKUKKA ! SIEMEN | SIEMEN SIEMEN | �

P AIV A ! YO

YO ! P AIV A

Nyt lähtösymb olista S voidaan johtaa esim. seur aavat lausejohdokset:

S ) SIEMEN P AIV A ) SIEMEN YO ) SIRKKALEHDET YO ) SIRKKA-

LEHDET P AIV A ) LEHDET P AIV A ) V ARSI P AIV A ) NUPPU P AIV A )

NUPPU YO ) PUNKUKKA YO ) PUNKUKKA P AIV A ) PUNKUKKA YO

) SIEMEN SIEMEN YO ) ...

6.4.3 K on tekstiset kieliopit

Ra joittamaton kielioppi on kontekstinen ( c ontext-sensitive ), jos sen k aikki pro duk-

tiot o v at m uotoa ! ! ! 0

, missä j! 0j � j ! j , tai mahdollisesti S ! � , missä S on

läh tösym b oli. T oisin sano en la v ennettaessa merkkijono v oi v ain k asv aa, ei k osk aan

pienen t y ä, paitsi läh tösym b oli, jok a saa tuottaa � :in, jos � kuuluu kieleen. Lisäksi

v aaditaan, että jos kieliopissa on pro duktio S ! � , niin läh tösym b oli S ei esiinn y

mink ään pro duktion oik ealla puolella. K on tekstilliset kielet o v at siis ra joittamatto-

mien kielten osaluokk a!

Esimerkiksi säännöt

tietojenkäsittelijä ! tietojenkäpistelijä , tieto ! taito

SUBJ on P REDIKAT ! SUBJ oli P REDIKAT jSUBJ on ollut P REDIKAT j
SUBJ oli ollut P REDIKAT

o v at k on tekstillisia.
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F ormaali kieli L on kontekstinen , jos se v oidaan tuottaa jollakin k on tekstisella kie-

liopilla.

Ns. normaalim uotolauseen m uk aan k on tekstillisen kielen pro duktiot v oidaan aina

esittää m uo dossa S ! � ja �A� ! �!� , missä A on v älik e ja ! 6= � . (Säännön

A ! ! so v ellus �k on tekstissa� � _ � .)

Esimerkiksi säännöistä P AIV A SIEMEN ! P AIV A SIRKKALEHT I , P AIV A !
Y O seuraa, että sään töä SIEMEN ! SIRKKALEHT I saa so v eltaa v ain k on-

tekstissa P AIV A _ � (v ain � m uo dostaa siis k on tekstin ja � puuttuu).

Lause 6.6 F ormaali kieli L on kontekstinen, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa

ep ädeterministisel lä T uringin kone el la, joka ei tarvitse enemp ää työtilaa kuin syö-

tejonon pituuden verr an.

Tällaisia k oneita kutsutaan line aarisesti r ajoitetuiksi automaateiksi ( LBA=line ar-

b ounde d automaton ). Lineaarisesti ra joitetulla automaatilla ei siis ole m uotoa � (q; <) =
(q0; b;�) olevia siirt ymiä, missä b 6= ` < '.

Lauseen to distusidea on seuraa v a: k on tekstillisen kieliopin m uk aisessa jäsenn yksessä

läh tösym b oli v oi v ain k asv aa jok a jäsenn ysask eleella, joten jos lähdetään merkkijo-

nosta k oh ti läh tösym b olia, v oi sym b olijono v ain pienen t y ä jok a jäsenn ysask eleella.

Lineaarisesti ra joitetut automaatit tunnista v at siis täsmälleen k on tekstilliset kielet.

Kiinnosta v a a v oin ongelma on, onk o lauseessa v aadittu epädeterminismi v älttämä-

tön tä v ai riittäisik ö deterministinen k one (�LBA = DLBA?�).

Esimerkki 6.11 Tie dämme, että kielen L = f akbkck j k � 0g voi tunnistaa syöt-

te en vaatimassa tilassa (muutetaan merkkejä A :ksi, B :ksi ja C :ksi yksi kerr al laan),

joten se on kontekstil linen. V oidaan antaa seur aava kielen kuvaava kontekstil linen

kielioppi:

S0 ! Sj�
S ! aSBcjabc
cB ! Bc
bB ! bb

Esim. merkkijonon aaabbbcccjohto:

S ) aSBc ) aaSBcBc ) aaabcBcBc ) aaabBccBc ) aaabbccBc )
aaabbcBcc) aaabbBccc) aaabbbccc



6.5. HARJOITUKSIA TURINGIN KONEIST A 207

6.5 Harjoituksia T uringin k oneista

1. Sim uloik aa annetun T uringin k oneen toimin taa leikkinä. (Harjoitusten pitä jäl-

lä on m uutamien erik ok oisten k oneiden siirt ymäk aa vioita m uk anaan.) Mik äli

ryhmässä on tarp eeksi opisk elijoita, v oiv at k oneet kilpailla k esk enään kielen

tunnistuksessa. Kukin opisk elija v astaa yh tä tilaa, k ä y suorittamassa nauhal-

le tarvitta v an kirjoitusop eraation, siirtää nauhapäätä ja an taa k on trollin oi-

k ealle seuraa jatilalle. Hyv äksyv ä tai h ylk ää v ä lopputila rap ortoi tunnistuksen

tuloksesta. (Yksi piste k aikille leikkiin osallistujille!)

2. Mitä oheinen T uringin k one tek ee? Sim uloi k oneen toimin taa erilaisilla a:sta

ja b:stä k o ostuvilla merkkijonoilla!

a/A,R

a/a, R
b/b, R
A/A,R
B/B,R

</A,L
A/A,L
B/B,L

>/>,R

A/a,R
B/b,R

</<,L

</<,L

a/a,R
b/b,R
A/A,R
B/B,R

b/B,R </B,L

b/b,L
a/a,L

B/B,R

A/A,R

a/a,L
b/b,L

3. Laadi T uringin k one, jok a luk ee sy ötemerkkijonoa, kunnes se lö ytää k aksi p e-

räkk äistä a-kirjain ta. Sy ötemerkkijonot k o ostuv at merk eistä a ja b.

4. Laadi standardimallinen T uringin k one, jok a v ähen tää ykk ösen sy ötteenä an-

netusta binääriluvusta. T s. k ok onaisluku n annetaan binäärim uo dossa merk-

kijonona x , jossa eniten merkitsev ät bitit o v at v asemmalla ja v ähiten merkit-
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sev ät oik ealla. Jos n > 0, k one k orv aa x :n luvun n � 1 binääriesit yksellä. Jos

n = 0 , k oneen nauha jää en tiselleen.

5. Laadi standardimallinen T uringin k one, jok a k erto o sy ötteenä annetun binää-

riluvun 2:lla. Luku esitetään

a) merkitsevin bitti v asemmalla

b) merkitsevin bitti oik ealla.

6. Laadi standardimallinen T uringin k one, jok a jak aa sy ötteenä annetun binää-

riluvun k ahdella, mik äli se on parillinen. P arittomalla luvulla siirrytään h yl-

k ää v ään tilaan. Luku esitetään

a) merkitsevin bitti v asemmalla

b) merkitsevin bitti oik ealla

ilman alkunollia.

7. Laadi standardimallinen T uringin k one, jok a tunnistaa kielen f wwR jw 2 f a; bg� g.

8. Laadi standardimallinen T uringin k one, jok a m uun taa merkkijonon w merk-

kijonoksi wwR

( w 2 f a; bg�

).

9. Laadi standardimallinen T uringin k one, jok a tunnistaa kielen

f w 2 f a; bg� jw sisältää yh tä mon ta a:ta ja b:tä g.

10. Laadi standardimallinen T uringin k one, jok a luettelee k aikki kielen 1n

, n =
0; 1; ::: sanat. K one k ä ynnistetään t yhjällä sy ötenauhalla ja se generoi unaari-

lukuja 1, 11, 111, 1111, ... (Huom! K oneesi ei k osk aan p ysähdy!)

11. Laadi T uringin k one, jok a generoi k aikkien luonnollisten lukujen binääriesi-

t ykset 0,1,00,01,10,11,000,001,... V oit esittää binääriluvut v ähiten merkitsev ä

bitti v asemmalla.

12. Laadi 2-nauhainen T uringin k one, jok a saa sy ötejonon w 2 f a; bg�

1. nauhalla

ja kirjoittaa 2. nauhalle jonon wR

(= w k äännett ynä). V oit sallia siirtosuunnan

S=p ysy paik allaan.

13. Laadi 2-nauhainen T uringin k one, jok a saa sy ötteenään k aksi binäärilukua n

ja m ja v ertaa niiden suuruutta. Jos n > m , k one menee h yv äksyv ään tilaan

ja m uuten h ylk ää v ään. Esimerkiksi k one h yv äksyy sy öteparin n = 1000 (luku

8) ja m = 111 (luku 7), m utta h ylk ää parin n = 1000 ja m = 1001 (luku 9).

Halutessasi v oit esittää luvut merkitsevin bitti oik ealla. Lukujen esit yksissä ei

saa k ä yttää alkunollia!
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14. Laadi 3-nauhainen T uringin k one, jok a lask ee bitti-and -op eraation. K one saa

k ahdella ensimmäisellä nauhalla binäärijonot p ja q ja lask ee k olmannelle nau-

halle binäärijonon p&q:n. V oit olettaa, että p ja q o v at samanpituiset.

15. Laadi 3-nauhainen unaarilukujen k ertolaskuk one, jok a saa k ahdella ensimmäi-

sellä nauhalla lukujen p ja q unaariesit ykset (esim. p = 5 ilmaistaan 11111)

ja lask ee k olmannelle nauhalle niiden tulon n = p � q unaarina. V oit sallia

siirtosuunnan S=p ysy paik allaan. Miten toteuttaisit saman yksinauhaisella

standardik oneella?

16. T ark astellaan seuraa v aa epädeterminististä T uringin k onetta:

M = ( f q0; q1; q2; qyesg; f 0; 1g; f 0; 1g; �; q0; qf ; qno) , jonk a siirt ymäfun tio on mää-

ritelt y seuraa v asti:

� (q0; 0) = f (q0; 1; R); (q1; 1; R)g
� (q1; 1) = f (q2; 0; L)g
� (q2; 1) = f (q0; 1; R)g
� (q1; < ) = f (qyes; <; R )g

Mitä k one tek ee? Vihje: sim uloi k oneen toimin taa erilaisilla bittijonoilla. (Ha-

lutessasi v oit k ä yttää JFLAP:ia apunasi.)

17. Laadi epädeterministinen T uringin k one, jok a tunnistaa kielen f wwjw 2 f a; bg� g.

18. Saadaank o yhdistet yt luvut tunnista v asta epädeterministisestä T uringin k o-

neesta TEST_COMPOSITE (ks. luen tok alv ot 5.3.3, kuv a 5.11) alkulukutestin

suoritta v a k one v aih tamalla sen h yv äksyv ä ja h ylk ää v ä lopputila k esk enään?

P erustele v astauksesi!

19. Kuv aa (epäformaalisti) epädeterministinen T uringin k one, jok a tunnistaa seu-

raa v an kielen: Kielen sanat o v at m uotoa w1# w2# :::# wn millä tahansa n siten

että k aikilla i w i 2 f a; bg�

ja jollain j w j on luvun j binääriesit ys. Huom!

Hy ö dynnä epädeterminismiä mahdollisimman paljon, ts. suosi k onetta, jonk a

p olut haarautuv at usein, m utta yksittäiset haarat o v at lyh yitä. (K one arv aa

oik ean p olun epädeterministisesti.)

20. Laadi epädeterministinen, 2-nauhainen osasummak one, jok a saa 1. nauhalla

tekijät x1; :::; xn unaarina, #-merkillä erotettuina, 2. nauhalla luvun K unaa-

rina, ja tutkii, lö yt yyk ö 1. nauhalta osasumma, jok a on K . Esim. jonosta

1#1111#11 lö yt yy osasumma K = 111. (Osasummassa siis v alitta v a epäde-

terministisesti tekijät, joiden summa on K , jos sellaiset lö yt yv ät.)
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21. Muo dosta standardimallinen T uringin k one, jok a aloittaa t yhjältä nauhalta ja

tuottaa mahdollisimman mon ta 1:tä nauhalleen ennen p ysäh t ymistään. (K o-

neen on siis p ysähdyttä v ä lopuksi!) K one saa k o ostua k ork ein taan 3 tilasta

sek ä h yv äksyv ästä lopputilasta.

22. Anna ra joittamaton (tai k on tekstillinen) kielioppi, jok a generoi kielen L =
f ai b2i ai ji > 0g. Anna merkkijonon aabbbbaajoh to kyseisessä kieliopissa!

23. Chomsky usk oi, että luonnollinen kieli v oidaan kuv ata k on tekstillisella kielio-

pilla, jonk a k aikki pro duktiot v oidaan esittää m uo dossa:

S ! � or �A� ! �!�;

missä A on v älik esym b oli ja ! 6= � . Anna esimerkki jostain kielen rak en teesta,

jok a edellyttää tällaista �k on tekstia� � _ � ! Usk otk o, että k aikki luonnollisen

kielen rak en teet v oidaan kuv ata k on tekstillisella kieliopilla?



Luku 7

Ratk ea vuus ja ratk eamattom uus

eli rekursiiviset, rekursiivisesti luetelta v at ja kieli-

luokkien ulk opuolelle jää v ät kielet
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Tässä luvussa tutustumme menetelmiin, joilla lask ennallinen ongelma v oidaan osoit-

taa ratk ea v aksi, osittain ratk ea v aksi tai tä ysin ratk eamattomaksi. T oisin sano en

tutkimme, kuuluuk o annettu kieli rekursiivisiin, rekursiivisesti luetelta viin v ai ei-

rekursiivisesti luetelta viin kieliin.

P alautetaan vielä mieliin seuraa v at k äsitteet:

� T uringin k one M = ( Q; � ; � ; �; q0; q

y es

; q

no

) on totaalinen , jos se p ysäh t yy k ai-

killa sy ötteillä

� F ormaali kieli A on r ekursiivisesti lueteltava , jos se v oidaan tunnistaa jollakin

T uringin k oneella, ja r ekursiivinen , jos se v oidaan tunnistaa jollakin totaali-

sella T uringin k oneella.

� P äätösongelma � on r atke ava , jos sitä v astaa v a formaali kieli A � on rekursii-

vinen, ja osittain r atke ava , jos A � on rekursiivisesti luetelta v a. Ongelma, jok a

ei ole ratk ea v a, on r atke amaton . Huomaa, että ratk eamaton ongelma v oi siis

olla osittain ratk ea v a.
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REKURSIIVISESTI

LUETELTAVAT KIELET

REKURSIIVISET
KIELET

ONGELMAT

RATKEAVAT

ONGELMAT

OSITTAIN RATKEAVAT

EI-REKURSIIVISESTI LUETELTAVAT

KIELET

ONGELMAT

RATKEAMATTOMAT

TÄYSIN

Kuv a 7.1: Rekursiiviset ja rekursiivisesti luetelta v at kielet, joita v astaa v at ratk ea-

v at ja osittain ratk ea v at ongelmat. Ulk opuolelle jää v ät ei-rekursiivisesti luetelta v at

kielet, joita v astaa v at tä ysin ratk eamattomat ongelmat. Huomaa, että osittain rat-

k ea v at ongelmat o v at ratk eamattomia!

Analogia:
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Oletetaan että universumi on äär etön ja siinä on äär ettömän monta tähte ä. Ku-

vitel laan, että sinul la olisi äär etön tietokanta, joka sisältää tie dot kaikkien tähtien

ko or dinaateista. Olet kiinnostunut tähtien naapur eista, jotka olet määritel lyt seu-

r aavasti:

Tähdet A ja B ovat naapur eita, jos A :n ja B :n etäisyys on al le R valovuotta eli

�( A; B ) � R .

T arkastel laan seur aavia ongelmia:

i) Onko Koir antähti Kissantähden naapuri? Kissantähden ko or dinaatit ovat (x; y; z)

ja Koir antähden ko or dinaatit (r; s; t ) . Nyt lasketaan vain etäisyysp
(x � r )2 + ( y � s)2 + ( z � t)2

eli ongelma on selvästi r atke ava. (V astaava �kieli�

olisi

LKissa = f xjx on tähden ko o di ja x on Kissantähden naapuri g. Ongelma p alautuu

siis �kielentunnistusongelmaksi� Koir antähti 2 LKissa ?)

ii) Onko Kanintähdel lä yhtään naapuria? Olk. Kanintähden ko or dinaatit (x; y; z) .

Nyt käytävä p ahimmassa tap auksessa koko tietokanta läpi. Kuitenkin jos Kanin-

tähdel lä on naapuri, esim. tietokannan i :s tähti, löytyy se siis äär el lisessä ajas-

sa ( i :nnel lä aikaskele el la). Sen sijaan emme saa koskaan varmuutta, mikäli Ka-

nintähdel lä ei ole naapuria. Ongelma r atke aa siis vain �Kyl lä�-tap auksessa, mutta

ei �Ei�-tap auksessa ja on siis osittain r atke ava. (Haluamme siis r atkaista �kieltä�

LKani = f xjx on tähden ko o di ja x on Kanintähden naapuri g koskevan ongelman

LKani 6= ; ?)

iii) Onko Kanintähti yksinäinen tähti? Tämän ongelman �Kyl lä�-vastaus on sa-

ma kuin e del lisen ongelman �Ei�-vastaus eli r atke amaton. Meidän täytyisi tarkistaa

kaikki tietokannan tähdet, joita on äär ettömän monta, eli laskenta ei p ääty koskaan.

(Haluamme siis tietää, onko LKani = ; ?)

Täysin r atke amattomia ongelmia ei ole enää tap ana luokiteltu laskennal lisen vai-

keutensa p eruste el la

4

, vaikka voisi ajatel la, että seur aava ongelma olisi vieläkin

vaike ampi: Luettele kaikki universumin yksinäiset tähdet. (�Kielenä� L yksin =
f xjx on tähden ko o di ja L x = ;g , missä L x sisältää x :n kaikki naapurit.)

4

P erin teisessä lask etta vuuden teoriassa ollaan kiinnostuneita v ain tietok oneilla/T uringin k oneil-

la ratk ea vista ongelmista. Viime aik oina on kuitenkin teh t y uutta tutkim usta ns. tr ans�niittisten

T uringin koneiden ( tr ans�nite or in�nite-time T uring machines lask en ta v oimasta, jolloin v oidaan

v ertailla ratk eamattomien ongelmien v aik eutta.
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7.1 Ratk ea vuuden päättely sulk eumaominaisuuksil-

la

Usein ongelman ratk ea vuus tai ratk eamattom uus v oidaan päätellä tutkimalla ongel-

man osaongelmia, sen k omplemen ttiongelmaa tai yleisempiä ongelmia, jotk a yhdessä

määrittä v ät ongelman (ks. Kuv a 7.2). Samaan tapaan v oidaan päätellä kielen rekur-

siivisuus tai rekursiivinen n umeroituvuus h y ö dyn tämällä sulk eumaominaisuuksia.

luennolla

LATE-
kurssilaiset

aktiivi-
opiskelijat

hereillä

luennolla

Opiskelijat:

luennolla
nukkuvat

Kuv a 7.2: Ongelma �k ä yk ö Matti LA TE-luennolla?� v oidaan ratk aista tutkimalla 1)

suoraan, kuuluuk o Matti LA TE-luennolla k ä vijöiden joukk o on, 2) tutkimalla, kuu-

luuk o Matti k omplemen ttijoukk o on (luennolta pinnaa jat), 3) tutkimalla luennolla

k ä vijöiden k ah ta osa joukk oa, n ukkuvia ja hereillä p ysyviä, tai 4) tutkimalla, kuuluu-

k o Matti k ah teen suurempaan joukk o on, aktiiviopisk elijoihin ja LA TE-kurssilaisiin.

7.1.1 Ratk ea v at ongelmat eli rekursiivinen kieli

Jos ratk ea v asta ongelmasta m uo dostetaan k omplemen ttiongelma tai k ahdesta rat-

k ea v asta ongelmasta m uo dostetaan yhdiste tai leikk aus, on tulosongelma edelleen

ratk ea v a. T oisin sano en rekursiivisille kielille pätev ät seuraa v at sulk eumaominaisuu-

det:
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Lause 7.1 Olko ot A; B � � �

r ekursiivisia. Täl löin myös

i)

�A = � � n A ,

ii) A [ B ja

iii) A \ B

ovat r ekursiivisia.

T o distus:

(i) Olk o on MA totaalinen T uringin k one, jok a tunnistaa kielen A (ts. L(MA ) = A ).

Kielen

�A tunnista v a totaalinen T uringin k one saadaan v aih tamalla MA :n h yv äksyv ä

ja h ylk ää v ä lopputila k esk enään.

M A

Kuv a 7.3: Rekursiivisen kielen k omplemen tin tunnistaminen T uringin k oneella.

(ii) Olk o ot MA ja MB totaaliset T uringin k oneet, jotk a tunnista v at kielet A ja B

(ts. L(MA ) = A , L(MB ) = B ). Kielen A [ B tunnista v a totaalinen T uringin k one M

saadaan yhdistämällä MA ja MB toimimaan p eräkk äin: jos MA h yv äksyy sy ötteen,

m y ös M h yv äksyy; jos MA päät yy h ylk äämiseen, M k ok eillaan vielä MB :tä.

Huom! Tätä v arten MA :n on jätettä v ä p ysäh t y essään nauhalle alkup eräinen sy öte-

jono k osk emattomana (ja siiv otta v a omat jälk ensä).

M A

M B

Kuv a 7.4: Kahden rekursiivisen kielen yhdisteen tunnistaminen T uringin k oneella.
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(iii) A \ B :lle saadaan totaalinen tunnista jak one de Morganin säännön a vulla: A \
B = �A [ �B . T s. m uo dostetaan ensin k omplemen ttik oneet MA ja MB , yhdistetään

ne k oneeksi MA[ B ja m uo dostetaan vielä tämän k omplemen ttik one M
A [ B

. 2

(T eh tä v ä: Piirrä k one M
A[ B

!)

7.1.2 Osittain ratk ea v at ongelmat eli rekursiivisesti luetelta-

v a kieli

Rekursiivisesti luetelta v at kielet v astaa v at päätösongelmia, joille v oidaan rak en taa

ainakin h yv äksyv ässä tapauksessa p ysäh t yv ä T uringin k one. Mik äli k one p ysäh t yy

m y ös h ylk ää v ässä tapauksessa, on kieli lisäksi rekursiivinen. T oisin sano en, jos v oim-

me laatia �Kyllä�-tapauksessa p ysäh t yv än T uringin k oneen sek ä kielelle L että sen

k omplemen ttikielelle L , saamme k oneista yhdistämällä totaalisen tunnista jak oneen

kielelle L .

Rekursiivisesti luetelta v at kielet v oidaan määritellä m y ös v aih to eh toisella ta v alla,

jok a ha v ainnollistaa paremmin kieliluok an nimit ystä. Kieli on rekursiivisesti luetel-

ta v a, jos ja v ain jos v oimme laatia sille ns. luettelointikone en ( enumer ating machine ),

jok a luettelee k aikki kielen sanat. K osk a kieli on ääretön, ei k one luonnollisestik aan

p ysähdy k osk aan.

Oletetaan, että meillä olisi k one, jok a luettelee kielen A k aikki sanat. Kielen A

tunnistusk one saadaan n yt seuraa v asti: luetellaan kielen sano ja ja v errataan niitä

tunnistetta v aan merkkijono on x . Mik äli x kuuluu kieleen, se tulee ennemmin tai

m y öhemmin luetelluksi, m utta jos x ei kuulu kieleen, ei tunnistusk one p ysähdy

k osk aan.

Jos meillä olisi lisäksi kielen k omplemen tin A k aikki sanat luettelev a T uringin k o-

ne, ratk eaisi tunnistusongelma kummassakin tapauksessa. T oisaalta, jos meillä on

kielen tunnista v a T uringin k one, jok a p ysäh t yy ainakin h yv äksyv ässä tapauksessa,

v oimme laati kielen luetteloin tik oneen. Ideana on generoida k aikki mahdolliset aak-

k oston merkkijonot (joita on äärettömän mon ta) ja tarkistaa tunnistusk oneen a vul-

la, kuuluuk o generoitu merkkijono x kieleen. Mik äli x kuuluu kieleen, se tulostetaan.

(T o distuksen yksit yisk ohdat lö yt yv ät esim. Sudk ampin kirjasta, luku 9.)

Jos meillä on T uringin k oneet (jotk a p ysäh t yv ät �Kyllä�-tapauksessa, m utta eiv ät

v älttämättä �Ei�-tapauksessa) MA ja MB , niin v oimme m uo dostaa m y ös niiden

yhdiste- ja leikk ausk oneet MA[ B ja MA\ B . T s. rekursiivisesti luetelta ville kielille

pätev ät seuraa v at sulk eumaominaisuudet:
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Lause 7.2 Olko ot A; B � � �

r ekursiivisesti lueteltavia. Täl löin myös A[ B

ja A \ B ovat r ekursiivisesti lueteltavia.

T o distus: H.T. 2

Huom! Rekursiivisesti luetelta ville kielille ei päde, että k omplemen ttikieli olisi (v ält-

tämättä) rekursiivisesti luetelta v a! T s. jos meillä on T uringin k one MA , jok a tunnis-

taa kielen A ja p ysäh t yy �Kyllä�-tapauksessa, m utta ei v älttämättä �Ei�-tapauksessa,

niin emme v oi m uo dostaa k onetta MA , jok a p ysäh t yisi �Kyllä�-tapauksessa k aikilla

sy ötteillä. Miksi? (H.T.)

Seuraa v a tärk eä tulos an taa meille k einon tunnistaa, milloin ongelma on ratk ea v a:

Lause 7.3 Kieli A � � �

on r ekursiivinen, jos ja vain jos kielet A ja

�A ovat

r ekursiivisesti lueteltavia.

Tämä merkitsee sitä, että päätösongelma � ratk ea v a, jos v oimme laatia �Kyllä�-

tapauksessa p ysäh t yv än T uringin k oneen sek ä ongelmalle � että sen k omplemen t-

tiongelmalle � . (Luonnollisestikin v oimme laatia suoraan totaalisen T uringin k oneen

ongelmalle � , jos v ain k eksimme sellaisen.)

T o distus: � ) � seuraa siitä, että rekursiivisen kielen k omplemen tti on aina rekursii-

vinen (sulk eumaominaisuudet).

� ( �: Olk o ot MA ja M �A T uringin k oneet kielten A ja

�A tunnistamiseen. Kaikilla

x 2 � �

joko MA tai M �A pysähtyy ja h yv äksyy x :n. Muo dostetaan totaalinen k ak-

sinauhainen tunnista jak one M yhdistämällä �rinnakk ain� MA ja M �A (Kuv a 7.5).

M sim uloi ykk ösnauhallaan k onetta MA ja k akk osnauhallaan k onetta M �A . Jos yk-

k össim ulaatio p ysäh t yy h yv äksyv ään lopputilaan, M h yv äksyy sy ötteen; jos taas

k akk ossim ulaatio h yv äksyy , M h ylk ää sy ötteen. 2

Huomaa, että M v oidaan toteuttaa 2-nauhaisena k oneena, jok a rinnakk aisesti si-

m uloi toisella nauhallaan MA :n ja toisella MB :n lask en taa. Jos MA p ysäh t yy h yv äk-

syv ään tilaan, niin M h yv äksyy sy ötteen, jos taas MB h yv äksyy sy ötteen, niin M

h ylk ää sen.

Lauseesta seuraa seuraa v a tärk eä tulos:

Jos A � � �

on rekursiivisesti luetelta v a kieli, jok a ei ole rekursiivinen, niin

kieli

�A ei ole rekursiivisesti luetelta v a.
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M �A

M A

Kuv a 7.5: T otaalisen T uringin k oneen m uo dostaminen k ahdesta rinnakk ain toimi-

v asta k oneesta.

Tämä merkitsee sitä, että ongelma � on tä ysin ratk eamaton, jos sen k omplemen t-

tiongelmalle � v oi laatia v ain ei-totaalisen T uringin k oneen. V alitetta v asti on han-

k ala osoittaa suoraan, ettei ongelmalle v oisi laatia totaalista T uringin k onetta.

Kä ytännön to distuksia v arten meidän tä yt yy ensin lö ytää jollain toisella menetel-

mällä tä ysin ratk eamaton ongelma, jonk a a vulla v oimme osoittaa m uita ongelmia

ratk eamattomiksi.

7.2 T uringin k oneiden ominaisuudet

Useimmat T uringin k oneiden (tietok oneohjelmien) toimin taa k osk ev at ongelmat o v at

jok o osittain ratk ea via tai tä ysin ratk eamattomia. Jotta pääsisimme tutkimaan T u-

ringin k oneiden ominaisuuksia, meidän tä yt yy ensin esittää T uringin k oneet merk-

kijonoina.

Seuraa v aksi annamme menetelmän, jolla v oi k o o data mink ä tahansa T uringin k o-

neen binäärilukuna. Tämän jälk een v oimme an taa esimerkin tä ysin ratk eamatto-

masta omgelmasta. Lopuksi k äsittelemme univ ersaalik oneita, joilla v oi tutkia tois-

ten T uringin k oneiden toimin taa erilaisilla sy ötteillä.



7.2. TURINGIN KONEIDEN OMINAISUUDET 219

7.2.1 T uringin k oneen k o o daus binäärilukuna

Kun haluamme tutkia T uringin k oneita k osk evia ominaisuuksia toisilla T uringin

k oneilla, meidän on esitettä v ä sy ötek oneen rak enne merkkijonona. Seuraa v alla me-

netelmällä mink ä tahansa T uringin k oneen v oi kuv ata binäärilukuna. Haluttaessa

binääriluku v oidaan edelleen m uun taa k ok onaisluvuksi. T uringin k oneen kuv aami-

seksi riittää k o o data sen siirt ymäfunktio, sillä se kuv aa k ok o k oneen toiminnan.

T ark astellaan standardimallista T uringin k onetta M = ( Q; � ; � ; �; q0; q

y es

; q

no

); jonk a

sy öteaakk osto on � = f 0; 1g.

Olk. Q = f q0; q1; : : : ; qng, missä q

y es

= qn� 1 ja q

no

= qn .

� [ f >; < g = f a0; a1; : : : ; amg, missä a0 = 0 , a1 = 1 , a2 = > ja a3 = < .

Merk. � 0 = L ja � 1 = R .

Määritellään k aikille näille omat k o o dit, jotta pääsemme k o o daamaan siirt ymäfunk-

tiota.

K o o ditaulu:

q0 0

q1 00

q2 000

Tilat . .

. .

. .

qn� 1 = qyes 0n

qn = qno 0n+1

0 0

1 00

> 000

Merkit < 0000

� [ f >; < g a4 00000 = 05

a5 06

. .

. .

. .

am 0m+1

Suunnat L 0

R 00
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Jok ainen siirt ymäfunktion � arv oista v oidaan n yt k o o data seuraa v asti:

Säännön � (qi ; aj ) = ( qr ; as; � t ) k o o di on

ci;j = 0 i +1 10j +1 10r +1 10s+1 10t+1 :

ts. ci;j = ( qi :n k o o di )1(aj :n k o o di )1(qr :n k o o di )1(as :n k o o di )1(� t :n k o o di )

K ok o k oneen M k o o di saadaan yhdistämällä k aikkien siirt ymäfunktion arv o jen k o o-

dit yhdeksi binäärijonoksi, k ä yttäen erotinmerkk einä 11:tä. K o o din alku ja loppu

merkitään jonoilla 111.

K oneen M k o o di on siis

cM = 111c0;011c0;111c0;> 11: : :11c0;m 11c1;011: : :11c1;m 11

: : :11cn� 2;011: : :11cn� 2;m 111:

Huom! Jotta k o o di olisi yksik äsitteinen, tä yt yy siirt ymäfunktiot k o o data k anonisessa

järjest yksessä � ensin tilan 0 siirt ymät sy ötemerkkien järjest yksessä, sitten tilan 1

siirt ymät jne. Muuten samalle k oneelle saataisiin useita eri k o o deja. Miten k o o daisit

epädeterministisen T uringin k oneen yksik äsitteisesti?

Esimerkki 7.1

1=1; R
1=1; R

0=0; R

0=0; R

(q3)(q2)

<=<; L

q1q0

<=<; L

Kuv a 7.6: Kielen f 02k j k � 0g tunnista v a T uringin k one.

Kuvassa 7.6 on annettu T uringin kone, joka tunnistaa kielen f 02k j k � 0g. Ko o da-

taan ensin kone en siirtymät � (qi ; aj ) = ( qr ; as; � t ) erikse en:



7.2. TURINGIN KONEIDEN OMINAISUUDET 221

siirtymä ko o di

� (0; 0) = (1 ; 0; R) 01010010100

� (0; 1) = (3 ; 1; R) 010010000100100

� (0; < ) = (2 ; <; L ) 01000010001000010

� (1; 0) = (0 ; 0; R) 00101010100

� (1; 1) = (3 ; 1; R) 0010010000100100

� (1; < ) = (0 ; 0; R) 00100001010100

Sitten vain yhdistetään siirtymien ko o dit:

cM = 111 01010010100| {z }
� (q0 ;0)=( q1 ;0;R)

11 010010000100100| {z }
� (q0 ;1)=( q3 ;1;R)

11: : : :::11 00100001010100111| {z }
� (q1 ;< )=( q0 ;0;R)

Jok aista T uringin k onetta M v astaa siis tasan yksi k o o di cM . Kaikki binäärijonot

eiv ät kuitenk aan esitä mitään k o o dauksen m uk aista T uringin k onetta (esimerkiksi

merkkijonot � , 0, 1101, jne). Ongelma ratk aistaan sopimalla, että k aikki �laittomat�

k o o dit kuv aa v at triviaalik onetta M

triv

, jok a ei h yv äksy yh tään sy ötettä. (K oneen

M

triv

h yv äksymä kieli on siis ; .)

Määritellään siis:

M c =
�

k one M , jolla cM = c, jos c on k elv ollinen k o o di;

k one M

triv

, m uuten.

Nyt jok aista luonnollista lukua (binäärilukua) v astaa jokin T uringin k one ja jok ais-

ta T uringin k onetta v astaa jokin luonnollinen luku (Kuv a 7.7). T uringin k oneiden

joukk o on siis n umeroituv a. Sivutuotteena osoitimme, että k aikkien T uringin k onei-

den tunnistamien (binääriaakk oston

5

) kielten eli rekursiivisesti luetelta vien kielten

joukk o on n umeroituv a. K oneet v oidaan luetella niiden k o o din m uk aisessa järjest yk-

sessä

M � ; M0; M1; M00; M01; : : : ;

ja niiden tunnistamat kielet samassa järjest yksessä

L(M � ); L(M0); L(M1); L(M00); L(M01); : : :

Huomaa, että monet kielistä v astaa v at t yhjää kieltä ; ja toisaalta sama kieli v oi

esiin t y ä luettelossa mon ta k ertaa (saman kielen v oi tunnistaa useilla k oneilla).

5

Mik ä tahansa aakk osto v oidaan k o o data binääriaakk osina, joten mink ä tahansa kielen v oi

esittää binääriaakk ostossa.
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O

Merkkijonot
{0,1} * koneet

Turingin
lueteltavat kielet
Rekursiivisesti

laittomat
koodit

L

L

M
M

M

M triv

01

3

2

2

c
c

c
c

c
0

1

i

2

l

...

...

... ...

M 0 L 3

...cj
mc

Kuv a 7.7: Jok aista k elv ollista T uringin k oneen k o o dia v astaa yksi T uringin k one ja

jok ainen T uringin k one tunnistaa yhden kielen. Laittomat k o o dit v astaa v at triviaa-

lik onetta M triv , jok a tunnistaa t yhjän kielen ; .

7.2.2 Diagonaalikieli D

Can torin diagonaaliargumen tin p erusteella tiedämme, että on olemassa ratk eamat-

tomia ongelmia. T ark astellaan n yt samaa argumen taatiota T uringin k oneiden a vulla.

Samalla saamme esimerkin tä ysin ratk eamattomasta ongelmasta eli ei-rekursiivisesti

luetelta v asta kielestä.

Kuv a 7.8: Diagonaalik one MD p ohdisk elee omaa olemassaoloaan. Sen tulisi tunnis-

taa sellaisten k oneiden k o o dit, jotk a eiv ät h yv äksy omaa k o o diaan. Miten k ä y MD :n

itsetutkisk elussa, jos sen pitäisi tutkia omaa k o o diaan?

P äättelyk etju on seuraa v a:
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1. T uringin k oneet o v at äärellisiä, joten niiden joukk o on n umeroituv a. Jok aiselle

T uringin k oneelle v oidaan siis an taa yksik äsitteinen binäärik o o di cM . Merki-

tään k o o din c kuv aamaa k onetta M c :llä.

2. Tällöin m y ös k aikkien T uringin k oneiden tunnistamien kielien (eli rekursiivi-

sesti luetelta vien kielien) joukk o on n umeroituv a. Merkitään k oneen M c tun-

nistamaa kieltä L(M c) :llä.

3. Tiedetään, että k aikkien binäärimerkkijono jen joukk o on n umeroituv a.

4. Laaditaan kieli D , jok a sisältää merkkijonon c, jos ja v ain jos T uringin k one

M c h ylk ää sen. T oisin sano en c =2 L(M c) .

5. Jos kielellä D n yt olisi tunnista v a T uringin k one M , sen v oisi kuv ata jollain

binäärik o o dilla d. T s. olisi D = L(Md) jollain d.

6. Tästä seuraa ristiriita: d 2 D = L(Md) , d =2 L(Md) , ei k one Md v oi olla

olemassa. T oisin sano en kieli D ei ole rekursiivisesti luetelta v a.

Kielen D m uo dostaminen on esitett y Kuv assa 7.9. Pyst y akselilla on lueteltu k aikki

binääriaakk oston merkkijonot k anonisessa järjest yksessä ja v aak a-akselilla näiden

kuv aamien T uringin k oneiden tunnistamat kielet L(M � ) , L(M0) , L(M1) , L(M00) ,

. . . Kieli D p oikk eaa kustakin kielestä tauluk on diagonaalilla:

D
& L(M � ) L(M0) L(M1) L(M00) � � �

�

1

60 0 0 0 � � �

0 0

0

61 1 0 � � �

1 0 0

0

61 1 � � �

00 0 0 0

1

60 � � �

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.
.

.

.

.

.

Kuv a 7.9: Diagonaalikielen D m uo dostaminen.

224 LUKU 7. RA TKEA VUUS JA RA TKEAMA TTOMUUS

Huomaa, että kuv a ha v ainnollistaa v ain ideaa. Kä ytännössä T uringin k oneen kuv aus

v aatii hieman pidemmän k o o din, eiv ätk ä alkupään lyh y et merkkijonot �; 0; 1; 00; 01; 10; 11; :::

kuv aa mitään k onetta. (Edellä so vimme, että laittomat k o o dit kuv aa v at triviaalik o-

neen, jonk a tunnistama kieli on ; � se ei siis sisällä yh tään sanaa.)

Olemme siis to distaneet, että on olemassa ei-rekursiivisesti luetelta via kieliä eli tä y-

sin ratk eamattomia ongelmia. K onkreettisena esimerkkinä saimme kielen

D = f c 2 f 0; 1g� j c =2 L(M c)g:

Kieltä D v astaa v a päätösongelma �Hylk ääk ö annetun k o o din c esittämä T uringin

k one sy ötteen c?� on siis tä ysin ratk eamaton (ks. Kuv a 7.8).

Jatk ossa v oimme k ä yttää h yv äksi kielen D ratk eamattom uutta osoittaessamme m ui-

ta ongelmia ratk eamattomiksi.

7.2.3 Univ ersaalik one ja univ ersaalikieli

Kuv a 7.10: Univ ersaalik one MU tutkii m uiden T uringin k oneiden k ä yttä yt ymistä

annetulla sy ötteellä.

Seuraa v aksi esittelemme T uringin k oneen, jolla v oi tutkia m uiden T uringin k oneiden

toimin taa. Universaalikone ( universal T uring machine ) MU on T uringin k one, jok a
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sim uloi toisen k oneen M toimin taa sy ötteellä w (Kuv a 7.10). MU saa siis sy ötteenään

parin cM w , missä cM on T uringin k oneen M k o o di ja w on M :n sy öte. MU p ysäh t yy

sy ötteellä cM w , v ain jos M p ysäh t yy sy ötteellä w . Lisäksi MU tulostaa saman, mitä

M tulostaa sy ötteellä w .

Univ ersaalik one v oidaan a jatella tietok oneena, jok a saa ohjelmien k o o deja ja niiden

sy ötteitä ja a jaa ohjelmia niiden sy ötteillä. Univ ersaalik oneen a vulla v oimme siis

tutkia, mitä tietok oneohjelmilla (m uilla T uringin k oneilla) v oidaan ratk aista.

Kä ytännössä univ ersaalik one MU k o ostuu k ahdesta k omp onen tista (Kuv a 7.11). En-

simmäinen k omp onen tti v ain tarkistaa, että sy ötteen alkuosa cM on laillinen T urin-

gin k oneen k o o di. Tämä v oidaan toteuttaa yksink ertaisena äärellisenä automaatti-

na. Mik äli sy ötteen alussa ei ole laillista k o o dia, v oidaan sy öte saman tien h ylätä.

Jos alkuosan k o o di kuitenkin esittää jotain T uringin k onetta M (jok a on yksik ä-

sitteisesti määrätt y), siirrytään toiseen k omp onen ttiin, jok a sim uloi M :n toimin taa

sy ötteellä w . Jos M päät yy h yv äksyv ään lopputilaan sy ötteellä w , siirt yy univ ersaa-

lik onekin h yv äksyv ään tilaan, ja jos M päät yy h ylk ää v ään tilaan, päät yy MU :kin

h ylk ää v ään tilaan. On kuitenkin mahdollista, ettei M p ysähdy k aikilla sy ötteillä,

jolloin m y ös univ ersaalik one jää p ysäh t ymättä.

SIMULOITARKISTA

UM :

Kuv a 7.11: Univ ersaalik one MU k o ostuu k ahdesta k omp onen tista: ensin tarkiste-

taan, että sy öte on k elv ollista m uotoa cM w , ja sen jälk een sim uloidaan tutkitta v an

k oneen M toimin taa annetulla sy ötteellä w .

7.2.4 Univ ersaalikieli

Univ ersaalik oneen tunnistamaa kieltä kutsutaan universaalikieleksi U .
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Määritelmä 7.1 A akkoston f 0; 1g univ ersaalikieli U on

U = f cM w j w 2 L(M )g;

missä cM on jonkin T uringin kone en M ko o di ja w 2 f 0; 1g on jokin merk-

kijono.

Ekviv alen tisti U v oidaan ilmaista yhdisteenä U = f cM 1gL(M1) [ f cM 2gL(M2) [
f cM 3gL(M3) [ ::: = f cM 1w j w 2 L(M1)g [ f cM 2w j w 2 L(M2)g [ f cM 3w j w 2
L(M3)g [ :::. T oisin sano en univ ersaalikieli sisältää k aikki sellaiset k onek o o di-sy öte -

parien m uo dostamat merkkijonot, missä kyseinen k one h yv äksyy kyseisen sy ötteen.

Siihen on siis tallennettu tieto k aik esta, mitä T uringin k oneet v oiv at ratk aista!

V alitetta v asti osoittautuu, ettei univ ersaalikieli ole rekursiivinen, v aan ainoastaan

rekursiivisesti luetelta v a. In tuitiivisesti syy on seuraa v a:

Olk o on A jokin aakk oston f 0; 1g rekursiivisesti luetelta v a kieli, ja olk o on M kielen

A tunnista v a standardimallinen T uringin k one. Tällöin on

A = f w 2 f 0; 1g� j cM w 2 Ug:

K osk a A on rekursiivisesti luetelta v a, k one M p ysäh t yy aina, kun w 2 A . Samoin

univ ersaalik one MU p ysäh t yy sim uloidessaan k oneen M toimin taa sy ötteellä w . MU

p ysäh t yy siis aina, kun cM w 2 U (k aikissa �kyllä�-tapauksissa) eli kieli U on rekur-

siivisesti luetelta v a.

Jos A on lisäksi rekursiivinen, k one M p ysäh t yy m y ös kieltä vissä tapauksissa. Täl-

löin univ ersaalik onekin p ysäh t yy sim uloinnissaan ja tulostaa v astauksen cM w =2 U .

On kuitenkin olemassa rekursiivisesti luetelta via kieliä, jotk a eiv ät ole rekursiivisia.

Tällaisilla kielillä on olemassa v ain ei-totaalisia T uringin k oneita, jotk a eiv ät p ysäh-

dy k aikissa �ei�-tapauksissa. Nyt univ ersaalik onek aan ei p ysähdy sim uloinnissaan

eik ä saada k osk aan selville, että cM w =2 U .

Tämä ei kuitenk aan ole riittä v ä to distus sille, että univ ersaalikieli ei v oi olla re-

kursiivinen. V oisihan olla jokin m uu menetelmä päätellä cM w =2 U sim uloimatta

M :ää sy ötteellä w . Esimerkiksi ihminen p yst yy usein h uomaamaan T uringin k oneen

k aa viosta (tai tietok oneohjelman k o o dista), sisältääk ö se ikuisen silm uk an. V oim-

me kuitenkin osoittaa, ettei univ ersaalikielelle ole mahdollista rak en taa totaalista

tunnistusk onetta M T
U .
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Univ ersaalikieli on rekursiivisesti luetelta v a

Osoitetaan, että v oimme laatia univ ersaalik oneen MU , jok a p ysäh t yy k aikissa �kyllä�-

tapauksissa:

Lause 7.4 Kieli U on r ekursiivisesti lueteltava.

*T o distus:

Muo dostetaan 3-nauhainen k one univ ersaalik one MU , jok a tunnistaa kielen U . Las-

k ennan aluksi tark astetta v a sy öte sijoitetaan k oneen MU ykk ösnauhan alkuun. Tä-

män jälk een k one toimii seuraa v asti:

1. Aluksi MU tark astaa, että sy öte on m uotoa cw, missä c on k elv ollinen T uringin

k oneen k o o di. Jos sy öte ei ole k elv ollista m uotoa, MU h ylk ää sen; m uuten se

k opioi merkkijonon w = a1a2 : : : ak 2 f 0; 1g�

k akk osnauhalle m uo dossa

00010a1+1 10a2+1 1: : : 10ak +1 10000:

2. Jos sy öte on m uotoa cw, missä c = cM jollakin k oneella M , MU :n on selvitet-

tä v ä, h yv äksyisik ö k one M sy ötteen w . Tätä v arten MU

� säilyttää ykk ösnauhalla M :n kuv austa c,

� k akk osnauhalla sim uloi M :n nauhaa, ja

� k olmosnauhalla säilyttää tietoa M :n sim uloidusta tilasta qi k o o dilla 0i +1

(aluksi siis MU kirjoittaa k olmosnauhalle tilan q0 k o o din 0).

3. Alkutoimien jälk een MU toimii v aiheittain, sim uloiden kussakin v aiheessa yh-

den k oneen M siirt ymän.

� Aluksi MU etsii ykk ösnauhalta M :n kuv auksesta k ohdan, jok a v astaa

M :n sim uloitua tilaa qi ja merkkiä aj .

� Olk o on ykk ösnauhalla olev a k o o din k oh ta

0i +1 10j +1 10r +1 10s+1 10t+1 :

Tällöin MU k orv aa k olmosnauhalla merkkijonon 0i +1

merkkijonolla 0r +1

,

k akk osnauhalla merkkijonon 0j +1

merkkijonolla 0s+1

, ja siirtää k akk os-

nauhan nauhapäätä yhden sim uloidun merkin v asemmalle, jos t = 0 , ja

oik ealle, jos t = 1 .
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M OK
ccc

M T
UM DUP

Kuv a 7.12: Diagonaalikielen D tunnista v a k one MD (jota ei ole olemassa).

� Jos ykk ösnauhalla ei ole yh tään sim uloituun tilaan qi liitt yv ää k o o dia,

sim uloitu k one M on tullut h yv äksyv ään tai h ylk ää v ään lopputilaan; täl-

löin i = k + 1 tai i = k + 2 , missä qk on viimeinen ykk ösnauhalla kuv attu

tila. K one MU siirt yy v astaa v asti lopputilaan q

y es

tai q

no

.

2

Univ ersaalikieli ei ole rekursiivinen

Osoitetaan an titeesillä, että univ ersaalikielelle ei v oi laatia totaalista tunnista jak o-

netta M T
U :

Lause 7.5 Kieli U ei ole r ekursiivinen.

*T o distus: Oletetaan, että kielellä U olisi totaalinen tunnista jak one M T
U . Tällöin

v oitaisiin m uo dostaa kielelle D totaalinen tunnista jak one MD kuv an 7.12 m uk aisesti.

MD :n ensimmäinen k omp onen tti, M

OK

testaa, onk o sy ötteenä annettu merkkijo-

no k elv ollinen T uringin k oneen k o o di. M

OK

on selv ästi totaalinen, sillä se v oidaan

toteuttaa äärellisenä automaattina (H.T.).

MD :n toinen k omp onen tti, M

DUP

on yksink ertainen �k opiok one�, jok a m uun taa sy ö-

tejonon c m uoto on cc. Sekin v oidaan toteuttaa help osti totaalisena T uringin k oneena

(H.T.).

MD :n k olmas k omp onen tti, M T
U , on univ ersaali T uringin k one, jonk a oletimme ole-

v an totaalisen.
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K one MD tunnistaa kielen D , k osk a

c 2 L(MD ) , c =2 L(M

OK

) tai cc =2 L(M T
U )

, c =2 L(M c)

, c 2 D:

Selv ästi k one MD on totaalinen, jos k one M T
U on. D :llä ei kuitenk aan v oi olla totaa-

lista tunnista jak onetta, sillä D ei ole rekursiivinen. Ristiriita. 2 .

Univ ersaalikielen k omplemen ttikieli

T ark astellaan vielä univ ersaalikielen U k omplemen ttikieltä U . K osk a U ei ole rekur-

siivinen, ei U v oi olla rekursiivisesti luetelta v a.

U k o ostuu k ahdesta osasta: U = ~U [ ERR; missä

~U = f x 2 f 0; 1g� j x = cM w ja w =2 L(M )g = [ 1
i =1 f cM i gL(M i ) ja

ERR = f x 2 f 0; 1g� j x ei sisällä alkuosanaan k elv ollista T uringin k oneen

k o o dia g = f ci j ci on M triv :n k o o di g � � �

.

UM

M

:~ 

M ERR U
_

Kuv a 7.13: Kielen U tunnista v a k one MU . Jos k omp onen tti M ~U p ysäh t yisi aina

�Kyllä�-tapauksissa, olisi univ ersaalikieli U rekursiivinen, mik ä on ristiriita. K one

M ~U ei siis p ysähdy �Kyllä�-tapauksissa k aikilla sy ötteillä. Sen sijaan k omp onen tti

MERR p ysäh t yy aina.

K osk a ERR on help osti tunnistetta v a rekursiivinen (jopa säännöllinen) kieli, ei kieli

~U v oi olla rekursiivisesti luetelta v a.

Jos kieli

~U olisi rekursiivisesti luetelta v a, olisi samoin m y ös kieli U . K osk a kieli U on

rekursiivisesti luetelta v a, seuraisi tästä, että U olisi p eräti rekursiivinen. U v oitaisiin

nimittäin tunnistaa kuv an 7.13 k oneella. Tämä ei kuitenk aan ole mahdollista, sillä
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U ei ollut rekursiivinen. Tästä v oimme päätellä, että kieli

~U ei v oi olla rekursiivisesti

luetelta v a.

T ark astellaan vielä, mitä edelliset tulokset merkitsev ät. Oletetaan, että olisimme

kiinnostuneita lask ennallisen ongelman � v astauksesta y sy ötteellä x ( x ja y o v at

sy ötteen ja tulosteen merkkijono esit ykset). K o o dataan sy öte-tuloste -parit merkki-

jonoina (x; y) . Jos ongelma � on ainakin osittain ratk ea v a, sisältää univ ersaalikieli

sanan cM (x; y) , missä cM on päätösongelman � � (x) = y ?� ratk aisev an k oneen k o o-

di. Kä ymällä läpi k aikki U :n sano ja, joiden sy öteosassa w esiin t yy x , v oisimme siis

p eriaatteessa lö ytää ongelman ratk aisev an T uringin k oneen k o o din cM sek ä v astauk-

sen y . Ain ut ongelma on selvittää, ratk aiseek o k o o din kuv aama k one M ongelman

� . Tähän ei ole olemassa mitään lask ennallista menetelmää, m utta mahdollisesti se

v oitaisiin to distaa matemaattisesti.

Kieli

~U puolestaan sisältää tiedon k aikista ongelman v ääristä v astauksista y0

. Jos

� (x) 6= y0

, sisältää

~U sanan cM (x; y0) , missä cM kuv aa päätösongelman � � (x) = y ?�

ratk aisev an k oneen. Kieli

~U ei kuitenk aan ole rekursiivisesti luetelta v a, joten emme

edes p eriaatteessa v oisi k ä ydä kieltä läpi ja etsiä v ääriä v astauksia ongelmaan � .

Tämä merkitsee sitä, emme saa yleisessä tapauksessa selville, onk o jokin y0

las-

k ennallisen ongelman � v äärä v astaus, v aikk a oik ea v astaus olisi T uringin k oneella

lask etta vissa. Ain ut k eino ha v aita y0

v ääräksi v astaukseksi on k eksiä T uringin k one,

jok a lask ee oik ean v astauksen sy ötteellä x .
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7.2.5 T y ök aluja ratk ea vuus- ja ratk eamattom uusto distuksiin

Nyt meillä on k ä ytössä seuraa v at t y ök alut ongelman ratk ea vuuden tai ratk eamatto-

m uuden to distamiseksi:

1. Jos haluat osoittaa ongelman ratk ea v aksi, v oit jok o

� k eksiä totaalisen T uringin k oneen, jok a ratk aisee ongelman. Huo-

maa, että k one v oi olla m y ös epädeterministinen, moninauhai-

nen tai moniurainen. (V oit m y ös an taa äärellisen automaatin, pi-

noautomaatin, säännöllisen lausekk een, k on tekstittoman tai k on-

tekstillisen kieliopin.) tai

� k eksiä (ei-totaalisen) T uringin k oneen sek ä ongelmalle P että sen

k omplemen tille P .

2. Jos haluat osoittaa ongelman ratk eamattomaksi, v oit

� Osoittaa, että k omplemen ttiongelma (kieli) on tä ysin ratk eama-

ton (ei-rekursiivisesti luetelta v a) tai

� Osoittaa, että jos ratk aisuk one olisi totaalinen, niin siitä seuraisi

ristiriita.

3. Jos haluat osoittaa ongelman ainoastaan osittain ratk ea v aksi (kielen

rekursiivisesti luetelta v aksi m utta ei-rekursiiviseksi), Sin un tä yt yy

(a) Osoittaa, että se on osittain ratk ea v a m uo dostamalla ongelman

ratk aisev a (ei-totaalinen) T uringin k one. Univ ersaali T uringin k o-

ne on tässä h y ö dyllinen apulainen.

(b) Osoittaa, että ongelma ei v oi olla tä ysin ratk ea v a, ts. m uo dos-

tamasi k one ei v oi olla totaalinen. Tämä v oidaan to distaa v as-

ta v äitteellä: Oleta, että k one olisi totaalinen eli se p ysäh t yy k ai-

killa sy ötteillä ja johda tästä jokin ristiriita. Ristiriidan m uo dos-

tamisessa v oit h y ö dyn tää esim. tietoasi Univ ersaalik oneesta ja

Diagonaalik oneesta (esim. joh topäätös, että Univ ersaalik one oli-

si totaalinen tai Diagonaalikielellä olisi tunnistusk one o v at risti-

riito ja).
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7.3 *Ekskursio: Ratk ea vuus ja ratk eamattom uus ma-

tematiik assa

Monessa lask etta vuutta ja lask ennan v aativuutta k osk ev assa tärk eässä tuloksessa

meidän on kiittäminen matemaatikk o ja (mm. Gö deliä ja Ch urc hia), joten pieni

ekskursio matematiikk aan lienee paik allaan. Erit yisesti Gö delin epätä ydellisyyslause

on suoraan so v elletta vissa (univ ersaali-) T uringin k oneita (mitä tahansa lask ennan

mallia) k osk ev aksi. V alotetaan ensin kuitenkin hämärien termien r ekursiivinen ja

r ekursiivisesti numer oituva kieli alkup erää.

7.3.1 Rekursiiviset ja rekursiivisesti n umeroituv at jouk ot ma-

tematiik assa

Jos ongelman v oi ratk aista primitiivirekursiivisell a funktiolla, se on lask ennallises-

ti ratk ea v a ja v oimme jopa an taa lask ennan v aativuudelle ylära jan. Jos ongelman

v oi ratk aista v ain rekursiivisella funktiolla, se ratk eaa lask ennallisesti eli äärellises-

sä a jassa, m utta emme v oi an taa mitään ylära jaa sen v aativuudelle. Jos ongelma

kuuluu rekursiivisesti n umeroituviin kieliin, emme v oi edes an taa ratk aisev aa las-

k ennallista funktiota, m utta kylläkin deklaratiivisen määritelmän, miltä v astauksen

tulisi tä yttää. Tämän p ohjalta v oimme m uo dostaa ns. osittaisr ekursiivisen funktion .

Määritelt y ä v astausta ei kuitenk aan v oida lask ea äärellisessä a jassa (k aikilla sy öt-

teillä). Jos ongelma ei ole edes rekursiivisesti n umeroituv a, emme p yst y an tamaan

edes osittaisrekursiivista funktiota, jok a määrittelisi v astauksen.

Rekursiiviset funktiot

Sanotaan, että joukk o A � N on rekursiivinen, jos sen tunnistusongelma � A (oi-

k eammin jouk on A kar akteristinen funktio ) on rekursiivinen funktio. Huom! Mik ä

tahansa merkkijono v oidaan aina k o o data luonnollisena lukuna eli kieli A on itse

asiassa N:n osa joukk o.

Määritellään ensin primitiivir ekursiiviset funktiot

Määritelmä 7.2 Primitiivir ekursiivisten funktio den p erhe on pienin funktiop erhe

luonnol listen lukujen joukossa ( f : N ! N), joka sisältää funktiot

Z(n) = 0 (nol lafunktio)

S(n) = n + 1 (seur aajafunktio)
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P r i
n (x1; :::; xn ) = x i (pr ojektiofunktio)

sekä näistä yhdistämäl lä ja seur aaval la ns. r ekursiosäännöl lä saatavat funktiot.

Rekursiosään tö: Olko on f n -p aikkainen primitiivir ekursiivinen funktio ja g n + 2 -

p aikkainen primitiivir ekursiivinen funktio. Täl löin n + 1 -p aikkainen funktio h ,

h(0; x1; :::; xn ) = f (x1; :::; xn )
h(y + 1; x1; :::; xn ) = g(y; h(x1; :::; xn ); x1; :::; xn )

on primitiivir ekursiivinen.

Kun n = 0 , niin h(0) = a (v akio) ja h(y + 1) = g(y; h(y)) .

Esimerkiksi yh teenlasku, k ertolasku, eksp onen ttifunktio, v akiofunktio ja ra joitettu

v ähenn yslasku ( x � y = 0 , jos x < y ) o v at primitiivirekursiivisia . Uusia primitiivi-

rekursiivisia funktioita saadaan m y ös r ajoitetul la minimalisaatiol la , merk.

f (y; x1; :::; xn ) = ( �z � y)R(z; x1; :::; xn ) , jos

f (y; x1; ::; xn ) =
�

pienin z � y , jolle R(z; x1; :::; xn ); jos tällainen z on olemassa, ja

0; m uuten,

missä R on primitiivirekursiivinen relaatio.

R ekursiivisten funktioiden p erhe määritellään aiv an samaan tapaan kuin primitii-

virekursiivisten funktioiden p erhe, m utta sallimme ra joittamattoman minimalisaa-

tion. Merk. f (x1; :::; xn ) = �yR (y; x1; :::; xn ) , jos

f (x1; :::; xn ) = pienin y , jolle R(y; x1; :::; xn ) , jos tällainen y on olemassa.

Primitiivirekursiivisten ja rekursiivisten funktioiden ero on seuraa v a: jos f (x) on pri-

mitiivirekursiivinen, on f (n) :n lask emiseen kuluv a aik a ennalta arvioita vissa. (T s.

v oimme an taa ratk aisev an T uringin k oneen aik a v aativuudelle ylära jan.) Jos funktio

on v ain rekursiivinen, tiedämme v ain, että f (n) on ratk ea v a, m utta emme tiedä,

mon tak o lask en ta-ask elta ratk aisu v aatii (ts. v astaa v an TM:n lask en ta päätt yy ää-

rellisessä a jassa, m utta emme v oi an taa ennalta mitään arviota, k auank o lask en ta

tulee k estämään.)

Esimerkiksi A c k ermannin funktio A on rekursiivinen, m utta ei primitiivirekursiivi-

nen.

A(0; x) = x + 1
A(n + 1; 0) = A(n; 1)
A(n + 1; x + 1) = A(n; A(n + 1; x))
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A c k ermannin funktio on sik äli kiin toisa, että k aikille primitiivirekursiivisil l e funk-

tioille f lö yt yy n , jolle f (x) < A (n; x) k aikilla x . Ja kun n lähene e äär etöntä, antaa

A ckermannin funktio ylär ajan (ma joran tin) m y ös kaikil le r ekursiivisil le funktioil le !

T oisin sano en se an taa ylära jan mink ä tahansa ratk ea v an ongelman aik a v aativuu-

delle.

Rekursiivisesti n umeroituv at jouk ot

Rekursiivisen kielen tunnistusongelma (kuuluuk o sana x kieleen A ) on rekursiivi-

nen eli algoritmisesti ratk ea v a, josk aan emme v oi an taa lask ennan aik a v aativuudelle

mitään ylära jaa.

T oisaalta jok ainen epät yhjä rekursiivinen kieli A (sen sisältämät sanat) v oidaan

aina n umeroida rekursiivisella funktiolla. Määritellään A :n sanoille n umeroin ti: A =
f f (n) j n 2 Ng, missä

f (n) =
�

n; jos � A (n) = 1 ja

a0; jos � A (n) = 0 (jollain v akiolla a0 2 A)

Määritelmä 7.3 Joukko A � N on r ekursiivisesti numer oituva, jos A = ; tai on

olemassa r ekursiivinen funktio f : N ! N s.e. A = f f (n) j n 2 Ng.

Kaikki rekursiiviset jouk ot o v at siis m y ös rekursiivisesti n umeroituvia. Rekursiivises-

ti n umeroituvien joukk o jen p erhe on kuitenkin aidosti suurempi kuin rekursiivisten

eli on olemassa joukk o ja (kieliä), jotk a o v at rekursiivisesti n umeroituvia m utta eiv ät

rekursiivisia (Ch urc hin lause).

Rekursiivisuuden ja rekursiivisen n umeroituvuuden v älinen ero on se, että rekursiivi-

sen funktion arv on v oi aina lask ea äärellisen monella lask en ta-ask eleella ja rekursiivi-

sen jouk on tunnistusongelma on siis ratk ea v a (ts. meillä on algoritmi, jok a ratk aisee

sen). Sen sijaan, jos joukk o on v ain rekursiivisesti n umeroituv a, emme v oi määritellä

mitään funktiota, jok a tunnistaisi sen, k osk a funktion määritelmä itsessään edellyt-

tää määriteltä vyyttä (v oimme lask ea funktion arv on k aikilla määrittelyjouk on al-

kioilla). V oimme kyllä an taa deklaratiivisen määritelmän, mitä jokin rekursiivisesti

n umeroituv a joukk o pitää sisällään ja kuv ata tällaisia kieliä lukuteorian k aa v oilla.

Meillä on esim. k äsit ys miten k aa v an �( x1; :::; xn ) totuus selvitetään, v aikk a uni-

v ersaaliv äitteen 8x�( x) totuus ei ole lask ennallisesti ratk ea v a (pitäisi tutkia �( n) :n

totuus äärettömän monella n 2 N). Tällaista osittain määritelt y ä �funktiota�, jok a

on lask etta vissa v ain joillain määrittelyjouk on arv oilla, kutsutaan osittaisrekursiivi-

seksi funktioksi.
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Mitä sitten o v at tä ysin ratk eamattomat eli ei-rekursiivisesti n umeroituv at jouk ot

matematiik assa? Niille emme v oi an taa edes osittaisrekursiivista funktiota (dekla-

ratiivista määritelmää), jok a jotenkin kuv aisi jouk on sisällön.

7.3.2 Gö delin epätä ydellisyyslause

Gö delin epätä ydellisyyslause on matemaattinen v astine T uringin k oneiden itsetut-

kisk elusta seuraa v alle epätä ydellisyydelle.

Gö del k eksi menetelmän, jolla mik ä tahansa lukuteorian k aa v a (tai predik aattilogii-

k an lause) v oidaan k o o data yksik äsitteisenä k ok onaislukuna, k aa v an Gö del-lukuna .

T oisin sano en jok aiseen k aa v aan v oidaan liittää tasan yksi luku ja jok aiseen lukuun

liitt yy k ork ein taan yksi k aa v a (osa k ok onaisluvuista ei v astaa mitään k aa v aa). Tällä

ta v alla k aa v assa päästään viittaamaan toisiin k aa v oihin, mik ä mahdollistaa k aa v o jen

paradoksaalisen itsetutkisk elun. ( $ T uringin k oneiden k o o daus binäärilukuina)

Gö del-n umeroin ti tapah tuu seuraa v asti. Ensin liitetään jok aiseen lukuteorian merk-

kiin luonnollinen luku:

#(0) = 1
#(1) = 2
#(+) = 3
#( � ) = 4
#(=) = 5
#(() = 6
#()) = 7
#( ^ ) = 8
#( _) = 9
#( : ) = 10
#( 9) = 11
#( 8) = 12
#( v0) = 13
#( v1) = 14
#( v2) = 15

....

missä m uuttujan vn järjest ysn umero on #( vn ) = 13 + n .

Olk o on w n yt edellisistä merk eistä m uo dostuv a sana w = w0w1:::wn . Tällöin w :n

Gö del-luku on

dwe = � i =0
npi

(# wi ) = p0
(#( w0 )p1

(# w1 ) :::pn
(# wn ) ;
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missä p0; p1; ::: o v at p eräkk äiset alkuluvut 2,3,5,7,...

Esimerkiksi d(1 = 1) e = 2 6 � 32 � 55 � 72 � 117

.

Tämä itsessään h yvin yksink ertainen t y ök alu mahdollisti mah ta v an tuloksen: sen

a vulla Gö del to disti kuuluisan Ep ätäydel lisyyslause ensa , jonk a m uk aan mik ään k on-

sisten tti aksio oma järjestelmä (esim. aritmetiikk a) ei v oi olla tä ydellinen (t.s. se ei

v oi sisältää k aikki tosia lauseita teoreemoinaan). Gö delin to distus oli m y ös yksink er-

taisuudessaan suunnattoman nerok as ja p erustui V aleh telijan paradoksiin (Can torin

diagonalisoin tiargumen ttii n): jos k aa v a � sano o �Kaa v a, jonk a Gö del-luku on x ei

ole to distuv a� ja � :n oma Gö del-luku on x , seuraa ristiriita: toisin sano en emme

v oi ratk aista k aikista mahdollisista tosista lauseista, o v atk o ne to distuvia v ai eiv ät.

(Lause � sano o siis �En ole to distuv a�.)

Huom! V oimme kyllä päätellä, että lause � on tosi � sehän ei ollut to distuv a ky-

seisessä järjestelmässä � m utta järjestelmä itse ei kyk ene ratk aisemaan sitä, mik äli

pidämme kiinni järjestelmän k onsistenssista. Jos taas sallimme, että järjestelmä on

epäk onsisten tti (ts. siinä pätee sek ä jokin lause että sen negaatio), niin mik ä tahan-

sa lause v oidaan to distaa oik eaksi. Järjestelmä v oi siis olla tä ydellinen, v ain jos se

on epäk onsisten tti, m utta jos se on k onsisten tti, se on epätä ydellinen.

6

Tällä viattoman oloisella, v ain lausek alkyylia k osk ev alla lauseella on to della laa jat

seuraukset. Siitä seuraa, ettei mik ään aksiomatisoin tijärjestelmä, esim. algebra, tai

mik ään lask ennanmalli, kuten T uringin k oneet, ole tä ydellinen!

7.3.3 Kirjallisuutta

Hofstadter, Douglas R.: Gö del, Esc her, Bac h: An Eternal Golden Braid. Vin tage

Bo oks, 1979. (luvut XIV-XV)

Nagel, E. & Newman, J.K.: Gö del's Pro of. New Y ork Univ ersit y Press, 1986.

Ruc k er, Rudy: Mieli ja äärettöm yys.

Väänänen, Jouk o: Matemaattinen logiikk a. Gaudeam us, 1987.

6

V aleh telijan paradoksin matemaattinen v ersio, T arskin lause, sano o, että joukk o T =
f xjx on to den lauseen � Gö del-n umero g ei ole rekursiivinen, eik ä edes rekursiivisesti n umeroitu-

v a! Sen sijaan jos kiinnitämme jonkin �efektiivisen� ( � algoritmisesti ratk ea v an) aksio oma järjes-

telmän A , niin joukk o T 0 = f xjx on A :ssa to distuv an lauseen � Gö del-n umero g on rekursiivisesti

n umeroituv a, m utta ei rekursiivinen.
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7.4 K onkreettisia ratk eamattom uustuloksia

V alitetta v an monet tärk eät tieto jenk äsittely ongelmat o v at ratk eamattomia. Ns. R ic en

lause en m uk aan itse asiassa jokseenkin k aikki ohjelmien toimin taa, tai tark emmin

sano en niiden lask emia sy öte/tulos-kuv auksia k osk ev at kysym ykset o v at ratk eamat-

tomia.

7.4.1 T uringin k oneiden p ysäh t ymisongelma

Osoitetaan, että T uringin k oneiden Pysäh t ymisongelma on ratk eamaton. Ideana on,

että v oimme selvittää Univ ersaalik oneen a vulla, mik äli tutkitta v a k one p ysäh t yy ,

m utta emme saa k osk aan selville, mik äli k one ei p ysähdy . Ongelman ratk eamat-

tom uuden to distamiseksi palautamme tunnetun ratk eamattoman ongelman, nimit-

täin Univ ersaalikielen tunnistusongelman, Pysäh t ymisongelmaan. Pysäh t ymisongel-

ma on siis osittain ratk ea v a (eli ratk eamaton), ja sen k omplemen tti, �Pysäh t ymät-

töm yysongelma�, on tä ysin ratk eamaton.

Lause 7.6 Kieli

H = f cM w j M pysähtyy syötte el lä wg

on r ekursiivisesti lueteltava, mutta ei r ekursiivinen.

T o distus: T o detaan ensin, että kieli H on rekursiivisesti luetelta v a:

Univ ersaalik oneesta MU on helpp o m uok ata k one, jok a sy ötteellä cM w sim uloi k o-

neen M lask en taa sy ötteellä w ja p ysäh t yy h yv äksyv ään lopputilaan, jos ja v ain jos

sim uloitu lask en ta ylipäätään p ysäh t yy .

Osoitetaan sitten an titeesillä, että kieli H ei ole rekursiivinen:

Oletetaan, että olisi H = L(MH ) jollakin totaalisella T uringin k oneella MH . Olete-

taan lisäksi, että k one MH p ysäh t y essään jättää nauhalle alkup eräisen sy ötteensä,

mahdollisesti t yhjämerk eillä jatk ettuna. Olk o on MU edellä k onstruoitu univ ersaali-

k one.

Kielelle U v oitaisiin n yt m uo dostaa totaalinen tunnista ja yhdistämällä k oneet MH

ja MU kuv an 7.14 esittämällä ta v alla (ts. m uo dostetaan k one, jok a tunnistaa kielen

H \ U ).
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M HcM w M U

Kuv a 7.14: Univ ersaalikielen U tunnistaminen k oneen MH a vulla.

Aiemman tuloksen m uk aan tällaista totaalia kielen U tunnista jak onetta ei kuiten-

k aan v oi olla olemassa! Saatu ristiriita osoittaa, että H ei v oi olla rekursiivinen.

2

Lauseesta seuraa, että kieli

~H = f cM w j M ei p ysähdy sy ötteellä xg

ei ole rekursiivisesti luetelta v a.

Huomaa, että sama tulos k osk ee m y ös ohjelmoin tikieliä. K osk a mik ä tahansa T urin-

gin k one v oidaan toteuttaa (esimerkiksi) C-ohjelmana ja k ään täen, pätev ät T uringin

k oneita k osk ev at ratk ea vuus- ja ratk eamattom uustulokset k aikille C-ohjelmille. Py-

säh t ymättöm yysongelman ratk eamattom uustulos on to distettu suoraan C -kielellä

luvussa 3.4.3.

Samaan tapaan to distus v oidaan suorittaa T uringin k oneilla (kuv a 7.15). (Ks. m y ös

sarjakuv a luvussa 3.4.3.)

7.4.2 Yleinen ristiriitameto di ratk eamattom uuden to dista-

miseksi

Muitakin T uringin k oneiden ominaisuuksia v oidaan to distaa ratk eamattomiksi sa-

maan tapaan kuin Pysäh t ymisongelmassa. Yleinen idea on seuraa v a:
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H

Ĥ:

Kuv a 7.15: Pysäh t ymisongelman ratk eamattom uuden to distus ristiriitameto dil la .

Oletetaan, että olisi olemassa totaalinen k one H , jok a tutkii k aikista T uringin k o-

neista, p ysäh t yv ätk ö ne. Muo dostetaan uusi k one Ĥ , jok a jää ikuiseen silm ukk aan,

jos H v astaa �Kyllä�, ja p ysäh t yy m uuten. Miten k ä y , jos annetaan Ĥ :lle sen oma

k o o di tunnistetta v aksi?

Ongelma: Onk o ominaisuus P ratk ea v a?

1. Oleta, että se on. Meillä on siis totaalinen T uringin k one MP , jok a

ratk aisee sen.

2. Muo dosta uusi k one M 0
P , jok a toteuttaa ominaisuuden P , jos sy öte-

k oneella ei ole kyseistä ominaisuutta:

MP Perform P

M P
'

C
M

 w

3. Anna MP :lle sy ötteeksi M 0
P :n k o o di ja testaa, miten k ä y .

4. Jos seuraa ristiriita, ei tällaista MP :tä ole olemassa!

Tällä menetelmällä v oit osoittaa esim. seuraa v at ohjelmien ominaisuudet help osti

ratk eamattomiksi:

� Ohjelma kirjoittaa a jonsa aik ana sanan �kissa�
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� Ohjelma ei suorita 0:lla jak oa

� Ohjelma kirjoittaa kiellet ylle m uistialueelle

7.4.3 Seman ttisten ominaisuuksien ratk eamattom uus

Rekursiivisesti luetelta v an kielen ominaisuus S määritellään niiden kielten joukk ona,

joilla on kyseinen ominaisuus. Esimerkiksi ominaisuus säännöllisyys määritellään

säännöllisten kielten joukk ona, k on tekstittom uus k on tekstittomien kielten joukk ona

ja t yhjyys tasan yhden kielen, ; , m uo dostamana joukk ona f;g .

Ongelmana on ratk aista, onk o annetulla kielellä A kyseessä olev a ominaisuus S .

T s. kuuluuk o A joukk o on S ? Esimerkiksi kuuluuk o C -ohjelmoin tikieli joukk o on yk-

siselitteiset kielet? Ongelma on ratk ea v a, mik äli se v oidaan ratk aista totaalisella

T uringin k oneella ja m uuten ratk eamaton.

Kieltä ei kuitenk aan v oida an taa T uringin k oneen sy ötteeksi, ellei sitä ensin p yst ytä

k o o daamaan äärellisenä merkkijonona. Help oin ratk aisu on esittää kieli sen tunnis-

ta v an T uringin k oneen k o o dina. Kielellä A on siis useita esit yksiä, k aikki ne cM :t,

joilla A = L(M ) . Tiet yssä mielessä kielen A ominaisuus on siis v astaa v an T uringin

k oneen ominaisuus. Tällaista ominaisuutta, jok a riippuu v ain k oneen M tunnista-

masta kielestä, kutsutaan M :n semanttiseksi ominaisuudeksi

7

. V astaa v asti k oneen

rak en teesta riippuvia ominaisuuksia kutsutaan syntaktisiksi ominaisuuksiksi

8

.

Esimerkk ejä seman ttisista ominaisuuksista:

� � M h yv äksyy t yhjän sy ötejonon�

� � M h yv äksyy jonkin sy ötejonon�

� � M h yv äksyy äärettömän mon ta merkkijonoa�

� � M :n tunnistama kieli on säännöllinen�

Esimerkk ejä syn taktisista ominaisuuksista:

7

Tätä nimit ystä k ä yttää esim. Orp onen; m uissa kirjoissa saatetaan puh ua funktionaalisista

ominaisuuksista , mik ä viittaa k oneen toimin taan, tai p elk ästään kielen ominaisuuksista.

8

V eri�oinnin yh teydessä syn taktinen ominaisuus määritellään tilasiirt ymäk aa vion top ologisek-

si ominaisuudeksi. Esimerkiksi lukkiuma ha v aitaan tilasiirt ymäk aa viossa tila joukk ona, josta ei ole

siirt ymiä jouk on ulk opuolelle. Seman ttinen ominaisuus taas riippuu tilo jen merkit yksestä ja jär-

jestelmän toiminnasta. P elk ästään tilasiirt ymäk aa vion p erusteella emme v oi ratk aista, päät yyk ö

jokin prosessi virhetilaan tai saak o se lopulta suoritettua teh tä v änsä.
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� � M sisältää siirt ymän � (q; a) = ( q0; b; R) �

� �Jos M aloittaa t yhjältä nauhalta, se tulee tilaan q k ork ein taan viidellä ask e-

leella�

� �Tila q v oidaan saa vuttaa alkutilasta q0 k ork ein taan viidellä ask eleella�

� � M :ssä on alle 10 siirt ymää�

T uringin k oneiden syn taktisia ominaisuuksia on helpp o tutkia lask ennallisesti, m ut-

ta tulemme h uomaamaan, ettei ole olemassa mitään laskennal lista keino a kone en

(ep ätriviaalien) semanttisten ominaisuuksien tutkimiseksi . Tämä tärk eä tulos tun-

netaan R ic en lause ena . T o distuksen ideana on palauttaa Univ ersaalikielen tunnis-

tusongelma seman ttisten ominaisuuksien tunnistusongelmaan, ts. nä ytämme, että

mik äli seman ttinen ominaisuus olisi ratk ea v a, olisi Univ ersaalik one totaalinen, mik ä

on ristiriita.

Sama tulos k osk ee luonnollisesti k aikkia tietok oneohjelmia, joten k aikki ohjelmien

a jon aik aista k ä yttä yt ymistä k osk ev at ominaisuudet o v at m y ös ratk eamattomia!

Määritellään ensin joitain apuk äsitteitä:

� Jos k aksi T uringin k onetta M1 ja M2 tunnistaa tismalleen saman kielen ( L(M1) =
L(M2) ), niillä on samat seman ttiset ominaisuudet. Tämä seuraa suoraan mää-

ritelmästä: k oneen seman ttinen ominaisuus on sen tunnistaman kielen ominai-

suus.

� Ominaisuus S on r atke ava , jos annetusta T uringin k oneen k o o dista v oidaan

algoritmisesti päätellä, onk o k oneella kysytt y ominaisuus. T s. jos joukk o

co des (S) = f c j L(M c) 2 Sg

on rekursiivinen. (Tällöin on olemassa totaalinen T uringin k one, jok a tunnistaa

kielen codes(S) .)

� T riviaali ominaisuus pätee jok o k aikilla T uringin k oneilla tai ei millään k oneel-

la. T s. ominaisuus S pätee k aikille rekursiivisesti luetelta ville kielille ( S = RE )

tai ei millek ään rekursiivisesti luetelta v alle kielelle ( S = ; ).

Lause 7.7 (Ricen lause) Kaikki T uringin koneiden ep ätriviaalit semant-

tiset ominaisuudet ovat r atke amattomia.
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*T o distus. Ideana on osoittaa, että jos seman ttisella ominaisuudella S olisi totaa-

linen tunnista jak one, niin olisi olemassa m y ös totaalinen univ ersaalik one, mik ä on

ristiriita.

� Olk o on S mieliv altainen epätriviaali seman ttinen ominaisuus. V oidaan olettaa,

että ; =2 S : toisin sano en, että t yhjän jouk on tunnista villa T uringin k oneilla ei

ole tark astelta v aa ominaisuutta. (Tämä ei merkitse oleellista ra joitusta, sillä

jos ; 2 S , v oidaan seuraa v aa to distusta k ä yttäen osoittaa, että ominaisuus

�S = RE n S on ratk eamaton, ja päätellä edelleen tästä, että m y ös ominaisuus

S on ratk eamaton.)

� K osk a S on epätriviaali, on olemassa jokin kieli A 6= ; , A 2 S ja T uringin

k one MA , jolla L(MA ) = A .

� Olk o on M

ENCODE

T uringin k one, jok a saa sy ötteenä merkkijonon cM w ja pa-

lauttaa toisen k oneen M w
k o o din cM w

. Jos sy öte ei ole v aadittua m uotoa,

M

ENCODE

päät yy h ylk ää v ään lopputilaan). K one M w

on esitett y kuv assa 7.16.

M w

:n ideana on toimia kuten k one MA � siis tunnistaa kieli A � jos w 2 L(M ) .

Kä ytännössä v oimme toteuttaa k oneen k aksinauhaisena, jolloin oik ea sy öte x

v oidaan tallettaa 2. nauhalle siksi aik aa, kun M tunnistaa v akiosy ötteen w .

Jos M h yv äksyy w :n, M w

toimii kuten k one MA . (Tällaisen k oneen k o o di

v oidaan m uo dostaa v arsin help osti M :n ja MA :n k o o deista yhdistämällä.)

M
kirjoita x 2. nauhalle

kirjoita x 1. nauhalle
kirjoita w 1. nauhalle

MA
xx w

Mw :

Kuv a 7.16: T uringin k oneen M w

rak enne (Ricen lause).

� K oneen M w

tunnistama kieli on siten:

L(M w ) =
�

L(MA ); jos w 2 L(M ) ;

; ; jos w =2 L(M ) .

K osk a oletuksen m uk aan L(MA ) 2 S ja ; =2 S , on k oneella M w

ominaisuus S ,

jos ja v ain jos w 2 L(M ) .

� V asta v äite: ominaisuus S on ratk ea v a, ts. kielellä co des( S ) on totaalinen tun-

nista jak one M T
S .
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M T
S

cM w

cM w M ENCODE

Kuv a 7.17: T uringin k oneen M T
U rak enne (Ricen lause).

� Tällöin saataisiin totaalinen tunnista jak one M T
U univ ersaalikielelle U yhdis-

tämällä k oneet M

ENCODE

ja M T
S kuv an 7.17 m uk aisesti. Selv ästi k one M T

U on

totaalinen, jos M T
S on, ja

cM w 2 L(M T
U )

, cM w 2 L(M T
S ) = co des (S)

, L(M w) 2 S

, w 2 L(M ):

K osk a kieli U ei ole rekursiivinen, seuraa ristiriita, eli ominaisuus S ei v oi olla

ratk ea v a. 2

7.4.4 Muita ratk eamattomia ongelmia

� Predik aattik alkyylin ratk eamattom uus;

Ch urc h/T uring 1936

Ei ole olemassa algoritmia, jok a ratk aisisi, onk o annettu ensimmäisen k ertalu-

vun predik aattik alkyylin k aa v a � v alidi (�lo ogisesti tosi�, to distuv a predik aat-

tik alkyylin aksio omista). 2

� �Hilb ertin 10. ongelma�;

Matijasevitsh/Da vis/Robinson/Putnam 1953�70

Ei ole olemassa algoritmia, jok a ratk aisisi, onk o annetulla k ok onaislukuk ertoi-

misella p olynomilla P(x1; : : : ; xn ) k ok onaislukunollak oh tia (so. jono ja (m1; : : : ; mn ) 2
Zn

, joilla P(m1; : : : ; mn ) = 0 ). Ongelma on ratk ematon jo, kun m uuttujien

lkm n = 15 tai p olynomin aste deg (P) = 4 . 2

� Eräiden kielioppiongelmien ratk ea vuus, kun annettuna on kieliopit G ja G0

Chomskyn hierarkian tiet yltä tasolta i ja merkkijono w . T auluk ossa R � �rat-
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k ea v a�, E � �ei ratk ea v a�, T � �aina totta�.

T aso i :

Ongelma: onk o 3 2 1 0

w 2 L(G)? R R R E
L(G) = ; ? R R E E
L(G) = � � ? R E E E
L(G) = L(G0)? R E E E
L(G) � L(G0)? R E E E
L(G) \ L(G0) = ; ? R E E E
L(G) säännöllinen ? T E E E
L(G) \ L(G0) t yyppiä i? T E T T
L(G) t yyppiä i? T E T E

� Huom! Esim. jäsenn ysongelma w 2 L(G) on siis ratk eamaton ongelma, kun

kielioppi G on ra joittamaton. Samoin mieliv altaisen kieliopin kuv aaman kielen

säännöllisyys ja eräät sulk eumaominaisuudet.

7.4.5 *Joitain hausk o ja ratk eamattomia ongelmia

Busy Bea v er

Busy Bea v er-ongelmassa teh tä v änä on k eksiä n -tilainen T uringin k one jok a aloit-

taa toimin tansa t yhjällä nauhalla ja on p ysäh t y essään kirjoittan ut nauhalle mah-

dollisimman mon ta merkkiä. K oneen on jok a ask eleella siirryttä v ä jok o oik ealle tai

v asemmalle � paik allaan ei saa p ysy ä.

Aakk ostona v oidaan k ä yttää mitä tahansa unaariaakk ostoa, esim. � = f ag, jolloin

teh tä v änä on kirjoittaa nauhalle mahdollisimman mon ta a-kirjain ta. V aih to eh toises-

ti teh tä v änä v oi olla laatia mahdollisimman hidas T uringin k one, jok a siis suorittaa

mahdollisimman mon ta ask elta ennen p ysäh t ymistään. Kummassakin ongelmassa

k oneen tä yt yy kuitenkin p ysäh t y ä lopulta. Tilo jen lukumäärään n ei lask eta m u-

k aan lopputilo ja.

Tällaisen k oneen laatiminen on help ompaa, kun oletamme k ah teen suun taan ää-

rettömän t y önauhan (tämä ei v aikuta ongelman ratk ea vuuteen). Erit yisen alku- ja

loppumerkkien sijasta k ä ytössä on t yhjä merkki '#'.

Kuv assa Busy Bea v er -k one, jok a p ysäh t yy 13 siirt ymän jälk een ja kirjoittaa 6 merk-

kiä:
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1/1,L

1/1,R

#/1,L 1/1,R
0 1 2 ok

#/1,L

#/1,R

Busy Bea v er -funktio f (n) = f x j n -tilainen k one kirjoittaa maksimissaan x merkkiä

aloittaessaan t yhjältä nauhalta g k asv aa ta v attoman nop easti. Esim. 6-tilaisen k o-

neen ennät ys on 95,524,079 merkkiä ja k one p y örii parhaimmillaan 8,690,333,381,690,952

ask eleen a jan. F unktiota ei kuitenk aan p yst y lask emaan, joten tulokset on saatu k o-

k eilemalla ja uusia ennät yksiä on o dotetta vissa.

9

P ost corresp ondence problem (PCP)

PCP-ongelman v oi mallin taa dominop elinä, jossa on k ä ytettä vissä äärellinen k ok o el-

ma erilaisia dominonappuloita. Kunkin nappulan ylä- ja alareunassa on merkkijono,

esim. [ b
ca]; [ a

ab]; [ca
a ]; [abc

c ]. Kustakin nappulasta v oi �taik oa� niin mon ta k opiota kuin

ikinä haluaa. T eh tä v änä on asettaa nappulat sillä ta v alla p eräkk äin, että ala- ja ylä-

reunaan m uo dostuu sama merkkijono. Esim. edellisen k ok o elman nappuloilla eräs

ratk aisu olisi [ a
ab][ b

ca][ca
a ][ a

ab][abc
c ].

Yleisesti ongelma on siis seuraa v a: Annettuna k ok o elma P = [ t1
s1

]; [ t2
s2

]; :::; [ tk
sk

], onk o

olemassa sellaista indeksijonoa i1; i2; :::; in , että si 1 si 2 :::si n = t i 1 t i 2 :::t i n ?

Kaak eloin tiongelma (Tiling problem)

Kaak eloin tiongelman p erusidea on seuraa v a: sin ulla on k ä ytössäsi ääretön v aras-

to erit yyppisiä k aak eleita. Kaak elit yypp ejä on kuitenkin v ain äärellinen määrä. Ne

o v at k aikki samank ok oisia neliöitä, m utta niissä on niissä v oi olla eri v ärejä tai ku-

vioita. Kaak eloin timallissa on määritelt y , mink ä t yyppisiä k aak eleita saat asettaa

vierekk äin, jotta syn t yy oik ea kuvio. T eh tä v änäsi on tutkia, v oitk o k aak eloida min-

kä tahansa kokoisen neliönm uotoisen lattian annetun kuvioinnin m uk aan. Huomaa,

että k aak eleita ei saa k ään tää ympäri tai kiertää mitenk ään. Ohessa esimerkki k aa-

k eloin timallista, jolla k aak eloin ti v oidaan suorittaa (Kuv at 7.18 ja kuv a:k aak elit2),

9

Lisätietoa Busy Bea v erista http://grail.cba .c suo hi o. edu /~ so mos /b b. htm l
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ja toisesta, jolla k aak eloin ti ei onnistu (7.20).

10

Kuv a 7.18: Näillä k olmella k aak elit yypillä v oit k aak eloida mink ä tahansa k ok oisen

lattian, kun v aaditaan, että k aak elien saman v äriset sivut o v at aina vierekk äin.

Kuv a 7.19: Esimerkkik aak eloin ti, josta nähdään toistuv a hahmo.

Kuv a 7.20: Näillä k olmella k aak elit yypillä ei v oi k aak eloida mitään lattiaa siten,

että vierekk äiset sivut olisiv at aina saman v ärisiä. K ok eile esimerkiksi 3 � 3 lattian

k aak eloin tia!

F ormaalisti määritelt ynä ongelma on seuraa v a: Annettuna äärellinen joukk o k aa-

k elit yypp ejä D , v asempaan yläkulmaan sijoitetta v a k aak eli d0 2 D , sek ä kuvion

10

Kuvien esimerkit lö yt yv ät mm. luen tomateriaalista Sa vi Mahara j: Computabilit y and the Hal-

ting Problem, http://www.cs.st ir. ac .u k/~ sm a/ IT2 1/ co mpu ta bil it y. pdf .
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määrittä v ät säännöt H ja V . H; V 2 D � D o v at relaatioita, jotk a määrittele-

v ät, mitk ä k aak elit yypit saa v at sijaita vierekk äin v aak a- ja p yst ytasossa. Esimerkik-

si (d1; d2) 2 H k erto o, että t yypin d1 k aak eli sijaitsee t yypin d2 k aak elin v asemmalla

puolella, ja (d1; d3) 2 V k erto o, että t yypin d1 k aak eli v oi sijaita t yypin d3 k aak elin

yläpuolella. T eh tä v änä on lö ytää kuv aus f : N � N ! D siten että f (0; 0) = d0 ,

(f (m; n); f (m + 1; n)) 2 H 8m; n 2 N ja (f (m; n); f (m; n + 1)) 2 V 8m; n 2 N.

Osoittautuu, että tällaista kuv austa ei v oi lö ytää lask ennallisesti � ongelma on siis

lask ennallisesti ratk eamaton. V oisimme yrittää ratk aista ongelman seuraa v alla ta-

v alla: Y ritetään k aak eloida k aik en k ok oisia lattioita 2 � 2, 3 � 3, 4 � 4,... jne. Mi-

k äli lö ydämme toistuv an hahmon, v oimme lop ettaa ja päätellä, että mink ä tahansa

k ok oinen lattia on k aak eloita vissa. toisaalta, jos lö ydämme yhdenkin lattian, jota

emme v oi k aak eloida, ei v äite päde k aikille mahdollisille lattioille. Mutta on mah-

dollista, että k aak eloinnissa ei ole toistuv aa hahmoa. Silloin ain ut k eino olisi k ok eilla

k aikilla mahdollisilla lattioilla, joita on äärettömän mon ta! Huomaa, että tämä ei

kuitenk aan riitä to distamaan, että ongelma on ratk eamaton � v oisihan olla olemas-

sa jokin nerok as algoritmi, jok a ratk aisisi ongelman toisella tapaa. Ongelma v oidaan

kuitenkin to distaa ratk eamattomaksi palauttamalla se johonkin tunnettuun ratk ea-

mattomaan ongelmaan (Berger: The unsolv abilit y of the domino problem. Memoirs

of the American Mathematical So ciet y 66, 1966.)

Kaak eloin tiongelmasta on olemassa monia v ariaatioita, joissa k aak elien m uoto ja

kuviot v aih telev at. Esimerkiksi k aak elit v oiv at olla säännöllisiä 6-kulmioita, jolloin

v aaditaan, että lattiakin on säännöllisen 6-kulmion m uotoinen, tai v oidaan tutkia

3-ulotteista m uurausongelmaa. Huomaa, että äärellisen k ok oisen lattian k aak eloin-

tiongelma v oidaan aina ratk aista tutkimalla k aikki v aih to ehdot (tämä ongelma on

NP -tä ydellinen).

7.5 *Hausk a lisätieto: Ongelmien palautukset

Joskus ongelma v oidaan palauttaa (redusoida) joksikin toiseksi tunnetuksi ongel-

maksi, jolloin v oimme päätellä m y ös alkup eräisen ongelman ratk ea vuuden/ratk ea-

mattom uuden. Eh tona kuitenkin on, että ongelman palautus on itsessään ratk ea v a

ongelma k aikilla sy ötteillä (ts. se v oidaan suorittaa totaalisella T uringin k oneella).

Itse asiassa olemme jo k ä yttäneet palautuksen ideaa h yv äksi osoittaessamme uni-

v ersaalikielen ei-rekursiivisuuden (kieli D palautettiin kieleen U ) ja Py äh t ymison-

gelman ratk eamattom uuden (kieli U palautettiin kieleen H ).

P alautuksen idea on seuraa v a:

1. Meillä on tun tematon kieli A ja tunnettu kieli B
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2. P alautetaan A B :ksi palautusfunktiolla f siten, että x 2 A , f (x) 2 B k ai-

killa x 2 � �

. T uringin k oneilla kuv attuna v oimme siis laatia A :lle tunnistusk o-

neen, kun meillä on k ä ytössä B :n tunnistusk one sek ä totaalinen m uunnosk one,

jok a m uun taa kielen A sanat kielen B -sanoiksi siten, että v astaus ei m uutu.

3. Nyt A on ratk ea v a, jos B on, ja A on osittain ratk ea v a, jos B on, kunhan

palautusfunktio f on itsessään ratk ea v a (rekursiivinen). Lisäksi pätee, että B

on ratk eamaton, jos A on.

Kielten A ja B sijasta v oimme määritellä samaan tapaan palautuksen ongelmille P1

ja P2 . Ongelma P1 v oidaan palauttaa ongelmaan P2 , mik äli v oimme m uun taa k aikki

ongelman P1 tapaukset P2 :n tapauksiksi jollain totaalisella T uringin k oneella (tai

tietok oneohjelmalla).

M M B

:AM

muunna

Kuv a 7.21: Kielen A tunnistusongelma palautetaan kielen B tunnistusongelmaksi

m uunnosk oneella Mmuunna . Muunnosk oneen tulee olla totaalinen eli selviyt y ä m uun-

noksesta k aikilla sy ötteillä äärellisessä a jassa.

Määritelmä 7.4 T uringin kone en M = ( Q; � ; � ; �; q0; q

yes

; q

no

) lask ema

osittaiskuv aus (t. -funktio )

f M : � � ! � �

määritel lään:

f M (x) =

(
u; jos (q0; x)`

M

� (q; uav) jol lakin q 2 f q

yes

; q

no

g; av 2 � � ;

määrittelemätön, muuten.

Osittaisfunktio f : � � ! A on osittaisr ekursiivinen , jos se v oidaan lask ea jollakin

T uringin k oneella ja (kokonais-)r ekursiivinen , jos se v oidaan lask ea jollakin totaa-

lisella T uringin k oneella. Ekviv alen tisti v oitaisiin määritellä, että osittaisrekursiivi-

funktio f on rekursiivinen, jos sen arv o f (x) on määritelt y k aikilla x . T arvitsemme

siis r ekursiivisen p alautusfunktion .
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Määritelmä 7.5 F ormaali kieli A � � �

voidaan palauttaa rekursiivisesti

kiele en B � � �

, merkitään

A � m B;

jos on olemassa r ekursiivinen funktio f : � � ! � �

, jol la on ominaisuus:

x 2 A , f (x) 2 B; kaikil la x 2 � � :

P alautuksen A � m B merkit ys:

� Jos v oimme palauttaa A :n B :ksi, on B v ähin tään yh tä v aik ea kuin A .

� Jos A � m B ja B on rekursiivisesti luetelta v a, on A :kin rekursiivisesti luetel-

ta v a.

� Jos A � m B ja B on rekursiivinen, on A :kin rekursiivinen.

� Jos A on ei-rekursiivinen, on B :kin ei-rekursiivinen.

� Jos A on ei-rekursiivisesti luetelta v a, on B :kin ei-rekursiivisesti luetelta v a.

Huomaa, että palautusk etju v oi olla pitk äkin, sillä rekursiivinen palautusrelaatio on

transitiivinen, ts. jos A � m B ja B � m C , niin A � m C . V oisimme siis palauttaa

A :n B :ksi, B :n C :ksi, C :n D :ksi, jne. kunnes v astaan tulee tuttu kieli. Huom! Ole

tarkk ana palautuksen suunnassa!

Kaksi kieltä A ja B o v at k esk enään isomor�set , jos ne on määritelt y samassa aak-

k ostossa � ja rekursiivinen palautusfunktio on bijektio ts. v oimme suorittaa palau-

tuksen kumpaankin suun taan. F ormaalisti:

Määritelmä 7.6 Kielet A; B � f 0; 1g�

ovat rekursiivisesti isomor�sia , jos

on olemassa r ekursiivinen bijektio f : f 0; 1g� ! f 0; 1g�

(täl löin myös kään-

teisfunktio f � 1

on välttämättä r ekursiivinen), jol la

x 2 A , f (x) 2 B; kaikil la x 2 � � :

Rekursiivisesti n umeroituv aa kieltä A sanotaan RE -tä ydelliseksi, jos mik ä tahansa

luok an RE kieli v oidaan rekursiivisesti palauttaa A :han. F ormaalisti:
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Määritelmä 7.7 Kieli A � f 0; 1g�

on RE-tä ydellinen , jos

(i) A 2 RE ja

(ii) B � m A kaikil la B 2 RE.

Esimerkiksi univ ersaalikieli U on RE-tä ydellinen.

T o distus: Tiedetään, että U 2 RE. Olk o on B = L(MB ) mieliv altainen luok an RE

kieli. Tällöin B v oidaan palauttaa U :h un funktiolla f (x) = cM B x . Tämä funktio on

selv ästi rekursiivinen, ja sillä on ominaisuus

x 2 B = L(MB ) , f (x) = cM B x 2 U: 2

Ricen lauseesta seuraa, että mm. k aikki ongelmat, joissa yritetään tehdä jotain pää-

telmiä T uringin k oneiden tunnistamista kielistä niiden k o o dien p erusteella o v at RE-

tä ydellisiä. Yleensäkin nä yttää olev an niin, että k aikki �luonnolliset� rekursiivisesti

luetelta v at, ei-rekursiiviset kielet o v at RE-tä ydellisiä. T eoreettisesti v oidaan kuiten-

kin osoittaa [P ost], että luok assa RE n REC on kieliä, jotk a eiv ät ole RE-tä ydellisiä.

Huom! Kaikki RE-tä ydelliset kielet o v at rekursiivisesti isomor�sia. (ts. ne v oidaan

palauttaa toisikseen)
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7.6 Näin to distat ratk ea vuuden/ratk eamattom uuden

Kerrataan vielä k aikki oppimamme to distusmenetelmät, joilla v oi osoittaa ongelman

ratk ea vuuden tai ratk eamattom uuden:

1. Osoita että ongelma on ratk ea v a (kieli rekursiivinen)

� Keksi totaalinen T uringin k one, jok a ratk aisee ongelman. Huomaa, että k o-

ne v oi olla m y ös epädeterministinen, moninauhainen tai moniurainen. (V oit

m y ös an taa äärellisen automaatin, pinoautomaatin, säännöllisen lausekk een,

k on tekstittoman tai k on tekstillisen kieliopin.) T AI

� Keksi (ei-totaalinen) T uringin k one sek ä ongelmalle P että sen k omplemen tille

P . T AI

� K ok oa ratk aisuk one totaalisista k omp onen teista, joista kukin ratk aisee osaon-

gelman. T AI

� P alauta ongelma johonkin tunnettuun ratk ea v aan ongelmaan.

2a. Osoita, että ongelma on ainakin osittain ratk ea v a (kieli

rekursiivisesti luetelta v a)

� Keksi jokin T uringin k one, jok a ratk aisee ongelman. (K oneen ei tarvitse p y-

säh t y ä aina, kielen tunnistusongelmassa v ain �Kyllä� '-tapauksissa.) T AI

� Anna ra joittamaton kielioppi. T AI

� Yhdistä ratk aisuk one k omp onen teista, joista kukin ratk aisee osaongelman.

T AI

� P alauta ongelma johonkin tunnettuun osittain ratk ea v aan ongelmaan. T AI

� Jos ongelmana on tutkia m uiden T uringin k oneiden ominaisuuksia, v oit m uo-

dostaa ratk aisuk oneen Univ ersaalik oneesta : sim uloi m uiden k oneiden toi-

min taa ja tutki niiden ominaisuuksia.
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2b. Osoita, että ongelma on ainakin osittain ratk eamaton (kieli

ei-rekursiivinen)

� Osoita, että k omplemen ttiongelma (kieli) on tä ysin ratk eamaton (ei-rekursiivisesti

luetelta v a). T AI

� P alauta jokin tunnettu ratk eamaton ongelma (ei-rekursiivinen kieli, kuten uni-

v ersaalikieli U ) annettuun ongelmaan (kieleen). T AI

� Osoita, että jos ratk aisuk one olisi totaalinen, siitä seuraisi ristiriita. Tämä

ristiriitameto din idea on k errattu alla.

Ristiriitameto di

Onk o ominaisuus P ratk ea v a?

1. Oleta, että se on. Meillä on siis totaalinen T uringin k one MP , jok a ratk aisee

sen.

2. Muo dosta uusi k one M 0
P , jok a toteuttaa ominaisuuden P , jos sy ötek oneella ei

ole kyseistä ominaisuutta:

MP Perform P

M P
'

C
M

 w

3. Anna MP :lle sy ötteeksi M 0
P :n k o o di ja testaa, miten k ä y .

4. Jos seuraa ristiriita, ei tällaista MP :tä ole olemassa!

T eh tä v ä: Mitä tapah tuu, jos ominaisuus P on syn taktinen? Esim. �K one M k o ostuu

alle 10 tilasta?�
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3. Osoita ratk eamattomaksi

� Osoita, että ongelma k osk ee jotain epätriviaalia seman ttista T uringin k oneen

ominaisuutta (Rice)

! v oi olla osittain ratk ea v a

! jos k omplemen tti on osittain ratk ea v a, tä yt yy olla tä ysin ratk eamaton (jos

siis oli epätriv. seman ttinen ominaisuus) T AI

� P alauta jokin tunnettu tä ysin ratk eamaton ongelma (ei-rekursiivisesti luetel-

ta v a kieli, kuten diagonaalikieli D ) tun temattomaan ongelmaan (kieleen). T AI

� Osoita, että ongelman ratk ea vuudesta (ratk aisev an T uringin k oneen olemas-

saolosta) seuraisi ristiriita.

Meditoita v aa:

Ongelman ratk eamattom uus on lask en-

nallisesti ratk eamaton ongelma!

7.7 Harjoituksia ratk eamattom uudesta

1. Olk o on kielet A ja B rekursiivisesti luetelta via. (T s. on olemassa T uringin

k oneet MA ja MB , jotk a tunnista v at kyseiset kielet ja p ysäh t yv ät �Kyllä�-

tapauksissa, m utta eiv ät v älttämättä �Ei�-tapauksissa.) Osoita, että kielet

A [ B ja A \ B o v at m y ös rekursiivisesti luetelta via ts. v oit m uo dostaa niille

T uringin k oneet, jotk a p ysäh t yv ät ainakin �Kyllä�-tapauksissa k aikilla sy ötteil-

lä!

2. Olk o on A rekursiivisesti n umeroituv a kieli. V oitk o m uo dostaa sen k omple-

men ttikielelle A tunnistusk oneen k oneesta MA v aih tamalla h yv äksyv än ja h yl-

k ää v än lopputilan k esk enään?

3. Univ ersaali T uringin k one on kutsun ut k aikki maailmank aikk euden T uringin

k oneet Univ ersumin laa juisen T uring-symp osiumiin, jok a pidetään Hilb ertin

hotellissa. T uringin k oneiden h uonev araukset on teh t y k oneiden k o o deilla cM .

Riittääk ö jok aiselle k oneelle oma h uone, jos hotellissa ei ole m uita vieraita?

Miten jaat h uoneet?
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4. Piirrä seuraa v an k o o din kuv aama T uringin k one!

1110101001010011010010100100 1101 0000 10000 1000 0101 1001 01010 1001 1

0010010010010011001000010001 0000 1011 1.

5. Mitk ä o v at seuraa vien T uringin k oneiden k o o dit?

(a) � (q0; 0) = ( q0; 0; R)
� (q0; 1) = ( q0; 1; R)
� (q0; < ) = ( qyes; <; L )

(b) � (q0; 0) = ( q1; 0; R)
� (q0; 1) = ( qno; 1; R)
� (q0; < ) = ( qno; <; L )
� (q1; 0) = ( qyes; 0; R)
� (q1; 1) = ( q0; 1; R)
� (q1; < ) = ( qyes; <; L )

6. Muo dosta seuraa vien T uringin k oneiden k o o dit. Piirrä k o o deja v astaa v at k o-

neet k o o ditaulun m uk aan (ts. qn = qno ). T unnista v atk o k oneet samat kielet

kuin alkup eräiset k oneet?

q
0

qyes

q
no

q
0

qyes

q
no

0/0,R
</<,La) b)

0/0,R
>/>,R
</<,L

7. Laadi ohjelma, jok a saa sy ötteenään T uringin k oneen siirt ymäfunktion ja tu-

lostaa sen k o o din. V oit an taa siirt ymäfunktion tekstitiedostossa seuraa v assa

m uo dossa: 1. rivillä tilo jen lukumäärä n (jolloin qno = qn ) ja seuraa villa riv eillä

siirt ymät � (q; a) = ( q0; b;�) kirjoitettuina qaq0b� .

8. Sim uloi univ ersaalik oneen toimin taa, kun se saa sy ötteenään cM w edellisen

teh tä v än b-k ohdan k oneen ja merkkijonon 0101!

9. Laadi äärellinen automaatti jok a tunnistaa lailliset T uringin k oneiden k o o dit.

Mik ä on v astaa v a säännöllinen lausek e?
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10. Osoita, että kieli f cM jM p ysäh t yy sy ötteellä � g on rekursiivisesti n umeroitu-

v a, m utta ei rekursiivinen! T s. k eksi sille tunnistusk one, jok a p ysäh t yy �Kyllä�-

tapauksissa, m utta ei v älttämättä p ysähdy �Ei�-tapauksissa.

11. Anna esimerkki T uringin k oneesta, jok a

a) h yv äksyy oman k o o dinsa.

b) ei h yv äksy omaa k o o diaan.

12. T ark astellaan rekursiivisesti n umeroituv aa kieltä f cM j M h yv äksyy jonkin merkkijonon g.

Mik ä on kielen k omplemen tti? Onk o k omplemen ttikieli rekursiivinen, rekur-

siivisesti n umeroituv a v ai ei-rekursiivisesti n umeroituv a?

13. T ark astellaan univ ersaalikieltä U sek ä sen k omplemen tin m uo dosta via kieliä

~U ja ERR . Mihin näistä sisält yv ät seuraa v at kielet?

a) f cc j c 2 Dg

b) f cc j c 2 Dg

c) f c j c on k oneen M triv k o o di g

d) f cM j cM on laillinen T uringin k oneen k o o di g

14. Ov atk o seuraa v at T uringin k oneiden ominaisuudet syn taktisia v ai seman ttisia?

Jos ominaisuus on syn taktinen, niin miten sen v oi ratk aista?

a) M :n alkutilasta a:lla ainakin yksi siirt ymä, jok a ei johda virhetilaan.

b) Jos M k ä ynnistetään sy ötteellä a, se siirt yy h ylk ää v ään tilaan.

c) M :n lask en ta k estää k aikilla sy ötteillä k ork ein taan 10 ask elta.

d) M :ssä on k ork ein taan 10 siirt ymää.

e) M :n alkutilasta pääsee lopputilaan kirjoittamatta mitään.

15. Osoita, että seuraa v at rekursiivisesti n umeroituvien kielten seman ttiset omi-

naisuudet eiv ät ole triviaaleja.

a) L sisältää merkkijonon w .

b) L on äärellinen.

c) L on säännöllinen.

d) L on f 0; 1g�

.

16. Keksi k aksi esimerkkiä triviaaleista ominaisuuksista: yksi, jok a ei päde mille-

k ään rekursiivisesti n umeroituv alle kielelle ja toinen, jok a pätee k aikille!

256 LUKU 7. RA TKEA VUUS JA RA TKEAMA TTOMUUS

17. Mitk ä seuraa vista T uringin k oneiden ominaisuuksista o v at ratk ea via? (Vihje:

k eksi ratk aisualgoritmin idea tai p ohdi, onk o ominaisuus seman ttinen.)

a) M p ysäh t yy k aikilla parillisilla binääriluvuilla.

b) Kun M k ä ynnistetään t yhjällä sy ötteellä, se saa vuttaa tilan q k ork ein taan

10 ask eleella, tai jos se k ä ynnistetään sy ötteellä a, se saa vuttaa tilan p k or-

k ein taan 20 ask eleella.

c) M :ssä ei ole yh tään siirt ymää tilaan q, jossa samalla kirjoitettaisiin lop e-

tusmerkki < .

d) Tila q v oidaan saa vuttaa tilasta p k ork ein taan 3:lla ask eleella.

e) M :ssä on alle 100 tilaa ja M p ysäh t yy sy ötteellä 0.

18. Tiedämme, että ongelmien rekursiivisille palautukselle � m pätee

i) Jos A � m B ja B on rekursiivisesti n umeroituv a, niin A on rekursiivisesti

n umeroituv a.

i) Jos A � m B ja B on rekursiivinen, niin A on rekursiivinen.

Onk o kieli X seuraa vissa tapauksissa rekursiivinen, rekursiivisesti n umeroitu-

v a v ai tä ysin ratk eamaton?

a) Univ ersaalikielelle U pätee U � m X .

b) Kielelle H ja tun temattomalle kielelle Y pätee H � m Y ja Y � m X .

( H = f cM wjM p ysäh t yy sy ötteellä wg)

c) H :n k omplemen tille H pätee H � m X .

d) Hamiltonin k ehä -kielelle HC = f xjx k o o daa v erk on G, jok a sisältää Hamiltonin k ehän g
11

pätee X � m HC .

e) HC � m X

Huom! Muistathan k on trap ositiosäännön: A ) B � : B ) : A .

19. Osoita, että seuraa v a ongelma on ratk eamaton: Annettu T uringin k oneen k o o-

di cM , tila q ja sy öte w . P äät yyk ö M sy ötteellä w tilaan q?

20. United T uring Mac hines -yh tiö on julkistan ut uuden T uringin k onemallin,

WICTM (W ater and Ice Cream TM). Jok aisessa tilassa WICTM-mallin T u-

ringin k one jok o tarjoaa jäätelöä tai k aataa kylmää v että k ä yttä jän nisk aan.

Osoita että seuraa v a WICTM:n ominaisuus on ratk eamaton:

�Annettuna WICTM-k one M ja sy öte w , k astuuk o k ä yttä jä w :n k äsittelyn

aik ana?�

12

11

Hamiltonin k ehä=sykli, jok a kulk ee kulk ee k aikkien solm ujen k autta täsmälleen k erran.

12

T eh tä v ä on m uk aelma kirjasta Hop croft, Mot w ani, Ullman
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21. Ov atk o seuraa v at kielet rekursiivisia, rekursiivisesti n umeroituvia v ai tä ysin

ratk eamattomia?

a) L1 = f cM j K oneen M k o o di cM on palindromi g.

b) L2 = f cM jcM on k oneen M k o o di ja k one M tunnistaa k aikki aakk oston

f 0; 1g palindromit g.

(P alindromin määritelmä: Merk. w = a0a1:::an , jos a0a1:::an = anan� 1:::a0 ,

niin w on palindromi.)

22. Ov atk o seuraa v at ongelmat ratk ea via, osittain ratk ea via v ai tä ysin ratk eamat-

tomia?

a) Pysäh t yyk ö annettu T uringin k one k aikilla sy ötteillä?

b) Jääk ö annettu T uringin k one p ysäh t ymättä k aikilla sy ötteillä?

c) Pysäh t yyk ö annettu T uringin k one v ähin tään yhdellä sy ötteellä?

d) Jääk ö annettu T uringin k one p ysäh t ymättä v ähin tään yhdellä sy ötteellä?

23. Seuraa v at ongelmat tiedetään ratk eamattomiksi, m utta o v atk o ne osittain rat-

k ea via v ai tä ysin ratk eamattomia?

a) Sisältääk ö kieli L(M ) v ähin tään k aksi merkkijonoa?

b) Onk o L(M ) äärellinen?

c) Onk o L(M ) k on tekstiton kieli?

24. Keksi k onkreettisia esimerkk ejä ratk eamattomista ongelmista! (Muitakin kuin

p ysäh t ymisongelma.) Huom! P erustele ratk eamattom uus. Onk o kyseessä osit-

tain ratk ea v a (rek. n umer. kieli) v ai tä ysin ratk eamaton ongelma?

25. Ov atk o seuraa v at ongelmat ratk ea via v ai ratk eamattomia? Mik äli ne o v at rat-

k eamattomia, k erro o v atk o ne osittain ratk ea via v ai tä ysin ratk eamattomia.

Mik äli ne taas o v at ratk ea via, mainitse heik oin k onet yyppi (äärellinen auto-

maatti, pinoautomaatti, T uringin k one), jok a ratk aisee ongelman.

a) Etsi mieliv altaisen p olynomin a1xn + a2xn� 1 + ::: + a1x + a0 k ok onaisluku-

nollak ohdat!

b) Laadi k ään tä jän virhetark asta ja, jok a saa sy ötteenään ohjelman k o o din ja

tutkii, ettei ohjelma suorita a jonsa aik ana 0:lla jak oa.

c) T utki sisältääk ö annettu tekstitiedosto jok o sanat kissa ja m usta tai sanat

lin tu ja v alk oinen , m utta ei molempia.

d) T arkista, että annetussa tekstitiedostossa sanaa �eläin� seuraa sana �viisas�,

v ain jos samassa lauseessa esiin t yi sana �kissa�.

e) Laadi yleinen virustestaa ja, jok a tunnistaa k aikki �v aaralliset� ohjelmat ts.

sellaiset, jotk a v oiv at a jonsa aik ana m uuttaa systeemitiedosto ja.
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Luku 8

Loppusanat

8.1 Ongelman v aik euden arvioin ti

Lask ennallisen ongelman v aik eutta v oidaan arvioida tutkimalla siihen liitt yv ää pää-

tösongelmaa sek ä v astaa v aa formaalia kieliluokk aa.

Säännöllisen kielen tunnistusongelma x 2 L(r ) , missä säännöllinen lausek e r ku-

v aa kielen, v oidaan ratk aista äärellisellä automaatilla. Mik äli olemme kiinnostunei-

ta v ain siitä, onk o kyseessä säännöllinen kieli, v oimme 1) an taa kielen kuv aa v an

säännöllisen lausekk een 2) m uo dostaa tunnistusongelman ratk aisev an äärellisen au-

tomaatin (automaatti v oi olla epädeterministinen tai � -automaatti), 3) osoittaa,

että kieli saadaan sulk eumaop eraatioilla tunnetuista säännöllisistä kielistä, tai 4)

an taa kielen kuv aa v an lineaarisen kieliopin. T arvittaessa v oimme aina m uo dostaa

deterministisen äärellisen automaatin, jok a on helpp o ohjelmoida, ja jok a ratk aisee

tunnistusongelman lineaarisessa a jassa O(n) .

K on tekstittomien kielten tunnistusongelmaa kutsutaan yleensä jäsen tämiseksi. T eh-

täv änä on tutkia, kuuluuk o annettu merkkijono x annetun kieliopin G kuv aamaan

kieleen ( x 2 L(G) ?) sek ä an taa x :n joh to tai jäsenn yspuu kieliopissa. K on tekstit-

toman kielen tunnistusongelma v oidaan aina ratk aista epädeterministisellä pinoau-

tomaatilla, m utta sitä on hank ala ohjelmoida eik ä se k erro, miten merkkijono joh-

detaan. Sen sijaan merkkijonon jäsenn ys v oidaan aina suorittaa CYK-algoritmilla

a jassa O(n3) , kun kielioppi on ensin m uunnettu Chomskyn normaalim uoto on. Joil-

lekin k on tekstittomien kielten osaluokille on olemassa tehokk aampia jäsenn ysme-

netelmiä. Esimerkiksi LL(1)-kielet v oidaan jäsen tää rekursiivisella jäsen timellä li-

neaarisessa a jassa. Kaikki deterministiset kielet (LR(1)-kielet) puolestaan v oidaan

tunnistaa (jäsen tää) deterministisellä pinoautomaatilla lineaarisessa a jassa.
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T uringin k oneilla v oidaan tunnistaa ra joittamattomat kielet. Ra joittamattomat kie-

let jaetaan k ah teen luokk aa: rekursiivisiin ja rekursiivisesti n umeroituviin kieliin,

joita v astaa v at päätösongelmat o v at ratk ea via tai osittain ratk ea via. T otaalisilla eli

aina p ysäh t yvillä T uringin k oneilla v oidaan ratk aista k aikki ongelmat, jotk a o v at las-

k ennallisesti ratk ea via (ts. tunnistaa rekursiiviset kielet). Mik äli ongelmalle v oidaan

laatia ratk aisev a T uringin k one, m utta se ei p ysähdy k aikilla sy ötteillä, on ongelma

osittain ratk ea v a. Rekursiivisesti n umeroituv an kielen tunnistusongelman ratk aisev a

T uringin k one ei siis v älttämättä p ysähdy �Ei�-tapauksessa.

Ra joittamattomien kielten erik oistapaus o v at k on tekstilliset kielet, jotk a v oidaan

tunnistaa epädeterministisellä T uringin k oneella sy ötteen v aatimassa t y ötilassa (ns.

lineaarisesti ra joitetut automaatit). Tämä merkitsee sitä, että tunnistus v aatii k or-

k ein taan eksp onen tiaalisen a jan. Yleisessä tapauksessa rekursiivisten kielten tunnis-

tus v oi v aatia vielä paljon suuremman a jan. A c k ermannin funktio an taa kuitenkin

ylära jan tunnettujen rekursiivisten funktioiden v aativuudelle. My ös Busy Bea v er -

funktio an taa ylära jan k aikkien rekursiivisten ongelmien v aativuudelle, m utta Busy

Bea v er ei ole itsessään lask ennallisesti ratk ea v a ongelma.

Hierarkian ulk opuolelle jää v ät tä ysin ratk eamattomat ongelmat, joille ei v oida laa-

tia laink aan p ysäh t yv ää T uringin k onetta. V astaa v an päätösongelman �ratk aisev a�

T uringin k one ei siis p ysähdy edes �Kyllä�-tapauksessa.

8.2 Lask ennan v aativuudesta

Tieto jenk äsittelijälle ei riitä tieto, onk o ongelma ratk ea v a, v aan hän haluaa m y ös

tietää, kuink a v aativ a se on. Chomskyn kielihierarkian luok at an ta v at yleiskuv an

siitä, kuink a v aik ea ongelma on. Jos joku ongelma ratk eaa äärellisellä automaa-

tilla ja toinen v aatii T uringin k oneen, on ensimmäinen jossain mielessä help ompi

ongelma. Mutta en tä jos ensimmäinen ongelma v aatii äärellisen automaatin, jonk a

tilo jen lukumäärä on eksp onen tiaalisesti suurempi kuin toisen ongelman ratk aise-

v an T uringin k oneen? Enää ensimmäisen ongelman yksink ertaisuus ei olek aan niin

itsestäänselv ää.

Miten sitten v oisimme v errata ongelmien v aativuutta ob jektiivisesti? En tä jos v er-

taisimme ratk aisevien ohjelmien k o o deja tai pseudok o o dialgoritmeja? Kumpik aan

näistä ei kuitenk aan tä ysin paljasta ongelman to dellista v aativuutta, v aikk a k ä y-

tännön ohjelmoin titilan teissa niiden arvioin ti riittää h yvin. Ohjelma v oi �piilottaa�

yh teen ask eleeseen h yvinkin v aih telev an määrän op eraatioita, eik ä esim. assem bler-
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tunnistus: totaalinen Turingin kone

          tapauksessa
Rekursiiviset kielet

Kontekstittomat kielet

tunnistus: Turingin kone, joka pysähtyy ainakin 

Rekursiivisesti numeroituvat kielet

Osittain
ratkeavat

ongelmat

ongelmat
Ratkeavat

 Ulkopuolella:

Ei-rekursiivisesti lueteltavat kielet ja ratkeamattomat ongelmat

ei ole olemassa edes hyväksyvässä tapauksessa
pysähtyvää Turingin konetta

kone-syöte-parit, missä kone ei hyväksy syötettä 

Universaalikielen komplementti:

Universaalikieli:

kone-syöte-parit, missä
kone hyväksyy syötteen

tunnistus:

universaalikone

hyväksyvässä

Kontekstiset kielet

kontekstiton kielioppi
kielet, joilla on yksiselitteinen

tunnistus: epädeterministinen
pinoautomaatti

LL(k)-kielet
rekursiivinen jäsentäjä

kielet
äärelliset

Säännölliset kielet
tunnistus:
äärellinen automaatti

pinoautomaatti
tunnistus: deterministinen

LR(1)
deterministiset kielet

Aikavaativuus: Ackermannin funktio

 antaa ylärajan

Aikavaativuus korkeintaan

eksponentiaalinen

Aikavaativuus lineaarinen

Pysähtymättömyysongelma

Pysähtymis-
ongelma

Kieli D

tunnistus: Turingin kone, jonka työtila lineaarisesti
rajoitettu

algoritmi
CYK-

ja P ascal-k o o din ask elien v ertailu anna järk ev ää tulosta. Kumpikin näistä ratk ai-

suista edellyttää m y ös sitä, että ongelmaan olisi jo k eksitt y ratk aisualgoritmi. Olisi

h y ö dyllistä, jos ongelman v aativuutta v oisi arvioida ennen algoritmin suunnittelua.

Onneksi k aikki ratk ea v at ongelmat v oidaan kuitenkin esittää T uringin k oneina! Oli-

pa kyseessä äärellisellä tai pinoautomaatilla ratk ea v a ongelma, v oimme aina k ons-

truoida m y ös T uringin k oneen, jok a ratk aisee ongelman, ja v ertailla T uringin k o-

neiden aik a v aativuuksia. Tästä syystä T uringin k oneet o v at h yvin tärk eitä, kun ha-

luamme tietää ongelman to dellisen aik a v aativuuden, riippumatta siitä, millä kielellä
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tai laitteistolla se tullaan to dellisuudessa toteuttamaan (tai jos haluamme tietää,

k annattaak o sitä ryh t y ä laink aan toteuttamaan).

T uringin k oneen aik a- ja tila v aativuus saadaan sen k ä yttämien ask elten ja t y önauhan

solujen lukumääristä. Sanotaan, että k one M h yv äksyy kielen L a jassa T(n) , jos

k aikilla x 2 L , missä jxj = n , M h yv äksyy x :n O(T(n)) :llä ask eleella. Samoin k one

M h yv äksyy kielen L tilassa S(n) , jos k aikilla x 2 L , jxj = n , M h yv äksyy x :n

k ä yttäen O(S(n)) :ää t y önauhan solua.

Huom! Epädeterministinen T uringin k one v oi ratk aista ongelman pienemmin aik a-

ja tila v aatim uksin kuin deterministinen T uringin k one. Kä ytännössä epädetermi-

nististä k onetta ei v oi suoraan ohjelmoida, m utta teoreettisessa p ohdisk elussa epä-

determinististen T uringin k oneiden v aativuusanalyysi v oi olla h yvinkin v alaisev aa.

Esimerkiksi v aativuusluok an NP määritelmä p erustuu tähän: luok an NP ongelmat

ky etään ratk aisemaan p olynomisessa a jassa epädeterministisellä T uringin k oneella.

Selv ästi luokk a P (ongelmat, jotk a v oidaan ratk aista p olynomisessa a jassa determi-

nistisellä T uringin k oneella) sisält yy luokk aan NP ( P � NP ), m utta emme tiedä,

päteek ö sama toisinpäin, ts. onk o NP � NP ? Tämä P = NP -ongelma on ehk ä

tärk ein tieto jenk äsittelijöitä kiusaa vista a v oimista ongelmista.

Kä ytännössä merkittä vimpiä luok an NP ongelmista o v at ns. NP-täydel liset ongel-

mat ( NP-c omplete pr oblems ), jotk a o v at eräänlaisia arkkit yyppi- tai a v ainongel-

mia luok assa NP . Mik ä tahansa luok an NP ongelmista v oidaan näet palauttaa

p olynomisessa a jassa NP-tä ydelliseksi ongelmaksi. T oisin sano en, jos yksikin NP-

tä ydellinen ongelma p yst yttäisiin ratk aisemaan p olynomisessa a jassa, niin k aikki

m uutkin luok an NP ongelmat ratk eaisiv at p olynomisessa a jassa. Tästä seuraa, että

uusi ongelma v oidaan osoittaa NP-tä ydelliseksi v arsin help osti: riittää osoittaa, että

se kuuluu luokk aan NP ja että jokin NP -tä ydelliseksi tunnettu ongelma v oidaan

palauttaa siihen. Tällöin m y ös k aikki m uut luok an NP ongelmat seuraa v at p erässä.

13
Nimit ystä NP-kova ongelma ( NP-har d pr oblem ) k ä ytetään sellaisesta ongelmasta,

jok a m y ös �k attaa� k aikki luok an NP ongelmat, ts. mik ä tahansa luok an NP on-

gelma v oidaan m uun taa p olynomisessa a jassa kyseiseksi ongelmaksi. Emme kuiten-

k aan tiedä, kuuluuk o NP-k o v a ongelma itse luokk aan NP (se on siis niin k o v a päh-

kinä purta v aksi, että kuk aan ei ole k eksin yt sille epädeterminististä, p olynomisessa

a jassa toimiv aa T uringin k onetta). Mik äli joku ongelma ha v aitaan NP-k o v aksi, v oi

13

Ain ut ongelma on to distaa m uulla tapaa, että se ensimmäinen ongelma on NP -tä ydellinen.

Onneksi meillä on Co okin teoreema, jok a to distaa ns. SA T-ongelman

SAT = f F jF on toteutuv a lausek alkyylin k aa v a g

NP-tä ydelliseksi, ja v oimme no jata tähän tulokseen.
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h yvin suurella to dennäk öisyydellä arv ata sen olev an eksp onen tiaalista tai vieläkin

pahempaa aik a v aativuusluokk aa.
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